
  دانشجوي گرامي

هاي مديريت، حسابداري و اقتصاد بسيار متنوع است بر آن شديم  جا كه مباحث مربوط به آمار در رشته از آن

بندي شده قرار دهيم و نكات مهم را در حل تشريحي  هاي طبقه صورت تست اين مباحث را در اين مجموعه به

  .آن مطرح كنيم

   و  بيشتر مدنظر طراحان بوده است۴ تا ۱فصول براي دانشجويان مديريت و حسابداري لازم به ذكر است كه 

  . بيشتر مدنظر طراحان بوده است۶ تا ۴ فصولبراي دانشجويان اقتصاد 

  .اميد است اين مجموعه بتواند كمكي در جهت موفقيت شما در آزمون كارشناسي ارشد باشد

  

  

  

  مولف

 



  

  

در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شده و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست سوال 
  .شده است و دانشجوي محترم می تواند زمان باقیماندة خود را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نماید

 آمار         :        درس            مديريت        : رشته
۱۳۸۵ ۱۳۸۶ ۱۳۸۷ ۱۳۸۸ ۱۳۸۹ 

 مبحث ديفر
 تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست 

 ۵مجموع 
 سال

نسبت 
 از کل

 %31 23 4 5 5 5 4 آمار توصیفی 1

 %24 18 3 5 5 3 2 آنالیز ترکیبی واحتمال 2

 %16 12 3 2 1 2 4 متغیر تصادفی 3

 %19 14 4 1 2 2 5 توابع توزیع گسسته و پیوسته 4

 %5 4 0 2 1 1 0 نمونه گیري و  برآورد و نظریه چبی شف 5

 %5 4 1 0 1 2 0 آزمون فرض و توزیع کاي دو 6

 %0 0 0 0 0 0 0 سري زمانی 7

 %100 75 15 15 15 15 15  جمع 

  



  

 

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

 آمار توصيفي

  جدول فراواني

 باشد، فراواني مطلق دسته چهارم      24بندي شده زير اگر درصد فراواني نسبي دسته وسط            هاي دسته   در جدول فراواني تجمعي داده      ـ ۱
 )۸۶ريزي شهري  برنامه(  كدام است؟

  مركز دسته 13 15 17 19 21
50 41 A 14 5 فراواني تجمعي  

  
۱ (14   ۲ (15   ۳ (16   ۴ (17   

  . درست است۲گزينه :حل

)ها  فراواني تجمعي دسته آخر با تعداد داده )N برابر است 
5cF N 50= = ←  

i )فراواني نسبي(  
i

F
f

N
=  

  
i )درصد فراواني نسبي(

i
F

f 100 100
N

× = ×  








  

3  ) فراواني مطلق دسته سوم(
3 3

F
f 100 24 100 24 F 12

50
× = → × = →   )درصد فراواني نسبي دسته وسط(=



  آمار و احتمال

 

۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

فراواني تجمعي دسته سوم  (aتوان مقدار   مي3Fحال با داشتن 
3cF   .ورددست آ را به) =

( )i i 1c i cF F F
−

= . علاوه فراواني تجمعي دسته قبل  فراواني تجمعي هر دسته برابر است با فراواني مطلق آن دسته به+

  
3 2c 3 ca F F F 12 14 26= = + = + =  

  :آيد زيرا دست مي حال با كامل شدن رديف فراواني تجمعي جدول به راحتي رديف فراواني مطلق به

i i 1 4 3i c c 4 c cF F F F = F - F = 41 - 26 = 15
−

= −   →     

  دسته  اول  دوم  سوم  چهارم  پنجم
50 = N 41 a 26=  14  5 icF  

9 15 12 9 5 iF  
    24     if 100×  

  (Mo)مد يا نما 

دسـت آمـده      نتـايج بـه   » دانيد؟  شروع به كار در صبح را چه ساعتي مي        ترين زمان     مناسب« كارمند بانك، سؤال شده است كه        50از    ـ ۲
ها كدام است؟     ترين ساعت براي شروع كار بانك       براساس اين اطلاعات مناسب   .  بوده است  7.15 و نماي    8.15، ميانه   8.45داراي ميانگين   

  )۸۸اقتصاد (  
۱ (7.15 ۲ (8.0  ۳ (8.15  ۴ (8.45  

   . درست است۱گزينه : حل
بنابراين مهم اين . هاست مردم است و در واقع هدف دانستن نظر مردم درباره ساعات كار بانك» نظرسنجي«ه اين كه سؤال مطرح شده نوعي با توجه ب

به عبارت ديگر شاخص مد كه تنها كاربرد آن در نظر سنجي است بهترين معيار . مردم روي چه ساعتي بوده است) نظر(است كه بدانيم بيشترين رأي

  .  بودخواهد

  باشد، درصد فرواني نسبي دسته سوم كدام است؟25.5بندي شده زير اگر مد جامعه  هاي طبقه در جدول داده  ـ ۳

 )۸۷برنامه ريزي شهري  (
  حدود دسته 19 – 15  23 – 19 27 – 23 31 – 27

14 α  12 7  فراواني مطلق  
  ۱ (32   ۲ (34   ۳ (35   ۴ (36   

  . درست است۲ه گزين: حل

 :يادآوريE  فراواني مطلق

  
i

i
F

100 f 100
N

× → =   درصد فراواني نسبي=   ها تعداد داده  ×

  .ها هستيم  تعداد دادهN و α يعني 3Fدست آوردن درصد فراواني نسبي دسته سوم، نيازمند  براي به

  :حال با توجه به فرمول محاسبه مد داريم.  قرار دارد(27 – 23)پس حتماً در دسته .  است25.5 كنيد كه مد جامعه  دقت:توجه 

1طول دسته  

1 2

d
d d

+ ×
+

Moحدپايين دسته =  

  



  آمار توصيفي

 

۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  ( )
( ) ( ) 3

12
25.5 23 4 4 48 5 65 F 17

12 14
α −

= + × → α − = α − → = α =
α − + α −

  

  
3

3

i

F 17f 100 100 34
N 50

N F 7 12 17 14 50


= × = × =




= = + + + = ∑
  

  

)ميانه  )Md Me=  

 )۸۰حسابداري(كدام است؟) از چپ به راست(در جدول توزيع فراواني زير، مقدار مد و ميانه به ترتيب     ـ ۴

3 2 1 0 -1 ix  ۱ (( )0 , 0.50  ۲ (( )0 , 1.5  
۳ (( )25 , 0.50  ۴ (( )30 ,   فراواني 10  30 10 25 25 25

     . درست است۲گزينه :حل

  
i

i

i

C

x 1 0 1 2 3
F 10 30 10 25 25

F 10 40 50 75 N 100

−

=
  

    :راه حل اول

N 1 100 1 50.5
2 2 2 2

= + = +    محل ميانه=

  ( ) ( ) ( )( ) ( )50 51 50x 0.5 x x 1 0.5 2 1 1.5= + − = + −    مقدار ميانه=

)دست آوردن  به ) ( )50 51x , x :يب صعودي است انديس ها در جدول به ترت چون دادهx با جمع بستن( را از رديف فراوانيiF ها تا رسيدن به عدد
  .كنيم  متناظر آن را از رديف بالا پيدا ميxپيدا كرده و ) تر از آن انديس يا عدد بزرگ

Nا مساوي تر و ي اي كه فراواني تجمعي آن بزرگ ميانه برابر است با اولين داده :راه حل دوم
2

  . باشد

ميانه  
i 3c c 3

NF 50 F 50 x 1
2

≥ = → = → =  

Mo.اي كه داراي بيشترين فراواني است داده   0=    مد=
 و مجمـوع    10دار      ، فراواني طبقه ميانـه    5ها    اگر طول دسته  . باشد   مي 41بندي شده برابر       مشاهده دسته  50ميانه در توزيع آماري       ـ ۵

 )۸۶حسابداري و مديريت (دار، كدام است؟    باشد، حدود دسته ميانه 18دار برابر  هاي ماقبل طبقه ميانه   فراواني

۱ (( )36.5,41.5  ۲ (( )37 , 42  ۳ (( )37.5 , 42.5  ۴ (( )38 ,43  
  . درست است۳گزينه :حل

Mdطول دسته=5   41 , N 50 , I= = =  
) فراواني تجمعي دسته ماقبل ميانه(  

Md 1CF 18
−

MdF)دار واني طبقه ميانهفرا( و = 10=  

  
50 18
2 5

10

−
+ →41حدپايين طبقه× iطول دسته= 1C

i

N F
2

F
−

−
+ Mdدار  حدپايين طبقه ميانه× =  

  ( )37.5 , 42.5=( )37.5, 37.5 5= 41حدود دسته+ 3.5 37.5= − =   → حد پايين طبقه →

 



  آمار و احتمال

 

۴  

  : يادداشت
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…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

x:60:  به شرح زير xبراي مقادير متغير تصادفي     ـ ۶ , 40 , 60 ,  )۸۳اقتصاد  ( 80

  .فقط ميانگين حسابي و نما با هم برابرند) ۲  .فقط ميانگين حسابي و ميانه با هم برابرند) ۱
  .فقط ميانه و نما با هم برابرند) ۴  .ن حسابي، ميانه و نما با هم برابرندميانگي) ۳

 خواص ميانه 

Md داده آماري ميانه 50در   ـ ۷  و =12
50

i
i 1

x 550
=

 است، اگر ∑=
50

i
i 1

A x 12
=

=  و ∑−
50

i
i 1

B x 11
=

=  :گاه  آن∑−

 )۸۴مديريت  (
۱ (A < B   ۲ (A = B   ۳ (A > B   ۴ (A = B – 1  

 . درست است۱گزينه :حل

i عدد دلخواه a  :طبق خاصيت سوم ميانه داريم ix Md x a− < −∑ ∑  

aدر اين سؤال  = µ است يعني در حالت B كند چون به ازاي  هر  اما در اصل قضيه هيچ تفاوتي ايجاد نمي. ميانگين استدهنده   نشان11، عددa 
  :دلخواه اين رابطه برقرار است

  i ii

Md 12
x 12 x 11 A Bx 550 11

N 50

=
 → − < − → <

µ = = =


∑ ∑∑  

 )۸۰اقتصاد(گذارد؟  ترين عدد يك سري داده مقدار ثابتي اضافه گردد، اين افزايش بر كدام معيار تأثير نمي در صورتي كه به بزرگ  ـ ۸

  واريانس) ۴  ميانگين) ۳  ميانه) ۲  پراكندگيضريب ) ۱

 . درست است۲گزينه :حل

  .شود برخلاف ميانگين، ميانه از اعداد بسيار بزرگ يا بسيار كوچك متأثر نمي:  ميانه(2)خاصيت 

ها را  ترتيب داده) ترين داده هش كوچكترين داده يا كا افزايش بزرگ(ها  هاست، بنابراين تا زماني كه تغييرات روي داده  چون ميانه تابع ترتيب داده:نكته
  .عوض نكند، روي ميانه تأثيري ندارد

Eمد، تابع فراواني داده ها است:  يادآوري. 

1مشاهدات    ـ ۹ 2 4 5x , x ,15, x , x     آنگاه ميانة مشاهدات    .  داراي انحراف معيار صفر هستند( ) ( ) ( )1 2 52x 1 , 2x 1 ,..., 2x 1+ +  برابـر   +
 )۸۷اقتصاد : (است با

۱ (18   ۲ (21   ۳ (24   ۴ (31   

  . درست است۴گزينه :حل

 Eيادآوري: 

1  .هاي مساوي برابر صفر است انحراف معيار داده: خواص انحراف معيار) ۱( 2 nx x ... x 0= = = ⇔ σ =   
)  : ها، ميانه تغيير خواهد كرد با تغيير در مبدأ و مقياس داده: خواص ميانه) ۲( )Md ax b aMd b+ = +  
ix   .هاست هاي مساوي برابر داده ميانه در داده:  خواص ميانه)۳( a,a,a,..., a Md a= → =   



  آمار توصيفي

 

۵  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

 است بنابراين همه 15باشند و چون مقدار يكي   داده با هم برابر مي5ها برابر صفر است بنابراين  چون انحراف معيار داده) ۱(با توجه به يادآوري 
  . هستند15مشاهدات 

  (1) (3)
1 2 3 4 5 x0 x x x x x 15 Md 15σ = → = = = = = → =  

  ( ) ( ) x2 Md 2x 1 2Md 1 2 15 1 31+ = + = × + =  

Eطبق خاصيت خطي بودن ميانه، چنانچه تغييري در داده ها ايجاد شود، ميانه نيز  به همان اندازه تغيير خواهد كرد: يادآوري.  

 )۷۹ريزي شهري  برنامه(ها است؟  اي بهتر براي داده  باشد، كدام شاخص مركزي نماينده1,3,5,6,8,7,10,100ها به صورت  اگر داده  ـ ۱۰

  ها چارك) ۴  نما) ۳  ميانه) ۲  مد) ۱

  . درست است۲گزينه :حل

  .شود ميانه بر خلاف ميانگين از اعداد بسيار بزرگ يا بسيار كوچك متأثر نمي: يكي از خواص ميانه اين است كه
  .ها است تري براي دادهبه اين دليل ميانه نماينده به. ها است ها يك عدد بزرگ نسبت به ساير داده  در بين داده100در اين سؤال عدد 

  ها محاسبه چندك

 )۷۸حسابداري (چارك سوم جدول زير كدام است؟  ـ ۱۱

۱ (6.8   ۲ (9.5   
۳ (10   ۴ (10.5   i

CL 2 5 6 9 10 13
F 10 30 20

− − −
  

  . درست است۴گزينه :حل

  

i

i

c

CL 2 5 6 9 10 13
F 10 30 20

F 10 40 60 N

− − −

=

  

3Nتر يا مساوي  اي كه فراواني تجمعي آن بزرگ اولين طبقه: محل چارك سوم
4

  . باشد

طبقه سوم   
iC

3N 3 60F 45
4 4

×
≥ = = →   

)كنيم  با توجه به گسسته بودن طبقات ابتدا طبقه سوم را پيوسته مي )9.5 13.5−   

  45 409.5 4 10.5
20
−

= + × i× طول طبقه = 1c

i

3N F
4

F
−

−
3Q حد پايين طبقه+ =  

 )۸۰مديريت (در جدول زير دهك دوم برابر چند است؟  ـ ۱۲

۱ (48.2   ۲ (51.5   
۳ (50.55   ۴ (62.38   i

CL 40 50 50 60 60 70
F 5 18 7

− − −
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۶  

  : يادداشت
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…………………………………………………………………………………………………………
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………………………………………………………………………………………………………… 

  . درست است۳گزينه :حل

  

i

i

c

CL 40 50 50 60 60 70
F 5 18 7

F 5 23 30 N

− − −

=

  

2Nتر يا مساوي  اي كه فراواني تجمعي آن بزرگ اولين طبقه: محل دهك دوم
10

  : باشد

)طبقه دوم    )50 60−
iC

2N 2 30F 6
10 10

×
≥ = = →  

  6 550 10 50.55
18
−

= + × i× طول طبقه = 1c

i

2N F
10

F
−

−
2Dحد پايين طبقه + = 

اند به طوري كه  بندي شده طبقه دسته7ها در  اين داده. باشد  مي54و12ي آماري، كوچكترين و بزرگترين آنها به ترتيب  داده 120در   ـ ۱۳
 باشد، درصد فراواني نسبي تجمعـي آن كـدام          9اگر فراواني مطلق  اين طبقه       .  و در دسته وسط واقع است      32مقدار دهك ششم برابر     

  )GIS ۸۷(است ؟ 

۱ (63 ۲(65  ۳ (68 ۴ (72  

   . درست است۲گزينه :حل
 تاست بنابراين طبقه وسط، 7توجه كنيد كه چون تعداد طبقات . دست آوريم تا از روي آن بتوان جدول توزيع فراواني را كشيد  بهابتدا فاصله طبقات را

  .طبقه چهارم خواهد بود

( ) ( )n 1x xR 54 12 42I 6
k 7 7 7

− −
= = = = =  

    I : و فاصله طبقات :K و تعداد طبقات R: ييرات                                                     دامنه تغ







  

 

  30 36−


  ها حدود دسته 18 – 12 24 – 18 30 – 24 
  9       iF  

حال به دنبال فراواني تجمعي نسبي دسته وسط هستيم پس بايد
icFمي دانيم كه دهك ششم در طبقه وسط يعني . را پيدا كنيم( )30  قرار دارد −36

  :بنابراين داريم

  i 1

i 1

c
c

6 120 F
1032 30 6 F 69

9
−

−

×
−

→ = + × → iطول دسته= 1c

i

6N F
10

F
−

−
+ 6Dحد پايين دسته× =  

  i

i i 1 i

c
c i c c

F 78F F F 9 69 78 f 0.65 %65
N 120−

= + = + = → = = = =    

 طبقه وسط
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  ها تحليل چندك

 :هاي زير به دست آمده است آموزان يك منطقه آموزش و پرورش كميت در يك بررسي آماري در خصوص نمرات هوش دانش  ـ ۱۴

1Q x  )چارك اول (=80   )ميانگين حسابي (=120

3Q Md  )چارك سوم (=140   )ميانه( =110
S Mo  )انحراف معيار (=20   )نما (=107

  )۸۳اقتصاد (يك از موارد زير درست است؟  كدام

  . است120آموزان كمتر از  نمرات نيمي از دانش) ۲  .باشد  مي140 تا 80آموزان بين  نمرات نيمي از دانش) ۱
  . و بيشتر است140آموزان  نمرات بيشتر دانش) ۴  .باشد  مي140زان بيشتر از آمو  درصد از دانش75نمرات ) ۳

  . درست است۱گزينه :حل

  .پردازيم اي مي هاي مسئله به بررسي گزينه با توجه به داده
آموزان بين  ت نيمي از دانشها را در بر دارد اين جمله صحيح است كه نمرا  درصد داده50كه فاصله چارك اول تا چارك سوم  با توجه به اين) ۱گزينه

1Q 3Q تا =80   . است=140

  . است120نمرات ) معدل(توان گفت ميانگين   است فقط مي120 برابر xچون مقدار ) ۲گزينه
3Qكه مقدار  با توجه به اين) ۳گزينه توان گفت نمرات  يا مي.  است 140آموزان كمتر و يا مساوي   درصد از دانش75توان گفت نمرات  مي. است =140

  . است140آموزان بيشتر از   درصد از دانش25
  . اين جمله نادرست است۳با توجه به گزينه ) ۴گزينه

 40 بدان معني است كه حقـوق دريـافتي          اين.  هزار تومان است   135فرض كنيد دهك ششم حقوق كاركنان در يك مؤسسه برابر با              ـ ۱۵
 )۸۵اقتصاد : (درصد كاركنان

 هزار تومان   135درست برابر با    ) ۲    . هزار تومان است135بيشتر از ) ۱
  .است

  . هزار تومان است135 هزار تومان و بقيه كاركنان بيشتر از 135) ۴  . هزار تومان است135كمتر يا مساوي ) ۳

  . درست است۱گزينه :حل

6D توان گفت  كنند و يا مي  هزار تومان دريافت مي135 درصد از كاركنان حقوقي كمتر و يا مساوي 60: مفهوم آن اين است كه) دهك ششم (=135
  .كنند  هزار تومان دريافت مي135 درصد از كاركنان حقوقي بيشتر از 40

)ميانگين هارمونيك )HX  

هـا    سرعت متوسط ايـن ماشـين     . كنند   دور در ثانيه كار مي     6 ماشين با سرعت     3 دور در ثانيه و      4 ماشين با سرعت     5 كارگاه   در يك   ـ ۱۶
 )۸۵حسابداري و مديريت (چند دور در ثانيه است؟ 

۱ (4.85   ۲ (4.75   ۳ (4.63   ۴ (4.57  



  آمار و احتمال

 

۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  . درست است۴گزينه :حل

  :كنيم نگين هارمونيك استفاده مياز ميا) دور در ثانيه(با توجه به واحد تركيبي 

  H n

ii 1

n 5 3 8 96x 4.57
1 1 21 211 5 3
4 6 12x=

+
= = = = =

× + ×∑
  

 كيلـومتر در    750 هزار كيلومتري را بـا سـرعت         5 كيلومتر در ساعت، فاصله      600 هزار كيلومتري را با سرعت       3يك هواپيما فاصله      ـ ۱۷
 ن كدام است؟سرعت متوسط آ. كند  كيلومتر در ساعت طي مي800 هزار كيلومتري را با سرعت 4ساعت و فاصله 

  )۸۸حسابداري و مديريت( 
۱ (715 ۲ (717  ۳ (720  ۴ (725  

   . درست است۳گزينه :حل
دقت كنيد كه فاصله طي شده با سرعت معين در واقع وزن سرعت . كنيم با توجه به واحد تركيبي كيلومتر در ساعت از ميانگين هارمونيك استفاده مي

  . شود هواپيما محسوب مي

  i
H

i

i

w 3 5 4 12 12 12 1500x
w 3 5 4 1 1 1 1 1 15 10

600 750 800 200 150 200 100 150x

+ + ×
= = = = =

++ + + + +

∑
∑

  

  12 1500 12 60 720
25

×
= = × =  

1راننده اتومبيلي     ـ ۱۸
3

 كيلومتر بر ساعت رفته     80 كيلومتر بر ساعت و بقيه مسافت را با سرعت           60 مسافت موردنظر را با سرعت ثابت        

  )۸۴مديريت(است، سرعت متوسط او در اين مسافت چند كيلومتر بر ساعت است؟
۱ (70   ۲ (71.5  ۳ (72   ۴ (73  

 . درست است۳گزينه   ـ ۱۹

البته چون سرعت اتومبيل در طي مسافت متغير بوده از ميانگين . شود از ميانگين هارمونيك استفاده مي) كيلومتر بر ساعت(با توجه به واحد تركيبي 
  .شود هارمونيك وزني استفاده مي

  i
H

i

i

1 2
w 13 3x 72
w 1 2 10

3 3 3x
60 80 240

+
= = = =

+

∑
∑

  

)ميانگين هندسي )GX  

9 برابر a , b , 12 , 9 , 12.5 , 6ميانگين هندسي اعداد   ـ ۲۰
2

  )۸۴حسابداري ( كدام است؟b , a است، ميانگين هندسي 

۱ (27
20

  ۲ (27
40

  ۳ (81
40

  ۴ (81
80

  



  آمار توصيفي

 

۹  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  . درست است۴گزينه :حل

  :با توجه به رابطه اول ميانگين هندسي داريم

  6 6
G

9 9x a b 12 9 12.5 6 8100ab
2 2

= × × × × × = → =  

  
2 2

6 4

6 6 2
9 10

9 98100 ab ab
2 2 10

×

→  = → =  

  
4 2

2 2G 6 2 3
9 9 81x a b

802 10 2 10
= × = = =

× ×
 b و a ميانگين هندسي 

iهاي  فزوني ميانگين حسابي از ميانگين هندسي داده  ـ ۲۱

i

x 9 12 16

f 2 3 2
 )۸۶حسابداري و مديريت(   كدام است؟

۱ (0.24   ۲ (0.25   ۳ (0.27   ۴ (0.28   

  . درست است۴گزينه :حل

البته . دهند  نمايش ميiF و فراواني تجمعي را با ifها فراواني مطلق را با  در بعضي از كتاب. بوده است) فراواني مطلق (iF همان if منظور از :توجه
)عددي بين ) فراواني نسبي (ifدانيم كه  مي )0,   . است بنابراين تشخيص آن ساده است1

  .دست آورد  ميانگين حسابي از هندسي را بهبايد هر دو ميانگين حسابي و هندسي محاسبه شود و سپس تفاضل

     i

i

x 9 12 16

F 2 3 2 N 7=
  

  i iF x 2 9 3 12 2 16 86X 12.28
N 7 7

× + × + ×
= = = =∑  

  
( )


( )


i

2 2 42 2

n
F 7 7 7 72 3 2 4 4 3 4 3 7NG i

i 1 123 4

X x 9 12 16 3 4 12 12 12 12 12
=

= = × × = × × = × = =∏   

GX  :هاي هندسي فزوني ميانگين حسابي از ميانگين X 12.28 12 0.28− = − =  

 :الي به شرح زير استتعداد دانشجويان پذيرفته شده در يك دانشكده در پنج سال متو  ـ ۲۲

  ها سال 1380 1381 1382 1383 1384
  تعداد 100 280 310 350 400

  )۸۶اقتصاد( رشد سالانه دانشجويان پذيرفته شده در اين دانشكده كدام است؟) نرخ(متوسط درصد 
۱ (%38   ۲ (%41  ۳ (%50  ۴ (%56  

 . درست است۲گزينه :حل

  :با توجه به رابطه سوم ميانگين هندسي داريم

)درصد   )4 24 284 80 4
G

400X 4 2 2 1.41 1.41 1 100 41
100

−= = = = = = → − × =  

  طرفين را به
 رسانيم  مي6توان 

 سال آخر
 سال اول



  آمار و احتمال

 

۱۰  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

3بهتر است مقدار  1.73 , 2 1.41=   . را به خاطر داشته باشيم=

متوسط نرخ رشد فـروش سـالانه ايـن         .  كاهش داشته است   80% افزايش يافته و امسال      80%فروش يك فروشگاه در سال گذشته         ـ ۲۳
  )۸۸ اقتصاد(فروشگاه در اين دو سال چند درصد بوده است؟ 

  صفر) ۴   افزايش20%) ۳   كاهش60%) ۲   كاهش%40) ۱

   . درست است۱گزينه :حل
  : با توجه به اين كه نرخ رشد فروش بر حسب درصد داده شده است بنا بر رابطه دوم ميانگين هندسي داريم

Eكنيم نگين هندسي استفاده ميتبديل كرده و از رابطه اول ميا» برابر«هر سال را با جمع كردن با عدد يك به » درصد «:يادآوري :  

) كاهش%40 )0.6 1 0.4→ − = − )»برابر«= )( )
n

2 22nG i
i 1

X x 0.8 1 0.8 1 1.8 0.2 0.36 0.6
=

= = + + − + = × = =∏  

  : دست آمده است صورت زير به كه در واقع رابطه بالا بهدقت كنيد 

  

( )

: x

: x 0.8x 1.8x

: 1.8x 0.8 1.8x 0.36x

   
   + =


  − =

  

)كاهش   )0.6 1 0.4 %40→ − = − = 23برابر− 1G
0.36xX 0.36 0.6

X
−= = = =  

  شف بي قضيه چي

شـف وزن     بـي   طبق قانون چي  .  محاسبه شده است   2.25 گرم و واريانس     250سازي ميانگين وزن محصولات       در يك كارخانه كمپوت     ـ ۲۴
 )۸۴مديريت(  درصد از اين نوع محصولات در كدام بازه قرار دارد؟64حداقل 

۱ (( )245 ,255  ۲ (( )246,254  ۳ (( )247.5,252.5   ۴ (( )247.75, 252.5  

 . درست است۳گزينه :حل

  :شف بي با توجه به قضيه چي

2حداقل
11

k
 

− 
 

درصد
a b

P k x k
 
 µ − σ ≤ ≤ µ + σ →
 
 
   

b a k
2
−

= σ  








  

  :ابراينبن

  2 2
1 64 1 36 10 51 k

100 100 6 3k k
− = → = → =   اولاً:=

( ) ( )
3250 ,
2

5k
3

5 3 5 3k , k 250 , 250 247.5 , 252.5
3 2 3 2

µ = σ =

=

 µ − σ µ + σ → − × + × → 
 

  ثانياً:

  سال اول 
  

  سال دوم 
  

 سال سوم

  سال آخر
  سال اول

  تعداد سال ها 1- 



  آمار توصيفي

 

۱۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

رود حداقل چند درصـد   شف انتظار مي بي  بوده است، بنابر قانون چي64 و 75ترتيب  در يك آزمون مهارت ميانگين و واريانس نمرات به          ـ ۲۵
  )۸۸حسابداري و مديريت( قرار گيرند؟ 87 و 63نمرات بين دو عدد 

۱ (45  ۲ (50  ۳ (55  ۴ (65  
  

   . درست است۳گزينه :حل
  : شف بي قضيه چي با توجه به

2حداقل
11

k
 

→ − 
 

 درصد 
a b

P k x k
 
 µ − σ < < µ + σ
 
 
   

b a k
2
−

= σ  








  

  2
a 63 , b 87

64
b a 87 63 12 3k 64k 12 8k k

2 2 8 2
= =

σ =

− −
= σ → = → = → =   اولاً   :=

  2 2
1 1 4 51 1 1 0.55 %55

9 9k 3
2

− = − = − = = =
 
 
 

 ثانياً  :

مقدار انحراف معيار اين مشاهدات كـدام  .  قرار گيرند(88 , 72) درصد مشاهدات در دامنة 84رود  شف انتظار مي بي طبق قانون چي  ـ ۲۶
 )۸۶حسابداري و مديريت (است؟

۱ (2.4   ۲ (3.2   ۳ (3.6   ۴ (4.2   
  . درست است۲گزينه :حل

  :شف بي با توجه به قضيه چي

2حداقل
11

k
 

− 
 

درصد
a b

P k x k
 
 µ − σ ≤ ≤ µ + σ →
 
 
   

b a k
2
−

= σ  








  

  :بنابراين

  2 2
1 84 1 16 10 51 k

100 100 4 2k k
− = → = → =   اولاً: =

  b a 88 72 5 5 16k 8 3.2
2 2 2 2 5
− −

= σ → = σ → = σ → σ =   ثانياً: =

چـه نسـبتي از كـارگران داراي        . عيار يك هزار تومان است     هزار تومان با انحراف م     10متوسط دستمزد روزانه كارگران يك كارخانه         ـ ۲۷
  )۸۸اقتصاد ( هزار تومان هستند؟8 هزار تومان يا كمتر از 12اي بيشتر از  دستمزد روزانه

  75%حداقل ) ۴  75%حداكثر ) ۳  25%حداقل ) ۲  25%حداكثر ) ۱

   . درست است۱گزينه :حل



  آمار و احتمال

 

۱۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  : كنيم شف استفاده مي بي كنند از قضيه چي ها كه احتمال حداقل يا حداكثر را بيان مي اهده گزينهبا توجه به نامعلوم بودن توزيع جامعه و همچنين مش

  : شف بي قضيه چي
حداكثر
 

2
b a

1P x k x k
k

b ak
2

      > µ + σ < µ − σ ≤       
 −
 σ =


 
  

2 حداكثر   :در اين سؤال نيز
1x 8)

k
< P(x  يا ≥ 12>  

  2
b 12,a 8

1
b a 12 8k k 1 k 2

2 2
= =
σ =

− −
σ = → × = →   اولاً : =

1xحداكثر    8) %25
4

< ≤ P(x  يا = 12>2 2
1 1 1

4k 2
= =   ثانياً : →

  

  تصحيح شپارد
 و مقدار ميـانگين و      2400، تعداد جامعه    6بندي شده با متغيرهاي پيوسته و توزيع فراواني اندكي متقارن، فاصله طبقات               هاي طبقه   در داده   ـ ۲۸

 )۸۷حسابداري و مديريت ( واريانس تصحيح شده شپارد، كدام است؟ .  محاسبه شده است  12 و 25نس به ترتيب  واريا

۱ (11.25   ۲ (10.5   ۳ (10   ۴ (9   

  . درست است۴گزينه :حل

  :واريانس تصحيح شده شپارد عبارت است از
2 2

2 I 612 12 3 9
12 12

= σ − = − = − شپارد=
2σ  

26 , 12= σ Iفاصله طبقات = =  







  

Nرود كــه   داده از متغيــر پيوســته در مــواردي  بــه كــار مــيNتصــحيح شــپارد در مــورد واريــانس   ـ ۲۹  و تــابع توزيــع <...........
 )۸۵ي شهري ريز برنامه( .  باشد.......... ......... . فراواني 

   ـ غيرمتقارن100) ۲     ـ اندكي متقارن100) ۱
   ـ غيرمتقارن1000) ۴     ـ اندكي متقارن1000) ۳

  . درست است۳گزينه :حل

  با توجه به اينكه شرايط تصحيح شپارد برقرار است يعني 
  بندي شده پيوسته ها طبقه ـ داده۱
  ـ توزيع فراواني اندكي متقارن۲
N ـ۳  1000>  

ها خيلي زياد و تابع توزيع فراواني اندكي متقارن اسـت، واريـانس               بندي شده با متغير پيوسته، تعداد داده        هاي آماري دسته    در داده   ـ ۳۰
  )GIS ۸۶(محاسبه شده با مقايسه واريانس واقعي چگونه است ؟ 

  كمتر يا بيشتر ) ۴  دقيقاً برابر ) ۳  همواره كمتر ) ۲  همواره بيشتر ) ۱

 اي



  آمار توصيفي

 

۱۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

   . درست است۱گزينه :حل

 از واريانس واقعي جامعه بيشتر خواهد شد و در اين شرايط از بندي شده با متغير پيوسته هاي آماري دسته  در دادهواريانس محاسبه شده به روش معمول
  واريانس تصحيح شده شپارد استفاده خواهيم كرد

  ميانگين و واريانس كل
 )۸۶حسابداري و مديريت (رو كدام است؟   جدول روبهها، متشكل از سه گروه  واريانس كل داده   ـ ۳۱

۱ (48.4  ۲ (47.5 

۳ (45.8  ۴ (45  2

N 100 200 700
14 18 20

50 60 40

µ

σ

  

  . درست است۱گزينه :حل

  i i

i

N 100 14 200 18 700 20 19000 19
100 200 700 1000N

µ × + × + ×
µ = = = =

+ +
∑
∑

  )گين كلميان (

  ( ) 22
i i ii2

i

N N

N

σ + µ − µ
σ =

∑ ∑
∑

  )واريانس كل (

  
( )

2500
2100 50 200 60 700 40 100 14 19× + × + × + −

=
( )

200
2200 18 19+ − ( )2700 20 19+ −

700

1000
  

  48400 48.4
1000

= =  

 به صورت يك جامعه واحـد  4 و 3.1 و 2.04هاي برابر و واريانس آنها به ترتيب          با ميانگين  45 و   30،  25اگر سه جامعه با تعداد مشاهدات         ـ ۳۲
  )GIS ۸۴( معيار اين جامعه كدام است؟ انحراف. در نظر گرفته شود

۱ (1.6  ۲ (1.7  ۳ (1.8  ۴ (1.9  
   . درست است۳گزينه :حل

1.8σ 3.24كل= →
( )22

i ii i2

i i

NN

N N

µ − µσ
σ = +

∑∑
∑ ∑

25 2.04 30 3.1 45 4
25 30 45

× + × + ×
= =

+ +
  كل

2 →)iكل(=0 µ − µ1كل 2 3→ µ = µ = µ = µها برابر ميانگين  

2 2 2
1 2 3 1 2 3N 25 , N 30 , N 45 , 2.04 , 3.1 , 4= = = σ = σ = σ =  











  

  :دقت كنيد كه وقتي ميانگين جوامع با هم يكسان هستند، واريانس كل عبارت است از 
2

i i2

i

N

N

σ
σ =

∑
∑

  كل

اي واحد تركيب شوند در صورتي         به صورت جامعه   20 و   25 و   16هاي     به ترتيب با واريانس    450 و   200 و   100اگر مشاهداتي به تعداد       ـ ۳۳
  )۸۸برنامه ريزي شهري  (كه ميانگين اين مشاهدات متفاوت باشند كدام عدد براي واريانس جامعة كل مورد قبول است؟    

۱ (19.8  ۲ (20.6   ۳ (20.8  ۴ (22.1  

 كل
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۱۴  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  . درست است۴گزينه :حل

  ( )22
i ii i2

i i

NN 10 16 20 25 45 20 1560k k 20.8 k
10 20 45 75N N

µ − µσ × + × + ×
σ = + = + = + = +

+ +
∑∑

∑ ∑
  كل

ها متفاوت خواهد بود و كسر دوم در محاسبه واريانس كل صفر  هاي جوامع متفاوت هستند بنابراين ميانگين كل نيز با آن كه وقتي ميانگين دقت كنيد
گتر باشد  بزر20.8تواند واريانس كل باشد كه از  اي مي هاي اين سؤال گزينه نخواهد شد و حتماً مقداري بزرگتر از صفر خواهد بود بنابراين در بين گزينه

) است كه بزرگتر است۴و تنها گزينه  )22.1    و جواب سؤال است<20.8

  نيمه واريانس

 براي مقـادير نـامطلوب   (S.V)باشد، نيمه واريانس   مي3 , 6 , 1 , 8 , 5 , 4 , 0 , 2 , 1 , 7 , 3 , 8 ماهه يك شركتي به صورت 12سود   ـ ۳۴
  )GIS ۸۵(كمتر از ميانگين كدام است؟ 

۱ (6  ۲ (6.33  ۳ (6.5  ۴ (6.66  

   . درست است۴گزينه :حل

  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k
2

i 2 2 2 2 2 2
i 1

x
0 4 1 4 1 4 2 4 3 4 3 4 40S.V 6.66

k 6 6
=

− µ
− + − + − + − + − + −

= = = =
∑

  

  ix 8 3 7 1 2 0 4 5 8 1 6 3 48 4
N 12 12

+ + + + + + + + + + +
µ = = = =

∑  

  0 , 1 ,1 , 2 , 3 , 4µمقادير نامطلوب كمتر از : 3 =  

  )CV(كاربرد ضريب تغييرات 

 )۷۳ و مديريت ۷۸حسابداري(:   رود كه اي به كار مي  ضريب تغييرات براي مقايسه پراكندگي دو جامعه    ـ ۳۵

    .هاي متفاوت باشند داراي ميانگين) ۱
  .گيري مختلف باشند داراي واحدهاي اندازه) ۲
  .داراي مقادير منفي باشند) ۳
  .هاي متفاوت داشته باشند شان مختلف باشد و يا ميانگين گيري يا واحدهاي اندازه) ۴

  . درست است۴گزينه :حل

CV) رود وقتي كه براي مقايسه پراكندگي دو جامعه به كار مي) ضريب پراكندگي:  

)ـ ۱ )1 2µ ≠ µهاي دو جامعه متفاوت باشد  مقدار ميانگين.  
   يا







  
  .گيري دو جامعه يكسان نباشند ـ واحد اندازه۲

  

  مقداري بزرگتر از صفر

  كل



  آمار توصيفي

 

۱۵  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

 )۸۷اقتصاد (تر است؟  تر بوده است يا ين ژاپن، كدام شاخص مناسب ورو با ثباتبراي تشخيص آن كه در دو هفته گذشته ي  ـ ۳۶

    ميانگين وزني) ۲    واريانس) ۱
  )ضريب تغييرات(ضريب پراكندگي ) ۴    ميانگين مجذور خطا) ۳

  . درست است۴گزينه :حل

Eموارد كاربرد ضريب تغييرات :يادآوري (CV) :شود كه يكي از شرايط زير برقرار باشد ي استفاده ميضريب تغييرات براي مقايسه دو جامعه وقت: 

  . دو جامعه ميانگين متفاوتي داشته باشند-۲.   گيري متفاوت باشند  دو جامعه داراي واحد اندازه- ۱
ترين  پراكندگي مناسباست بنابراين طبق شرط اول ضريب » ين«گيري جامعه دوم  و واحد اندازه» يورو«گيري جامعه اول  در اين سؤال نيز واحد اندازه

  .شاخص براي مقايسه است

  )CV(  ضريب تغييرات محاسبه 

 تومان و ميانگين حقوق كاركنـان       4300 تومان با انحراف معيار      180000ميانگين حقوق كاركنان بخش فني و شهرسازي يك شهر            ـ ۳۷
تـر اسـت؟ و اخـتلاف          كدام بخش بـيش    ثبات حقوق . باشد   تومان مي  3200 تومان با انحراف معيار      160000بخش مالي آن شهرداري     

  )۸۴ريزي شهري برنامه( درصد ضريب تغيير چيست؟
   0.39مالي و ) ۴   0.39فني و ) ۳      0.21مالي و ) ۲   0.21فني و ) ۱

 .درست است  ۴گزينه :حل

  :شود  براي مقايسه بين دو بخش استفاده ميCVكه ميانگين دو بخش متفاوت است از ملاك  با توجه به اين
4300100 100 0.0239 100 2.39

180000
σ

= × = × = × =
µ

  CVفني

3200100 100 0.02 100 2
160000

σ
= × = × = × =

µ
  CVمالي








  

  CVمالي>CVفني→.ثبات حقوق بخش مالي بيشتر است  
  2.39 2 0.39= −   اختلاف درصد ضريب تغييرات=CVفني−CVمالي=

)ضريب پراكندگي   . باشد   مي 720ها     و مجموع مجذورات آن    192ها برابر      داده آماري مجموع تمام داده     80در    ـ ۳۸ )C.V    كدام اسـت؟ 
 )۸۵ريزي شهري  برنامه( 

۱ (0.25   ۲ (0.50   ۳ (0.60   ۴ (0.75 
  . درست است۴گزينه :حل

  2x 192 , x 720 , N 80= = =∑ ∑  

  ( )
22

22

1.8 3CV 0.75
2.4 4

x x 720 2.4 3.24 1.8
N N 80

x 192 2.4
N 80

σ = = = = µ
    σ = − = − = → σ =    


µ = = =



∑ ∑

∑

 



  آمار و احتمال

 

۱۶  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  چولگي و كاربرد آن

 )۷۸حسابداري ( صحيح است؟گزينهاست كدام در يك توزيع متمايل به ر  ـ ۳۹

۱ (x Md Moµ < <  ۲ (x Mo Mdµ < <  ۳( xMo Md< < µ  ۴ (xMd Mo< < µ  
   . درست است۱گزينه :حل

  )چولگي منفي(چوله به چپ
Sk 0<  








  
  تمايل به راست

Md Moµ < <  
  

)در حالت چولگي مثبت  ـ ۴۰ )Sk )، كدام رابطه بين ميانگين<0 )xµ مد ،(Mo) و ميانه (Md)۸۱مديريت  (  برقرار است؟( 

۱ (xMo Md< < µ  ۲ (xMo Md≤ µ <  ۳( x Md Moµ < <  ۴ (x Md Moµ ≤ ≤  

   . درست است۱گزينه :حل







  
  )چولگي مثبت(چوله به راست 

Sk 0>  
    تمايل به چپ

:براين اسـاس  . صورت زير بوده است      سال گذشته به    در چند  B و   Aميانگين، انحراف معيار و ضريب چولگي سود دو شركت تجاري             ـ ۴۱
  )۸۸اقتصاد  ( 
  . بيشتر استB در شركت 10آوري بيشتر از  احتمال سود) ١
  . كمتر استBگذاري در شركت  ريسك سرمايه) ٢
  . بيشتر استA در شركت 10احتمال سودآوري بيشتر از ) ٣
  . كمتر استAضريب پراكندگي در شركت ) ٤

A B

A B

3 3

A B
10 10

2 2

1 1

µ = µ =

σ = σ =

α = − α = +

  

   . درست است۳گزينه :حل

Aكه ميانگين و انحراف معيار سود در هر دو شركت يكسان است  با توجه به اين B 10µ = µ A و = B 2σ = σ ها نيز   بنابراين ضريب پراكندگي آن=

Aيكسان خواهد شد  B
2CV CV

10
=   . ها خواهد بود ار مقايسه دو شركت ضريب چولگي آن پس در اين وضعيت معي=

) با ضريب چولگي Aتوزيع سود شركت  )3 1α =  منفي، چوله به چپ خواهد −
در آن ) ميانگين (10بود، در نتيجه تراكم سود به راست و احتمال سود بيشتر از 

  . بيشتر است
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۱۷  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  محاسبه ضريب چولگي گشتاوري و تحليل آن

):  داريم 4 و واريانس    15 داده آماري با ميانگين      50 در  ـ ۴۲ )
50 3

i
i 1

x 15 24
=

− ، ضريب چولگي و تفاوت جامعه از نظر تقارن بـا توزيـع             ∑=

 )۸۷حسابداري و مديريت (نرمال چگونه است؟ 

  ، تقريباً نرمال0.06) ۲    ، تقريباً نرمال0.12) ۱
  اندك با نرمال، تفاوت 0.06) ۴    ، تفاوت اندك با نرمال0.12) ۳

  . درست است۲گزينه :حل

  
( ) ( )

3 3
i i

3 3

2

x x 15 24
N 50 50Sk 0.06

82

15, 4 2 , N 50

 − µ −
 = = = =

σ


µ = σ = → σ = =

∑ ∑
  

Sk با توجه به اينكه   .است بنابراين چولگي توزيع تقريباً نرمال است ≥0.1

)ها    ه مجموع مربعات تمام داد    7 داده آماري با ميانگين      100در    ـ ۴۳ )
100 3

i
i 1

x 7 192 , 6500
=

−  ضريب چولگي جامعه چنـد درصـد        ∑=

 )۸۶ريزي شهري  برنامه(است؟ 

۱ (4.6   ۲ (3   ۳( 2.3   ۴ (2   

   . درست است۲گزينه :حل

  

( ) ( )

( )

3 3
i i

3 3 3

22
22

2

x x 7 192
N N 100Sk 0.03 %3

4

x x 6500 7 16 4
N N 100

N 100 , 7 , x 6500

 − µ −


= = = = =
σ σ

    σ = − = − = → σ =  
 


= µ = =

∑ ∑

∑ ∑

∑

  

Nاي با حجم  در جامعه  ـ ۴۴  ع چقدر است؟ضريب چولگي توزي. اند هاي زير محاسبه شده  كميت=20

  ( ) ( )2 3
i ix 180 , x 180− µ = − µ = −∑   )۸۶اقتصاد  (∑

۱( -1   ۲ (-0.33   ۳ (0.77   ۴ (1   
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۱۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  . درست است۲گزينه :حل

  

( )

( )

3
i

3 3

2
i2

x 180
9 1N 20Sk 0.33

27 33

x 180 9 3
N 20

 − µ −
 − −

= = = = = −
σ


− µ

σ = = = → σ =


∑

∑
  

 )GIS ۸۸ (  ها از ميانگين، ضريب چولگي كدام است؟  با توجه به جدول انحراف داده    ـ ۴۵

     
i

x x 5 3 1 1 3 5
f 2 5 4 8 2 3
− − − −  

۱ (2 3
25

  ۲ (5 3
27

 ۳ (3 3
125

  ۴ (6 3
125

  

 . درست است۴گزينه :حل

  
( )
( )

2

3

X X 5 3 1 1 3 5

X X 25 9 1 1 9 25

X X 125 27 1 1 27 125

F 2 5 4 8 2 3 F N 24

− − − −

−

− − − −

= =∑

  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 3

F X X 2 125 5 27 4 1 8 1 2 27 3 125
N 24Sk

10
2 3

− − + − + − + + +

= =
σ  

 
 

∑
   ضريب چولگي

48
6 324

1000 125
8 3 3

= =

×

  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 F X X 2 25 5 9 4 1 8 1 2 9 3 25 200 100 00 10
N 24 24 12 12 2 3

− + + + + + 1
σ = = = = →σ = =∑  

  ضريب چولگي پيرسون و چندكي و تحليل آنها

xفرض كنيد؛   ـ ۴۶ 37µ = ،Mo   )۸۳حسابداري (  باشد؛ ضريب چولگي پيرسون كدام است؟144 و واريانس   =43.6

۱ (0.95   ۲ (-0.55    ۳ (-0.045   ۴ (0.045   
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۱۹  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  . درست است۲گزينه :حل

Mo 37 43.6Sk 0.55
12

µ − −
= = = −

σ
  )پيرسون (

237 , Mo 43.6 , 144 12µ = = σ = → σ =  







  

  

ضريب چولگي پيرسن و اختلاف آن با نرمال        .  محاسبه شده است   12.7، مقدار ميانه    3 و انحراف معيار     12.5در يك توزيع با ميانگين        ـ ۴۷
 )۸۴حسابداري (چگونه است؟

  اندك و تفاوت 0.2) ۲     ـ و تفاوت اندك0.2) ۱
   و تفاوت زياد0.6) ۴     و تقريباً نرمال0.1) ۳

0.1 Sk 0.5← < تفاوت اندك با نرمال   ≥ 
  

( ) ( )3 Md 3 12.5 12.7
Sk 0.2

3

12.5 , Md 12.7 , 3

µ − −
= = = − σ


µ = = σ =

  

,15بندي شده چارك اول، دوم و سوم به ترتيب در يك جدول طبقه ـ ۴۸  چولگي و از نظر قرينگي، با  محاسبه شده است، نوع17 و12
  )۸۸حسابداري و مديريت ـ (توزيع نرمال چگونه است؟

  چوله به راست ـ تفاوت فاحش با نرمال) ۲  چوله به راست ـ تفاوت اندك با نرمال) ۱
  چوله به چپ ـ تقريبا نرمال) ۴  چوله به چپ ـ تفاوت اندك با نرمال) ۳

  .  درست است۳گزينه :حل
  :کنیم ها داده شده است، از فرمول چولگی چندکی استفاده می ادیر چاركبا توجه به اینکه مق

3 2 1

3 1

Q 2Q Q 17 2 15 12 1Sk 0.2
Q Q 17 12 5
− + − × + −

= = = = −
− −

  

0.1چون ضریب چولگی منفی است، توزیع جامعه چوله به چپ بوده و چون  Sk 0.2 0.5≤ = −  است، توزیع جامعه تفاوت اندکی با >
  . توزیع نرمال دارد

   باشد، توزيع جامعه از نظر چولگي معقول است، ميانگين كدام است؟  مي72 و54 به ترتيبميانه و مد يك جامعه آماري ـ ۴۹
  )GIS ۸۶ ـ(  

۱ (45 ۲ (48 ۳( 63 ۴( 81   
  .  درست است۱گزينه :حل

  :باشد، به صورت زیر است) معقول(تنها رابطه میان سه معیار تمرکز وقتی که چولگی جامعه ضعیف 
( ) ( )Mo 3 Md 72 3 54 2 90 45

Md 54 , Mo 72

µ − = µ − → µ − = µ − → µ = → µ =


= =
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۲۰  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  کشیدگی 
 )۸۴اقتصاد(ت؟ داراي چه كميتي اس4αبراي يك توزيع نرمال استاندارد شده، شاخص كشيدگي يا اوج  ـ ۵۰

۱ (1   ۲ (2   ۳ (3   ۴ (4   
 .  درست است۳گزينه :حل

( ) 4

4
4 4 4

x

N

− µ
µ

α = =
σ σ

∑
  . است3اين شاخص براي توزيع نرمال برابر عدد . است) اوج( كشيدگي گشتاوري يا شاخص كشيدگي 

  )۸۶ ـ GIS(  )از راست به چپ(در يك توزيع نرمال، كشيدگي گشتاوري و كشيدگي صدكي به ترتيب كدام است؟  ـ ۵۱
  3 و3) ۴  0.263 و3) ۳  3 و0.263) ۲  0.263 و0.263) ۱

   درست است۳نه گزي: حل

Nاگر ـ ۵۲ 20=،( )
20 4

i
i 1

x 8640
=

− µ   باشد، ضريب كشيدگي كدام است؟12 و واريانس جامعه∑=

 )۸۶حسابداري و مديريت ـ (

  3) ۴  2) ۳  1) ۲  صفر) ۱
 .  درست است۱گزينه :حل

( )

( )

4
i

4 2

x 8640
432N 20: E 3 3 3 3 3 0
14412

− µ

= − = − = − = − =
σ

∑
  ضریب کشیدگی

  محاسبه شده است، پراكندگي اين توزيع و منحني آن چگونه است؟0.08-در يك توزيع آماري ضريب كشيدگي برابر  ـ ۵۳
 )۸۵حسابداري و مديريت ( 

  تر از نرمال هتقريباً نرمال ـ كوتا) ۲    تقريباً نرمال ـ بلندتر از نرمال) ۱
  تفاوت اندكي با نرمال ـ بلندتر از نرمال) ۴  تر از نرمال تفاوت اندكي با نرمال ـ كوتاه) ۳

 .  درست است۲گزينه :حل

0تر از نرمال است و چون  با توجه به منفي بودن ضريب كشيدگي، كشيدگي توزيع كوتاه ـ ۵۴ E 0.1<  كشيدگي توزيع تقريباً ≥
  .نرمال است

Eدر يك توزيع آماري ضريب كشيدگي  0.20=    محاسبه شده است، اين توزيع با مقايسه توزيع نرمال چگونه است؟ −

 )۸۵ريزي شهري  برنامه( 
  پراكندگي كمتر ـ تفاوت اندك) ۲  پراكندگي بيشتر ـ تفاوت اندك) ۱
  تقريباً نرمالپراكندگي كمتر ـ ) ۴  پراكندگي بيشتر ـ تقريباً نرمال) ۳



  آمار توصيفي

 

۲۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

 .  درست است۱گزينه :حل

  :با توجه به دو نكته زير
در اين سؤال . اش كمتر است اش بيشتر است و هر چه ارتفاع منحني بيشتر باشد، پراكندگي ـ هر چه ارتفاع منحني كمتر باشد، پراكندگي۱

  . اش بيشتر گيچون ضريب كشيدگي منفي است پس ارتفاع منحني از توزيع نرمال كمتر است و پراكند
0.1ـ ۲ E 0.5<    كشيدگي ≥

  غيرقابل اغماض و تفاوت اندك
  .با نرمال دارد

  
  

 )۷۷مديريت ( :جامعه مورد مطالعه.  است0.6-ضريب كشيدگي يك جامعه  ـ ۵۵
  .در مقايسه با جامعه نرمال تفاوتي ندارد) ۲    .داراي چولگي فاحش است) ۱
  .در مقايسه با جامعه نرمال تفاوت فاحشي دارد) ۴  . تفاوت اندكي دارددر مقايسه با جامعه نرمال) ۳

 .  درست است۴گزينه :حل

E   . كشيدگي جامعه در مقايسه با نرمال تفاوت فاحشي دارد<0.5

  انحراف متوسط از ميانگين

    : را در نظر بگيريد6،3،8،9،2،4،5،3هشت نمره 

  )۸۲ريزي شهري برنامه: (ها نسبت به ميانگين برابر است با انحراف متوسط آن ـ ۵۶
۱(2  ۲(3  ۳(4  ۴(12 

  .  درست است۱گزينه :حل

  

i

i

x 3 5 5 5 4 5 2 5 9 5 8 5 3 5 6 5
A.D

N 8
2 0 1 3 4 3 2 1 2

8
x 3 5 4 2 9 8 3 6 40 5

N 8 8

µ

 − µ − + − + − + − + − + − + − + −
 = =

 + + + + + + + = =

 + + + + + + +µ = = = =


∑

∑
  

  واريانس 

 )۷۷حسابداري (ها با جدول فراواني زير كدام است؟ واريانس داده ـ ۵۷

i

i

x 1 0 1 2

F 2 3 4 1

−
  

۱ (0.76   ۲ (0.78   ۳ (0.82   ۴ (0.84   



  آمار و احتمال

 

۲۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

 .  درست است۴گزينه :حل

 .براي محاسبه واريانس از روي جدول فراواني بهتر است جدول را به شكل زير كامل كنيد و سپس واريانس را محاسبه كنيد

   

2
i i i i i i

2
i i i i i

x F F x F x

1 2 2 2
0 3 0 0
1 4 4 4
2 1 2 4

F N 10 F x 4 F x 10

− −

= = = =∑ ∑ ∑

  

  
22 2i i i i2 F x F x 10 4 1 0.16 0.84

N N 10 10

   σ = − = − = − =       

∑ ∑  

 )۷۰مديريت : (اي برابر است با  در جامعه2 و 3 و 4و  5 و 6واريانس اعداد  ـ ۵۸
۱ (2   ۲ (3  ۳ (5.5   ۴ (3   

 .  درست است۱گزينه :حل

)هاي خام جامعه از اين فرمول واريانس  براي داده ) 2
i2 x

N

− µ
σ =

 . استفاده كنيد∑

  x: 2 , 3 , 4 , 5 , 6  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2

x 2 3 4 5 6 20 4
N 5 5

x 2 4 3 4 4 4 5 4 6 4 4 1 0 1 4 10 2
N 5 5 5

 + + + +
µ = = = =



 −µ − + − + − + − + − + + + +
 σ = = = = =


∑

∑
  

  : داريمd جمله و با قدرنسبت Nدر هر تصاعد حسابي با :راه حل دوم
)  داده اول+ داده آخر  )2 2

2
d N 1

,
12

−
σ =  2 

µ =  

,2,3ها  در اين سؤال نيز داده   :اند بنابراين داريم  داده1رنسبت  تشكيل تصاعد حسابي با قد4,5,6

  ( )2 2
2

2 6 4
2

1 5 1
2

12
N 5 ,d 1

+µ = =
 −

σ = =

 = =

 

 

 داده آماري 100در  ـ ۵۹
100

2
i

i 1
x 400

=
 و ∑=

100

i
i 1

x 120
=

) است، مقدار ∑= )
100 2

i
i 1

x
=

− µ∑ ۸۴حسابداري( كدام است؟( 

۱ (64   ۲ (144   ۳ (196   ۴ (256   



  آمار توصيفي

 

۲۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

 .  درست است۴گزينه :حل

  
( )

N 2
2i 2 2

i 1 i i2
x

x x 400 120 4 1.44 2.56
N N N 100 100

=
− µ

   σ = = − = − = − =       

∑ ∑ ∑  

  
( )

( )

100 2
i 100 2i 1

i
i 1

x

2.56 x 100 2.56 256
N

=

=

− µ

= → − µ = × =
∑

∑ 

2 و 14 عدد 5اگر واريانس  ـ ۶۰
ix  )۷۸مديريت ( : باشد، ميانگين اعداد برابر است با∑=390

۱ (5.12   ۲ (3.2   ۳ (2.56   ۴ (8   

 .  درست است۴گزينه :حل

  
22

i i2 2 2

2

x x 39014 64 8
N N 5

14 , N 5

  σ = − → = − µ → µ = → µ =     
σ = =

∑ ∑
  

 )۸۴اقتصاد ( چقدر است؟ x باشد، واريانس مقادير 1000 برابر x و ميانگين مقادير مجذورات 10 برابر xاگر ميانگين مقادير  ـ ۶۱
۱ (600   ۲ (700   ۳ (800   ۴ (900   

 .  درست است۴گزينه :حل

  

( )
22

22

2

x x
1000 10 1000 100 900

N N

x
1000

N
x

10
N

   σ = − = − = − =    

 =

 =

∑ ∑

∑

∑

  

Eيادآوري:  
   مجموع مقادير  مجموع مجذورات

  ميانگين مجذورات

2

2

x

x
N







∑
  و  ∑

  ميانگين مقادير

x

x
N







∑
∑  

2 و 6 مشاهده است، ميانگين 100در يك جدول توزيع فراواني كه شامل  ـ ۶۲
i if x واريانس اين مشاهدات چقدر .  است∑=5000

 )۸۵اقتصاد ( است؟
۱ (1   ۲ (14   ۳ (44   ۴ (49   

 . رست است د۲گزينه :حل

ميانگين مقادير مجذورات (

   )xميانگين مقادير (



  آمار و احتمال

 

۲۴  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

) همان فراواني مطلق ifدر صورت سؤال منظور از  )iFبوده است .    

  
( )

22 2
i ii i i i 22 2

2
i i

F x F xF x 5000 6 50 36 14
N N N 100

N 100 , 6 , f x 5000

  σ = − = − µ = − = − =    


= µ = =


∑ ∑∑

∑
  

 )۷۹اقتصاد (  كدام است؟567921122 و 567921124 و 567921120واريانس نمونه متشكل از سه عدد  ـ ۶۳

۱ (8
3

  ۲ (4   ۳ (25124
3

  ۴ (25112  

 .  درست است۲گزينه : حل

توان   و دوم توجه به اين خاصيت واريانس كه قسمت مشترك اعداد را ميواريانس نمونهبه دو نكته در اين سؤال بايد دقت كنيم، اول كلمه 
    . حذف كرد

  ii xx 0 , 4 , 2 0 4 2x 2
n 3n 3

= + +         →        = = =
=

∑  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

i2 x x 0 2 4 2 2 2 4 4 0S 4
n 1 3 1 2

− − + − + − + +
= = = =

− −
  )نمونه (∑

  معيار خواص واريانس و انحراف

1y باشد، ميانگين و انحراف معيار 9 و 3 به ترتيب xاگر ميانگين و واريانس  ـ ۶۴ x 1
2

=   )۷۶مديريت ( كدام است؟ +

۱ (2.5σ =،1.5µ =    ۲ (1.5σ =،1.5µ =  
۳ (4.5σ =،2.5µ =    ۴ (1.5σ =،2.5µ =  

  .  درست است۴گزينه :حل

  

y x

2
2 2 2
y x y

0

2
x x

1 1 1
x 1 1 3 1 2.5

2 2 2
1 1 1 9 3

x 1 9 1.5
2 2 4 4 2

3 , 9

µ = µ + = µ + = × + =

σ = σ + = σ = × = → σ = =

µ = σ =

  
   

    
    

   



  

y باشد، متغير σ انحراف معيار  وµ داراي ميانگين xاگر متغير  ـ ۶۵ x µ
= −

σ
 به ترتيب داراي چه ميانگين و انحراف معياري خواهد 

 )۷۷اقتصاد (بود؟ 

۱ (1 ,µ  ۲ (1, 0  ۳ (1, 1 σ µ − σ 
  ۴ (1, 1 σ µ + σ 

  



  آمار توصيفي

 

۲۵  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

 .  درست است۳گزينه :حل

  ( ) ( )

( )

x

y x

1
y x 1

y x

µ
= −

σ
µ µ µ

= µ − = µ − = µ − = µ −
σ σ σ σ

µ
σ = σ −

σ

   µ    
   

x

0

= σ = σ

 
 
 
 
 

  

iاگر  ـ ۶۶
i

x a
y

h
±

 )۷۹اقتصاد ( باشد، كدام گزينه صحيح است؟ =

۱ (
2
x2

y 2

a
y x a ,

h

σ +
= ± σ =  ۲ (( )

2
x2

y 2

a
y h x a ,

h

σ +
= − σ =  

۳ (( )
2 2
x2

y 2

a
y h x a ,

h

σ +
= + σ =  ۴ (( ) 2

x2
y 2

x a
y ,

h h

σ±
= σ =  

 .  درست است۴گزينه :حل

    : با توجه به خواص ميانگين و واريانس داريم
i

i
x a

y
h
±

=  

  
( )

( )

x
y

2 22
x x2 2 2 2

y y2 20

ax a 1 x a
x a y

h h h h

x a 1
x a

h h h h

µ ±± ±
µ = µ = µ ± = → =

σ σ±
σ = σ = σ ± = → σ =

  
 
 


    

       

  

aهاي آماري  انحراف معيار داده ـ ۶۷ , b ,c ,d 2aهاي  ميانگين داده.  برابر صفر است12, , 2b ,2c ,2d   )GIS ۸۰( كدام است؟ 24,
۱ (7.2  ۲(12  ۳ (18  ۴( 24  

  .  درست است۴گزينه :حل

  ها با هم برابر باشند  شود كه همه داده  برابر صفر ميσ يا2σدر صورتي: خواص انحراف معيار يا واريانس
    :بنابراين در اين سؤال

0 a b c d 12σ = ↔ = = = =  
  :هاي يانگين دادهحال م

2a , 2b , 2c , 2d , 24 24 , 24 , 24 , 24 , 24=  
  : ها برابر است بنابراين هاي مساوي با خود داده ميانگين داده: خواص ميانگين حسابي

24µ =  



  آمار و احتمال

 

۲۶  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  كاربرد واريانس

 )۸۷ و GIS۸۵ و۸۲حسابداري (يك از پارامترهاي زير بيشتر تحت تأثير انحرافات بزرگ است؟ كدام ـ ۶۸
  نيم دامنه) ۲    واريانس) ۱
  انحراف متوسط از ميانگين) ۴    انحراف چاركي) ۳

 .  درست است۱گزينه :حل

تر از انحراف چاركي و نيمه دامنه بود اما با توجه به مشكلات زير  ها با ثبات اگر چه انحراف متوسط از ميانگين در نمايش پراكندگي داده
  .ش دهدتواند انحرافات بزرگ را به خوبي نماي نمي

  :مشكلات پارامتر پراكندگي انحراف متوسط از ميانگين

  .شود ها در نظر گرفته نمي ـ علامت جبري داده۱



  
  .ـ تأثير انحرافات بزرگ در مقابل تعداد زيادي انحراف كوچك قابل نمايش نيست۲

  .دهد گيرد، تأثير انحرافات بزرگ را به خوبي نمايش مي  را در نظر ميكه مجذور انحرافات در اين وضعيت واريانس با توجه به آن

 )۷۰اقتصاد(يك از چهار مجموعه زير بيشتر است؟ واريانس كدام ـ ۶۹
۱ (8 ،8 ،7 ،5 ،4 ،2 ،1، 1      ۲ (8 ،8 ،8 ،5 ،4، 1 ،1 ،1   
۳ (8 ،8 ،8، 8  ،1 ،1 ،1 ،1     ۴ (8 ،7 ،6 ،5 ،4 ،3 ،2 ،1   

 .  درست است۳گزينه  : حل
  :حل اولراه 

ها ها مجموع داده اولاً، در تمام گزینه. در این سؤال نیازي به محاسبه واریانس نیست
8

i
i 1

x 36
=

36 و میانگین∑= 4.5
8

µ =  است؛ ثانیاً، =

)چون براي واریانس باید )2
i2 x

N

− µ
σ =

) عبارت3 محاسبه شود و در گزینه ∑ )ix
2

− µبراي تمام مشاهدات یا ( )21  است −4.5

)یا )28 ) عبارت4در گزینه . هاي دیگر بیشتر است؛ درنتیجه واریانس بیشتري دارد  که نسبت به مشاهدات گزینه−4.5 )2
ix − µ فقط در 

)دو مشاهده )21 ) و−4.5 )28 ها   است و در سایر مشاهدات کمتر از این دو مقدار است؛ بنابراین کمترین واریانس را در بین گزینه−4.5
  .4 و 1، 2، 3: اند از ها به ترتیب بیشترین واریانس تا کمترین واریانس عبارت پس گزینه. دارد

   :راه حل دوم
 3 است؛ بنابراین گزینه 7 و0ها از یکدیگر بین هاي دیگر انحراف داده  است، اما در گزینه7 یا0یگرها از یکد  انحراف داده3در گزینه 

ها به هم نزدیک هستند، کمترین پراکندگی و   چون داده4ینه حال در گز درعین. پراکندگی بیشتر و درنتیجه واریانس بیشتري دارد
  .درنتیجه کمترین واریانس را دارند



  آمار توصيفي

 

۲۷  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  جداول با حدود طبقات بزرگ
تر هستند، از روش زير براي محاسبه واريانس  ها اعداد دورقمي يا بزرگ هاي آن براي ساده كردن محاسبات در جداولي كه حدود دسته

  :شود استفاده مي
)اي را كه داراي بيشترين فراواني است هطبق) الف )k kL U−گيريم كنيم و جدول فراواني را به صورت زير در نظر مي  انتخاب مي:  

i
i

x a
: x

I
−′   مركز طبقات جديد=

k kL U
: a

2
+

  كز طبقه داراي بيشترين فراوانيمر=









  

: Iفاصله طبقات  

k k

i k

x 2 1 0 1 2

C L L U

F F

′ − −

− −

 

     

     

  

  :كنيم واريانس را با مركز طبقات جديد محاسبه مي) ب

( )
( )

( )
X X

22 2
i i i i i i22

F x F x F x

N N N′ ′

 ′ ′ ′
 σ = − µ = −
 
 

∑ ∑ ∑  

)هاي اصلي  با توجه به خواص واريانس، واريانس داده)ج )X
2σبرابر است با :  

X X X X
2 2 2 2 2 2i

2
x a 1 I

I I
′ ′

− σ = σ = σ → σ = σ × 
 

  

 هاي جدول زير كدام است؟ انحراف معيار داده ـ ۷۰
۱ (0.7  ۲ (7  40 50−  30 40−  20 30−  C L−  
۳ (0.4  ۴ (4  15  25  10  iF  

  .  درست است۲گزينه  : حل
  .ها را به دست آوريم براي محاسبه انحراف معيار، ابتدا بايد واريانس داده

) طبقه)الف )30   : داراي بیشترین فراوانی است؛ بنابراین جدول به صورت زیر خواهد بود−40

i

x 1 0 1

C L 20 30 30 40 40 50

F 10 25 15

′ −

− − − −  

  :كنيم واريانس را با مركز طبقات جديد محاسبه مي) ب

( ) ( )

( )
X

i i

i i i i
2 2

i i i i

22 2
i i i i2

x 1 0 1

F 10 25 15 N F 50

F x 10 0 15 F x 5

F x 10 0 15 F x 25

F x F x 25 5 0.5 0.01 0.49
N N 50 50′

′ −

= =

′ ′− =

′ ′ =

 ′ ′   σ = − = − = − =     

∑
∑

∑

∑ ∑
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)هاي اصلي واريانس داده )ج )X
2σبرابر است با :  

( ) ( )X X X

X

22 2 2 2

2

I 0.49 10 49

0.49 , I 10

′

′

σ = σ × → σ = × =

σ = =

  

  :ها برابر است با بنابراين انحراف معيار داده

X X
2 49 7σ = σ = =  



 

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………… 

 آناليز تركيبي و احتمال

  آنالیز ترکیبی
اعزامی به دو شهر برابر نباشند؟  شهر اعزام کرد به طوري که تعداد افراد 3توان به شش نفر کارشناس مدیریت را به چند طریق می  .1

  )88حسابداري و مدیریت ـ (  
1 (60  2 (180  3 (240  4 (360  

  .  درست است4گزینه :حل
ام kها در سلول تاي آنkn وها در سلول دوم، تاي آن2nها در سلول اول، تاي آن1n سلول به طوري کهk شیء درn تعداد تقسیمات:یادآوري

  : قرار گیرد، برابر است با

1 2 k 1 2 k

n n!
n n ... n n ! n ! ... n !

 
= 

 
 

) شهر به طوري که تعداد افراد دو شهر یکسان نباشند3 نفر به6تنها حالت تقسیم )1, 2,  حالت 6 در بین سه شهر!3 است که البته با جایگشت3
  . پذیر است امکان

  :  نفر قرار گیرد3 و در شهر دیگر2 و در دیگري1 شهر تقسیم کنیم به طوري که در یکی از شهرها3نفر را در 6خواهیم بنابراین می

6 6!3! 6 6 60 360
1 2 3 1! 2! 3!

 
× = × = × = 

 
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,3 نفر به سه گروه10تعداد حالات ممکن از تقسیم  .2  )86اقتصاد ـ (:  نفري برابر است با2 و5
1 (1440  2 (2520  3 (2630  4 (5040  

 .  درست است2گزینه :لح
 عضو متمایز knملام شاk و گروه  عضو متمایز،  1n گروه به طوري که گروه اول شاملk شیء متمایز درn تعداد کل حالات تقسیم:یادآوري

  :باشد برابر است با

1 2 k 1 2 k

n n!
n n ...n n !n !....n !

 
= 

 
  

,3 نفر به سه گروه10حال تعداد حالات تقسیم   : نفري برابر است با2 و5
10 10! 2520

5 3 2 5!3!2!
 

= = 
 

  

 

در چند مورد یا حالت . سوار قرار است در یک جاده کمربندي دور شهري مسابقه دهند  دوچرخه43سواري در یک مسابقه دوچرخه  .3
 )87اقتصاد ـ (اول، دوم و سوم را کسب نمایند؟توانند مقام  سواران می دوچرخه

1 (129  2 (1763  3 (12341  4 (74046  

 .  درست است4گزینه :حل
ها براي ما  دقت کنید که ترتیب مقام. کنند کسب میهاي اول و دوم و سوم را   نفر مقام3 نفر،43 نفر هستند که از بین این43سواران کل دوچرخه

  . خواهد بود43 از3مهم است، بنابراین تعداد حالات انتخاب این سه نفر ترتیب

( ) ( )
3r

n 43
n! 43! 43!P P 41 42 43 74046

n r ! 43 3 ! 40!
= → = = = × × =

− −
  

  : ها مهم است داریم به عبارت دیگر چون ترتیب مقام
    رتبه اول     رتبه دوم    رتبه سوم   

41 42 43 74046× × =  

 

 )87ریزي شهري ـ  برنامه(  توان سه حرف انتخاب کرد؟  به چند طریق میMANAGEMENTاز بین حروف کلمه   .4
1 (30  2 (32  3 (36  4 (40  

 .  درست است4گزینه :حل
E حرف متمایز است که حروف6 شاملMANAGEMENTحروف کلمه  , N, A , Mبار تکرار شده است2 هر یک .  

6 6! 20
3 3!3!

 
= = 

 
   حرف متمایز6انتخاب سه حرف از: 

  .توانند مشابه نیز باشند  حرف نیست پس این سه حرف می3حال چون هیچ محدودیتی در انتخاب این
Eاگر هر کدام از چهار حرف , N, A , Mحرف بسازند که دو تاي آن تکراري است3ف متمایز دیگر حر5توانند با یک حرف از  دو بار تکرار شوند می ، 

  :مثلاً
( ) ( ) ( )( )( )M , M , A , M , M , N , M ,M,E M , M ,G M , M ,T  
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…………………………………………………………………………………………………………………… 

Eهمین تکرارها براي , N, Aنیز وجود دارد، بنابراین :  
4 5 20= ×    حرف تکراري و یک حرف غیر تکراري2 حرف با3 انتخاب=

20هاي انتخابی برابر است با حرفی بنابراین تعداد کل سه 20 40+ =.  

 

 حرفی ساخت؟ توان یک رمز عبوري سه  به چند طریق میAPPLICATIONف کلمه وبا حر  .5
  )88ریزي شهري ـ  برنامه(

1 (360 2 (378  3 (399  4 (420  

 . درست است3گزینه :حل
,P است که حروف(A,P,L,I,C,T,O,N) حرف متمایز 8 شاملAPPLICATIONکلمه  Aو Iاند  بار تکرار شده2 هر یک.  
  حرفی تشکیل دهیم، بدون هیچ محدودیتی در مشابه بودن حروف رمز؛ خواهیم رمز عبور سه می

  : حرف برابر است با8 حرف متمایز از3تعداد حالات انتخاب
8 8!3! 3! 6 7 8 336
3 3!5!

 
× = × = × × = 

  
 

   حرف3جایگشت
  :مانده برابر است با  حرف متمایز باقی7 با یک حرف متمایز دیگراز بینI یاP یاA حرف تکراري2تعداد حالات انتخاب


7 3!3 3 7 3 63
1 2!1!

↓

 
× × = × × = 

  

  

  حرف3جایگشت
  حرف مشابه2با

AیاPیاI  

336ها برابر است با بنابراین تعداد کل انتخاب 63 399+ =.  

 پرسش اجباري 5 پرسش اول از4شده پاسخ داد به شرط آنکه حداقل  پرسش داده12 پرسش از10توان فقط به به چند طریق می  .6
 )86 ـ GIS(؟ باشد

1(56 2(65 3(120  4(140   

  .  درست است1گزینه :حل
  : استn ازkها ترکیب ن توجه به ترتیب انتخاب آن شیء بدون جایگذاري و بدوn شیء ازkانتخاب :یادآوري

( )
n n!
k k! n k !

 
=  − 

  

تاي اول را پاسخ 5تا از4سپس حداقل. تاي بقیه تفکیک کنیم7تاي اول و5 را به پرسش12تا پاسخ دهیم اما باید این12 پرسش از10درکل باید به
  :مانده باشد تاي باقی7ها باید از دهیم و بقیه پاسخ

5 7 5 7
5 7 1 21 56

4 6 5 5
     

+ = × + × =     
     

  

 )87ـ   GIS( حرف کنار گذاشت؟ 4توان  به چند طریق میOPERATORاز حروف کلمه   .7

1(32 2(36 3(70  4 (72  
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…………………………………………………………………………………………………………………… 

  .است درست 2گزینه :حل
  .اند  بار تکرار شده2 هر یکR وO حرف است که حروف8 شاملOPERATORکلمه 

6   (OPERAT) حرف متمایز 6 حرف از4 انتخاب
15

4
 

= 
 

  

2   (PERAT) حرف دیگر از 2 وO حرف2 حرف انتخابی،4از 5
10

2 2
  

=  
  

  

2   (OPEAT) حرف دیگر از R،2 حرف2ی، حرف انتخاب4از 5
10

2 2
  

=  
  

  

2  . باشدR حرف2 وO حرف2 حرف انتخابی شامل4 2
1

2 2
  

=  
  

  

15 10 10 1 36+ + +   ها مجموع انتخاب: =

ه نفرات هر فرض کنید این افراد قرار است دور یک میز طوري قرار بگیرند ک. کنند  تیم دونفره بدمینتون در یک مسابقه شرکت می5  .8
  )87محیط زیست ـ ( وانند دور این میز قرار بگیرند؟ت این افراد به چند طریق می. تیم در کنار هم قرار داشته باشند

1 (44! 2×  2 (54! 2×  3 (45! 2×  4 (55! 2×  

  . ت است درس2گزینه :حل
) نفر دور یک میز برابر است باn و جایگشت!n نفر در یک ردیف برابر باnجایگشت :یادآوري )n 1 !−.  

)دهیم  در این سؤال ابتدا افراد هر تیم را در کنار هم قرار می ) تیم به صورت5حال. !52( )5 1 ! 4!−   . توانند دور میز قرار گیرند  می=
)  : بنابراین کل حالات برابر است با )5 54! 2! 4!2=  

  روابط احتمالاتی

3در یک آزمایش مهارت احتمال موفقیت دو نفر به ترتیب   .9
5

1 و 
2

 شوند؟ با کدام احتمال لااقل یکی از آن دو موفق می.  است

 )٨٧حسابداري و مديريت ـ (  

1 (2
3

  2 (3
4

  3 (4
5

  4 (5
6

  

 .  درست است3گزینه :حل
  :با توجه به اینکه موفقیت هر نفر مستقل از دیگري است داریم

1  :راه حل اول 3 1 2 4) 1 1 1 1
2 5 2 5 5

   = − − × − = − × =   
   

( موفق هیچ 1 P (=   )Pلااقل یکی موفق−

)  :راه حل دوم ) ( ) ( ) ( ) 3 1 3 1 8 4) P A B P A P B P A B
5 2 5 2 10 5

= = + − = + − × = = لااقل یکی موفقP(   

 

Aاگر  .10 B،برابر فضاي نمونه ( )P A ) و=0.7 )P B ) باشد، مقدار=0.6 )P B A′−88اقتصاد ـ (   چقدر است؟(  
1 (0.18  2 (0.3  3( 0.42  4 (0.7  
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…………………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است2گزینه :حل
    :یادآوري

( ) ( )P A B P A B′− =   
    :بنابراین 

)کافی است  )P A Bرا پیدا کنیم  .( ) ( )( ) ( )P B A P B A P B A′′ ′− = = →   

Aحال با توجه به اینکه  Bبرابر فضاي نمونه است یعنی ( )P A B 1=داریم:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P A B 1 0.7 0.6 P A B 1 P A B 0.3+ − = → + − = → =    

  احتمال
,6اعداد  .11 5, 4, 3, 2, اند، اگر دو مهره را با هم بیرون آوریم با کدام احتمال مجموع اعداد این   مهره یکسان نوشته شده6 بر روي1

 )86حسابداري و مدیریت ـ ( خواهد بود؟ 3دو مهره مضرب

1 (1
3

  2(1
4

  3 (2
5

  4 (4
15

  

 .  درست است1گزینه :حل
: Aباشد3 عدد مضربمجموع دو .  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }A 1,2 , 1,5 , 2,4 , 3,6 , 4,5=  

( ) ( )
( )

n A 5 5 1P A
6n S 15 3
2

= = = =
 
 
 

  

,1ارقام  .12 2, 2, 3, گیرند؟ با کدام احتمال بین هر دو رقم یکسان دو رقم متمایز قرار می. گیرند تصادف کنار هم قرار می  به1 و3
 )87حسابداري و مدیریت ـ  (  

1 (1
10

  2 (1
12

  3 (1
15

  4 (1
18

  

 .  درست است3گزینه :حل

  :ها شبیه هم باشد برابر است با  تاي آنkn وها شبیه هم، تاي آن2nها شبیه هم، تاي آن1n شیء کهn جایگشت:یادآوري

1 2 k 1 2 k

n n!
n n ... n n !n !...n !

 
=  

 
  

,1,1بنابراین جایگشت کل ارقام 2, )  : برابر است با2,3,3 ) 6! 720n s 90
2!2!2! 8

= = =  
  :خواهیم بین هر دو رقم یکسان، دو رقم متمایز باشد یعنی می. براي تعداد حالات مساعد بهتر است حالات را بررسی کنیم

      2بین دو  
         
3  2  1  3  2  1  
  

 
 

   1بین دو   3بین دو  
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…………………………………………………………………………………………………………………… 

افتد پس تعداد  در تمامی حالات مساعد این اتفاق می. که سه رقم اول در این حالت با سه رقم دوم دقیقاً برابر و در جاي یکسان هستند دقت کنید
  :به حالات مساعد نگاه کنید.  رقم اول است3حالات مساعد برابر جایگشت

1 2 3 1 2 3
1 3 2 1 3 2
2 3 1 2 3 1
2 1 3 2 1 3
3 1 2 3 1 2
3 2 1 3 2 1

 

  ( ) ( )
( )

( )

n A 6 1P A
n s 90 15

n A 3! 6


= = =


 = =

  

باشند دور یک میز گرد  شش نفر دانشجو که دو نفر آنان از گروه مدیریت، دو نفر از گروه حسابداري و دو نفر دیگر از گروه آمار می  .13
  )88حسابداري و مدیریت ـ (گیرند؟ گروه کاملاً مقابل هم قرار می با کدام احتمال افراد هم. نشیند می
1 (1

15
  2 (1

12
  3 (1

8
  4 (1

6
  

  .  درست است1گزینه :حل
)برابر) اي دایره( نفر دور یک میز n جایگشت:یادآوري )n 1 ) نفر به6 است، بنابراین کل این−! )6 1   : توانند دور میز قرار گیرند  حالت می−!

( )6 1 ! 5!= −   کل حالات=
 براي قرار گرفتن افراد هر گروه مقابل یکدیگر ابتدا یک نفر را در جاي :حالات مساعد

  :دهیم نشانیم، سپس نفر دیگر گروهش را مقابلش قرار می ثابتی می
a

b′

c′

a′

b
c

  
 بنابراین تعداد ؛توانند با هم جابجا شوند  می!2 حالت بیشتر وجود ندارد که مقابل هم باشند و افراد هر گروه نیز به2مانده حال براي دو گروه باقی
)حالات مساعد برابر است با )22 2!×.  

)  حالات مساعد )22 2! 8 1
5! 120 15

×
= =   احتمال مورد نظر=  کل حالات  =

 باشد؟  می4 و یک رقم مضرب3رقمی بدون صفر با کدام احتمال دقیقاً سه رقم مضرب در یک رمز عبور شش  .14
  )88حسابداري و مدیریت ـ (

1 (320
81 81×

  2 (640
81 81×

  3 (80
27 27×

  4 (160
27 27×

  

  .  درست است2گزینه :حل
,9خواهیم با ارقام می , 2, 1سازیم رقمی ب6 یک رمز .  

69 9 9 9 9 9 9= × × × × ×   کل حالات=
  :  رقم دیگر از بین مابقی ارقام باشد، بنابراین2 و4 ، یک رقم مضرب3 رقم مضرب3خواهیم در این رمز فقط حال می

: 3 , 6 ,   3ارقام مضرب 9
: 4 ,   4ارقام مضرب 8

: 1 , 2 , 5 ,   مابقی ارقام7



  آناليز تركيبي و احتمال

 

٣٥  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………… 

6مکنی  مکان را انتخاب می6 مکان از3ابتدا
3

 
 
 

3کنیم مانده انتخاب می  مکان باقی3 مکان از 1دهیم، سپس  را در آن قرار می3 و ارقام مضرب
1

 
 
 

 و 

  : کنیم مانده را در آن جایگذاري می ماند که ارقام باقی  مکان باقی می2دهیم و در آخر  را در آن قرار می4ارقام مضرب

 3 3 3 2 4 4
↓ ↓↓

  

  3   مضرب4مابقی   مضرب
3 26 3 2

3 2 4
3 1 2

↓ ↓ ↓

     
× × × × ×     

       
  حالات مساعد: 

  3 مکان مضرب3   4 مکان مضرب1 مکان مابقی   2

  

  حالات مساعد
3 2

4

6

6 3
3 2 4

3 1 20 3
9

   
× ×   

×   = =
2

6

2 4

9

× ×
4

640
81 819

=
  کل حالات  ×

  احتمال مورد نظر=

,1ارقام  .15 2, 2,  رقمی حاصل 5دهیم با کدام احتمال سه رقم متوالی به ترتیب صعودي، در عدد  را تصادفی کنار هم قرار می1 و3
 )86 ـ GIS(شوند؟  دیده می

1 (4
15

  2 (2
5

  3 (1
5

  4 (1
3

  

  .  درست است3گزینه :حل
: شیء مشابه برابر است باkn و شیء مشابه، 2n شیء مشابه،1n شیء باn جایگشت:یادآوري

1 2 k

n!
n !n !...n !

  

( ) 5!: n s 30
2!2!1!

= ,1 رقمی حاصل از ارقام5تعداد اعداد= 1, 2, 2, 3 

 را در یک دسته کنار هم قرار دهیم؛ حال جایگشت این دسته را با دو 123اعد باید سه رقم متوالی صعوديحال براي به دست آوردن تعداد حالات مس
)  : محاسبه کنیم2مانده و رقم باقی )123 , 1 ,2 n A 3! 6→ = =  

( ) ( )
( )

n A 6 1P A
n S 30 5

= = =  

 

با کدام احتمال دو فرد مورد نظر در یک اتاق . دهیم  نفره جاي می3 نفره و2 نفره،1هاي  تصادفی در اتاقمند را به طور شش نفر کار  .16
 )87 ـ GIS(گیرد؟  جاي می

1 (1
6

  2 (1
12

  3 (2
15

  4 (4
15

  

 



  آمار و احتمال

 

٣٦  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است4گزینه :حل
شیء قرار knامkدر سلول… شیء و 2n شیء، در سلول دوم1n سلول به طوري که در سلول اولk شیء متمایز درn تعداد حالت تقسیم:یادآوري

  :گیرد برابر است با
1 2 k

n!
n !n !...n !

  

,2هاي  نفر در اتاق6 تقسیم:حالات ممکن )  : نفره3 و1 ) 6!n s 60
3!2!1!

= =  

!4 کنیم نفره تقسیم می نفره و یک مانده را در اتاق سه  نفر باقی4دهیم و  نفر را در اتاق دونفره قرار می2 یک بار:حالات مساعد
3!1!

 
 
 

 نفر را 2بار دیگر. 

!4دهیم نفره جاي می مانده از اتاق سه  نفره باقی1نفره و دونفره و مانده را در اتاق یک  نفر باقی4دهیم و نفره قرار می در اتاق سه
1! 2!1!

 
 
 

.  

( ) 4! 4!n A 4 12 16
3!1! 2!1!1!

= + = + =  

( ) ( )
( )

n A 16 4p A
n s 60 15

= = = 

  )88 ـ GIS( به کار رفته است؟ Aبا کدام احتمال هر سه حرف. سازیم  حرفی می4 یک کلمه رمز عبورABADANبا حروف کلمه   .17
1 (1

3
  2 (1

4
  3(  1

6
  4 (1

9
  

 . درست است3گزینه :حل
   A تکرار3 و(A ,B ,D ,N) حرف متمایز 4 حرف است با6 شاملABADANحروف کلمه 
  :اند از حرفی ساخت عبارت4توان یک رمز تمام حالاتی که می :کل حالات

4
: 4! 24

4
 

× = 
  

   حرف متمایز4 حرف از بین4انتخاب  

     حرف متمایز4جایگشت
  

3 4!: 3 12 36
2 2!1!1!

 
× = × = 

  

  
 B, D, N  حرف متمایز از بین سه حرف2 وA حرف2انتخاب

     حرف تکراري2 حرف با4جایگشت
  

3  )حالات مساعد( 4!: 3 4 12
1 3!1!

 
× = × = 

  

  
  B, D, N  و یک حرف متمایز از بین سه حرفA حرف3انتخاب

     حرف تکراري3 حرف با4جایگشت
  

12  حالات مساعد 12 1
24 36 12 72 6

= = =
+ +

   احتمال مورد نظر=  کل حالات  



  آناليز تركيبي و احتمال
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  احتمال باجایگذاري و بدون جایگذاري
احتمال اینکه . کنیم  دانشجوي پسر، سه دانشجو را براي شرکت در یک سمینار به تصادف انتخاب می3 دانشجوي دختر و5از بین  .18

 )86اقتصاد ـ : (نشجوي دختر انتخاب شود، برابر است باحداقل یک دا

1 (3
56

  2 (5
56

  3 (54
56

  4 (55
56

  

 .  درست است4گزینه :حل
5 3
0 3 1 55) 1 1

8 56 56
3

  
  
  = − = − =

 
 
 

(هیچ دختر 1 P (= Pحداقل یک دختر− ( 

) مهره سیاه استn مهره سفید و4ظرفی شامل  .19 )n  چقدر باشد تا n.کنیم درپی بدون جایگذاري انتخاب می دو مهره پی. <1
1ینکه مهره اول سفید و مهره دوم سیاه باشد، برابراحتمال ا

5
 )87اقتصاد ـ ( شود؟ 

1 (1  2 (4  3 (5  4 (12  

 .  درست است4گزینه :حل
nهاي جعبه برابر  مهره سیاه است بنابراین کل مهرهn مهره سفید و4جعبه شامل  ؛ها بدون جایگذاري است دقت کنید که انتخاب مهره.  است+4

ها مهم است بنابراین تک تک حالات را  ن چون ترتیب رنگ مهرههمچنی. هاي جعبه کم خواهد شد  یک مهره از کل مهره،بنابراین در هر بار انتخاب
  :کنیم بررسی می

4  ها تعداد سفید  ها تعداد سیاه n 1
4 n 4 n 1 5

= × =
+ + −

  
(  ها کل مهره  ×  ها کل مهره−1 Pاولی سفید، دومی سیاه= ( 

( )( ) ( ) ( )220n 4 n 3 n n 13n 12 0 n 12 n 1 0→ = + + → − + = → − − =
n 12= P

n 1=
  

n n قابل قبول است زیرا=12   ).ها را در معادله جایگزین کنید توانید گزینه اگر حل معادله برایتان سخت بود می( است <1

خصوصی حذف نشود،  احتمال اینکه پست به. کننده حذف کنند علت کمی مراجعه  پست را به3خواهند ه، می پست در یک ادار10از  .20
  )88اقتصاد ـ (چقدر است؟ 

1 (7
9

  2 (7
10

  3 (3
9

  4 (3
10

  

  .  درست است2گزینه :حل

10:  پست10 پست از3انتخاب :کل حالات
3

 
 
 

  



  آمار و احتمال
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  : يادداشت
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9کنیم  مانده انتخاب می تاي باقی9 پست را از بین3گذاریم و خواهیم حذف نشود کنار می پستی را که می :حالات مساعد
3

 
 
 

.  

  حالات مساعد
9 9!
3 73! 6!

10!10 10
3!7!3

 
 
 = = =
 
 
 

  
  کل حالات

( )P A =  

 

  احتمال متوسط
تصادف یک مهره از ظرف اول  به.  مهره سیاه وجود دارد2 مهره سفید و3 در ظرف دوم مهره سیاه و4 مهره سفید و1در ظرف اول  .21

با کدام احتمال هر دو مهره . کنیم سپس از ظرف دوم دو مهره با هم خارج می. دهیم برداشته بدون رؤیت در ظرف دوم قرار می
  )88حسابداري و مدیریت ـ (؟شده سفید است خارج

1(0.12  2(0.18  3(024  4 (0.36  

  .  درست است3گزینه :حل

  
)شده از ظرف اول با شرط بر روي سفید یا سیاه بودن مهره خارج )Iبا استفاده از فرمول احتمال  متوسط داریم و  :  

2اولی سیاه( (مهره سفید| P (اولی سیاه) P 2اولی سفید+) (مهره سفید| P (سفیداولی ) P Pهر دو مهره سفید=) ( 
4 3
2 21 4 1 6 4 3 6 12 18 6 0.24
6 65 5 5 15 5 15 5 15 5 15 25
2 2

   
   

+   = × + × = × + × = = = =
× ×   

   
   

  

)که ظرفدقت کنید  )IIشده از ظرف  خارج  با اضافه شدن مهره( )I،6مهره خواهد داشت .  

 

احتمال برخورد چاه حفرشده به نفت حتی در حالت .  است0.4مال وجود سفره زیرزمینی نفتی در مناطق مختلف یک استاناحت  .22
 ست؟ تصادف حفر شود، احتمال عدم برخورد آن به نفت چقدر ا اگر یک چاه در این استان به.  است0.3وجود سفره نفتی تنها

  )٨٨اقتصاد ـ (  
1 (0.12  2 (0.28  3 (0.30  4 (0.88  



  آناليز تركيبي و احتمال
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  .  درست است4گزینه :حل

: E چاه به نفت نرسد  

: Aی وجود سفره زیر زمین  

  
  : با توجه به فرمول احتمال متوسط با شرط بر روي وجود سفره زیر زمینی داریم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P E P E | A P A P E | A P A 0.7 0.4 1 0.6 0.28 0.6 0.88′ ′= + = × + × = + = 

تصادف از یکی از دو کیسه،  به.  مهره آبی وجود دارد3 مهره سفید وB ،7 مهره آبی و در کیسه6 مهره سفید وA،4در کیسه  .23
احتمال اینکه این . آوریم مهره دومی را بیرون می). بدون نگاه کردن به رنگ آن(شود  اي بیرون آورده شده و کنار گذاشته می مهره

  )87محیط زیست ـ (ت؟ مهره سفید باشد، چقدر اس
1  (4

20
  2 (7

20
  3 (11

20
  4 (5

39
  

  .  درست است3گزینه :حل
ره اول انتخاب شده و احتمال آن همانند خارج شـدنش  با توجه به اینکه از رنگ مهره اول اطلاعی نداریم بنابراین مهره دوم مستقل از مه :راه حل تستی 

  .شود در دفعه اول محاسبه می

توانیم دو جعبه را روي  دقت کنید که چون انتخاب هر جعبه با شانس مساوي است می
  :در نظر بگیریم)  مهره20جمعاً( مهره آبی 9 مهره سفید و11هم ریخته یک جعبه با

ديفس يبآ
11 9

  
  

11  هاي سفید تعداد مهره
20

(  ها تعداد کل مهره  = Pسفید= (  

  : خواهیم باید بر روي رنگ مهره اول شرط بگذاریم؛ از فرمول احتمال متوسط داریم ا میبا توجه به اینکه احتمال سفید بودن مهره دوم ر: روش شرطی
(دومی سفید|اولی آبی( P (اولی آبی) P (یددومی سف|اولی سفید+) P (اولی سفید) P Pدومی سفید=) ( 

11 10 9 11 209 11
20 19 20 19 380 20

= × + × = =   



  آمار و احتمال
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  : يادداشت
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  قضیه بیز
اگر .  است0.6 و0.4ن در این دو کلاس به ترتیب است و نسبت دختراB دو برابر دانشجویان کلاسAتعداد دانشجویان کلاس  .24

 )86اقتصاد ـ (  باشد چقدر است؟Aتصادف از این دو کلاس انتخاب شود، احتمال اینکه متعلق به کلاس دختري به
1 (0.4  2 (0.6  3 (0.57  4 (0.86  

 .  درست است3گزینه :حل

(1 است B دو برابر کلاسAداد دانشجویان کلاسعت
3

= (2انتخاب کلاس← , P (B
3

P انتخاب کلاس= (A 

  

(کلاس( P (Aکلاس| AدخترP ( 
2

0.4 83 0.57
2 1 140.4 0.6
3 3

×
= = =

× + ×
  

(کلاس( P (Bکلاس| Bدختر) P (کلاس+) P (Aکلاس| AدخترP ( 
) Pکلاس|دختر= (A  

 

)اگر  .25 )1P A ) و=0.4 )2P A 0.6=،( )1P B | A ) و=0.2 )2P B | A ) باشد، احتمال=0.05 )1P A | B87اقتصاد ـ (  : عبارت است از( 
1 (0.72  2 (0.27  3 (0.11  4 (0.03  

 .  درست است1گزینه :حل
  :با توجه به قضیه بیز داریم

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

1 1 2 2

1 1 2 2

P B | A P A 0.2 0.4 8P A | B 0.72
P B | A P A P B | A P A 0.2 0.4 0.05 0.6 11

P B | A 0.2 , P A 0.4 , P B | A 0.05 , P A 0.6

 ×
= = = = + × + ×


= = = =

  

اندازیم؛   با رنگ دیگر به داخل ظرف میاي یک مهره از ظرف خارج کرده و مهره.  مهره سیاه قرار دارد5 مهره سفید و4در ظرفی  .26
   شده همرنگ باشند با کدام احتمال هر دو سفید هستند؟ اگر هر دو مهره خارج. کنیم بار دوم مهره دیگري از ظرف خارج می

  )88ریزي شهري ـ  برنامه(
1 (1

4
  2 (1

3
  3 (3

8
  4 (5

16
  



  آناليز تركيبي و احتمال
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 . درست است3گزینه :حل

    
  : با توجه به قضیه بیز داریم

Pهر دو سفید( P هر دو سفیدهر دو همرنگ( ) ( 

(هر دو سیاه( P Pهر دو سفید+) ( 
=  

Pهر دو همرنگ( ( 
) Pهر دو سفید|هر دو همرنگ= ( 

 

(دومی سفید|اولی سفید( P Pاولی سفید×) ( 
4 3

12 12 39 9
4 3 5 4 12 20 32 8
9 9 9 9

×
= = = =

+× + ×
  

(دومی سیاه|اولی سیاه( P (اولی سیاه×) P (دومی سفید|اولی سفید+) P Pاولی سفید×) ( 
=  

4که وقتی مهره اول با احتمال  دقت کنید
9

گردد یعنی الان در  شده به ظرف برمی جاي آن مهره سفید خارج شود یک مهره سیاه به  سفید خارج می

3) بار دوم(د خارج شدنش در این مرحله  سیاه موجود است که احتمال سفی6 سفید و3ظرف
9

  . است

5همچنین وقتی مهره اول با احتمال 
9

 4گردد یعنی الان در ظرف شده به ظرف برمی جاي آن مهره سیاه خارج شود یک مهره سفید به  سیاه خارج می

4 سفید موجود است که احتمال سیاه خارج شدنش در این مرحله 5سیاه و
9

  . است
,Bسه ماشین  .27 Aو C35 به ترتیب, ,1ها به ترتیب محصولات آن. کنند اي را تولید می خانه ر درصد محصولات کا15 و50  3 و2

اگر این محصول معیوب باشد با کدام . کنیم تصادف انتخاب می خانه یک محصول به از میان  محصولات این کار. درصد معیوب هستند
 )87 ـ GIS( تولید شده است؟ Cاحتمال با ماشین

1 (1
3

  2 (1
4

  3 (1
5

  4 (1
6

  

  .  درست است2گزینه :حل
: Eمعیوب بودن  

         
 :با توجه به قضیه بیز داریم

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P E | C P C
P C | E

P E | A P A P E | B P B P E | C P C
0.03 0.15 45 1

0.02 0.5 0.01 0.35 0.03 0.15 180 4

=
+ +

×
= = =

× + × + ×

  

 موارد روزهاي آفتابی را درست 70%همچنین در. کند بینی می  اوقات روزهاي بارانی را درست پیش90%دستگاه فشارسنج در  .28
بینی  فرض کنید دستگاه فشارسنج روز شنبه را بارانی پیش. بارانی است روزها هوا 40%دانیم در یک شهر می. کند بینی می پیش

  )86محیط زیست ـ(کند، احتمال اینکه واقعاً باران ببارد چقدر خواهد بود؟ 
1 (%40 2 (%90 3 (1

3
 4 (2

3
  



  آمار و احتمال

 

٤٢  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است4گزینه :حل

: Aبینی بارانی پیش  

: Eواقعاً باران ببارد  

  
  : با توجه به قضیه بیز داریم

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P A E P A | E P E
) P E | A

P A P A | E P E P A | E P E
= = =

′ ′+

واقعاً بارانی|بینی بارانی پیشP (  

0.9 0.4 36 36 2
0.9 0.4 0.3 0.6 36 18 54 3

×
= = = =

× + × +
  

  



  

 

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 متغيرهاي تصادفي

  )گسسته (احتمالتابع 

 )۸۴حسابداري( باشد؟  xتواند توزيع احتمال متغير تصادفي   ، جدول مقابل ميαبه ازاي كدام مقدار   ـ ۱

  
( )

x 0 1 2 3
f X x 0.1 0.26 3 1= α α −

  

۱ (0.32   ۲ (0.41   ۳ (0.44   ۴ (0.56   

  . درست است۲گزينه :حل

 )هپيوست  (  
( )f x dx ))گسسته(و  ∫=1 )

( ) ( )
1) f x 1

2) P x f x 0

 =


= ≥

  شرايط تابع احتمال بودن∑

4 1.64 0.41α = → α =( ) ( )
3

x 0
1 f X x 1 0.1 0.26 3 1 1

=
= = → + + α + α − = →∑  

ر در يك تاس ناسالم احتمال آمدن هر شماره متناسب با وارون عدد آن است، با كدام احتمال در پرتاب ايـن تـاس عـدد زوج ظـاه                             ـ ۲
  )۸۸حسابداري و مديريت(شود؟  مي

۱ (29
60

  ۲ (31
60

  ۳ (45
147

  ۴ (55
147

  



  آمار و احتمال

 

۴۴  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

   . درست است۴گزينه :حل
  6 5 4 3 2 1 x 

( )P x 1=∑1 x
6

 1 x
5

 1 x
4

 
1 x
3

 1 x
2

 1 x
1

 ( )P x 
  

  ( ) ( )60 30 20 15 12 10 x1 1 1 1 1P x 1 x x x x x x 1 1
2 3 4 5 6 60

+ + + + +
= → + + + + + = → =∑  

60x
147

→ =  

  ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1 1 1) P x 2 P x 4 P x 6 x x x x
2 4 6 2 4 6

 = = + = + = = + + = + + 
 

P(xزوج =  

  1 1 1 60 6 3 2 60 55
2 4 6 147 12 147 147

+ + = + + × = × = 
 

  

  :  چون احتمال هر شماره متناسب با وارون آن شماره است داريم:دقت كنيد

1  . كند  تناسب را ايجاد ميxضريب ثابت  x=    احتمال هر عدد تاس×

) تابع aبه ازاي كدام مقدار   ـ ۳ ) ( )1f X x 2 10 x a ; x 1 , 2 , ... , 10
100

= = − + =   ۸۴مديريت ( يك تابع احتمال است؟( 

۱ (-1   ۲ (0   ۳ (1   ۴ (2   

 . صحيح است۳گزينه 

  .با توجه به گسسته بودن تابع احتمال، رابطه روبه رو بايد برقرار باشد

  ( )
10

x 1
f x 1

=
=∑  

  ( )
10 10

x 1 x 1

1 2 10 x a 1
100 = =

 
 − + =
  

∑ ∑( )
10

x 1

1 2 10 x a 1
100=

− + = →  ∑  

  ( )9 9 11 2 10a 1 a 1
100 2

+ 
× + = → = 

 
( )1 2 9 8 ... 1 0 10a 1

100
+ + + + + = →    

Eيادآوري:   ( )n

i 1

n n 1
i 1 2 ... n

2
=

+
= + + + =∑  

بينـي شـده اسـت،        هاي مورد قبول است كه توزيع احتمـال آن بـه صـورت زيـر پـيش                   تعداد پروژه  x پروژه مطالعاتي    5در بررسي     ـ ۴
( )P x  )۸۴ريزي شهري برنامه (  كدام است؟ ≤2

۱(0.45  ۲(0.55  
۳(0.6  ۴(0.7  ( )

x 0 1 2 3 4 5
P x 0.1 0.2 0.25 0.1 0.2 α

  

  

 عدد



  متغيرهاي تصادفي

 

۴۵  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  . درست است۴گزينه :حل

   
( ) ( )
x 0 1 2 3 4 5

P x 0.1 0.2 0.25 0.1 0.2 P x 1=∑α = 0.15
  

  ( )
( )

P x 1 0.1 0.2 0.25 0.1 0.2 1 0.15

P x 2 0.25 0.1 0.2 0.15 0.7

 = → + + + + + α = → α =


≥ = + + + =

∑  

)توانستيم   هم ميα بدون دانستن مقدار :توجه )P x   .كنيم   را پيدا مي≤2
  ( ) ( ) ( ) ( )P x 2 1 P x 2 1 P x 1 P x 0 1 0.2 0.1 0.7≥ = − < = − = − = = − − =  

) تابع kبه ازاي كدام مقدار   ـ ۵ ) 2x kf x ; x 1,2,3,4,5
25
+

=   )GIS ۸۵(تواند تابع احتمال اين متغير تصادفي باشد؟   مي=

۱ (-1  ۲ (1
2

−  ۳ (1
2

  ۴ (1   

   . درست است۱گزينه :حل

Eها در تابع احتمال گسسته برابر يك است  مجموع احتمال:يادآوري.  

  ( ) ( )P x f x 1= =∑ ∑ 

  ( ) ( )
5 5 5 5

x 1 x 1 x 1 x 1

2x k 1 1f x 1 1 2x k 1 2 x k 1
25 25 25= = = =

 +  = → = → + = → + =
 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 ( ) n 5n n 11 1 5 62 nk 1 2 5k 1 30 5k 25 k 1
25 2 25 2

= + × → + = → × + = → + = → = −       
   

Eقوانين:يادآوري  ∑:  

  
( )

n

x 1

ax b a x b

a na
=

 + = +



=


∑ ∑ ∑

∑
  

در پرتاب اين تاس احتمال ظـاهر شـدن عـدد زوج كـدام             . در يك تاس ناسالم احتمال آمدن هر عدد متناسب با خود آن عدد است               ـ ۶
 )GIS ۸۶(است؟ 

۱ (7
12

  ۲ (5
12

  ۳ (4
7

  ۴ (3
7

  

   . درست است۳گزينه :حل
  .بهتر است ابتدا جدول توزيع احتمال پرتاب تاس ناسالم را رسم كنيم

 :xعدد تاس 1 2 3 4 5 6 
( )P x 1=∑  6x 5x 4x 3x 2x x احتمال:( )P x  

 
6
21

 
5
21

 
4
21

 
3
21

 
2
21

 
1
21

   

    



  آمار و احتمال

 

۴۶  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

( ) 1P x 1 x 2x 3x 4x 5x 6x 1 x
21

= → + + + + + = → =∑  

  ( ) ( ) ( ) 2 4 6 12 4P x 2 P x 4 P x 6
21 21 21 21 7

= = + = + = = + + =   P) عدد زوج(=

)اگر  ـ ۷ ) 2
1P X x , x N

x x
= = ∈

+
)باشد X  تابع احتمال متغير تصادفي  )P 2 X 19≤   )GIS ۸۶(، كدام است؟ ≥

۱(0.36  ۲(0.45  ۳(0.54  ۴(0.63   

   . درست است۲گزينه :حل
  .ها در نقطه بپردازيم تر كنيم و سپس به محاسبه احتمال بهتر است ابتدا تابع احتمال را كمي ساده  :توجه

  ( ) ( )2
1 1 1 1P X x

x x 1 x x 1x x
= = = = −

+ ++
  

  :ست داريمبا توجه به اينكه تابع احتمال متغير گسسته ا
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P 2 x 19 P x 2 P x 3 ... P x 18 P x 19≤ ≤ = = + = + + = + =  

  1 1 1
2 3 3

= − +
1 1 1 1...
4 18 19 19

− + + − +
1 1 1 9 0.45
20 2 20 20

− = − = =  

  )پيوسته(تابع چگالي 
   :   تابعkبه ازاي كدام مقدار   ـ ۸

  ( )
xke x 0f x

0 x 0

− >= 
≤

  

  )۷۷حسابداري ( خواهد بود؟  X براي كميت تصادفي  تابع چگالي احتمال

۱ (1  ۲ (1
2

  ۳ (1
3

  ۴ (1
4

  

   . درست است۱گزينه :حل

  ( )f x dx 1=∫  

  ( ) ( )x x
0 0 0

f x d x 1 k e d x k e 0 k 1 k 1
+ ∞+ ∞ + ∞ − − = → = − = − − = → = ∫ ∫  

1λدر فصل بعد خواهيم ديد كه تابع فوق، تابع چگالي توزيع نمايي با      . است=
  ( ) xf x e x 0−λ= λ >  

) به صورت xتابع چگالي متغير تصادفي   ـ ۹ ) ( )6x 1 x 0 x 1
f x

0
 − ≤ ≤= 


1P است،  x
2

 > 
 

 ) ۸۴حسابداري ( كدام است؟ 

۱ (1
2

  ۲ (2
3

  ۳ (1
4

  ۴ (3
4

  

 در جاي ديگر

 حدبالا

 نييحدپا



  متغيرهاي تصادفي

 

۴۷  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  . درست است۱گزينه :حل

  ( ) ( )P x f x dx
β

α
α < < β = ∫  

 ( )
1 12 3

11
22

1 1 3 2 1P x P x 1 6x 1 x dx 3x 2x 3 2
2 2 4 8 2

     > = < < = − = − = − − + =         ∫  

     :اي بر طبق قانون نمايي توزيع شده است   در جامعه  Xكميت تصادفي    ـ ۱۰

  ( )
x
201f x e 0 x

20

−
= < < ∞  

  )۷۱مديريت (  اختيار كند، چقدر است؟  125 ، مقداري مساوي با Xاحتمال اين كه كميت تصادفي 
۱ (1

20
  ۲ (1  ۳ (0  ۴ (0.1  

  . درست است۳گزينه :حل

  .مقدار احتمال در يك نقطه در تابع چگالي احتمال پيوسته صفر است
  ( )P x 125 0= =  

  :   به صورتX براي كميت تصادفي  تابع چگالي احتمال  ـ ۱۱

  ( ) 1f x x 0 x 2
2

= < <    

  )۷۲مديريت .  (مقدار ميانه را حساب كنيد. تعريف شده است
۱ (2−  ۲ (1  ۳ (2  ۴ (2±  

   . درست است۳گزينه :حل

  ( )x 1f x d x , x me
2

= =∫    

  
x2 2x 2

0
0

1 x 1 x 1x d x x 2 x me 2
2 4 2 4 2


= = → = → = → = =

 
∫  

0 در فاصله −2توجه شود چون  x 2<   .نيست، غيرقابل قبول است) محدوده تابع (>

)اگر   ـ ۱۲ ){ }f x 0.20 | 0 x b= ≤ ) را چنان پيدا كنيد كه c باشد، مقدار ≥ )P x c 0.6≤   )۷۹مديريت  (   باشد؟=

۱ (1  ۲ (2  ۳ (3  ۴ (4  

   . درست است۳گزينه :حل

  ( ) ( )P x f x dx
β

α
α < < β = ∫    

  ( ) ( ) [ ]c c
00

P X c P 0 x c 0.2d x 0.2 x 0.2c 0.6 c 3≤ = < < = = = = → =∫  

 نييحد پا



  آمار و احتمال

 

۴۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  : برابرbدر فصل بعد خواهيم ديد كه تابع فوق، تابع چگالي توزيع يكنواخت پيوسته بوده و مقدار 

  ( ) 1 1 2f x
b a b 0 10

b 5

 = = = − −
 =

  

  .اخت پيوسته استدهنده تابع چگالي توزيع يكنو  هرگاه تابع چگالي پيوسته برابر يك عدد باشد، نشان:نكته

) با تابع Xمتغير تصادفي   ـ ۱۳ ) 2 1f x x k | 0 x 1
3 3

 = + ≤ ≤ 
 

  )۸۰مديريت ( چقدر است؟ kمقدار .  تعريف شده است

۱ (1
3

  ۲ (1  ۳ (2  ۴ (3  

   . درست است۳گزينه :حل

  ( )f x dx 1=∫  

  ( )
11 1 2

0 0 0

2 1 2 1 2 k k 2f x d x 1 x k d x x kx 1 1 k 2
3 3 6 3 6 3 3 3

   = → + = + = → + = → = → =      ∫ ∫  

    :  به صورت زير داده شده است Xتابع چگالي احتمال متغير تصادفي   ـ ۱۴
0 x 1≤ ≤  
1 x 2≤ ≤  

 xبراي ساير مقادير 
( )

x
f x k-x

0


= 



 

  )۷۶اقتصاد ( چقدر است؟ kمقدار 

۱ (1
2

  ۲ (1  ۳ (2  ۴ (3  

  . درست است۳گزينه :حل

  ( )f x dx 1=∫  

  ( ) ( )
1 2

2 1 2 2 2
0 0 1

0 1

1 1f x d x 1 x d x k x d x 1 x kx x 1
2 2

  = → + − = → + − =    
∫ ∫ ∫ 

  1 4 10 2k k 1 k 2
2 2 2

   → − + − − + = → =   
   

 

) در تابع mمقدار   ـ ۱۵ ) mf x
x

0 براي = x 1≤ ) چقدر باشد تا ≥ )f x۸۸اقتصاد (  بع چگالي احتمال باشد؟ يك تا(  

۱ (1
2

  ۲ (1  ۳ (3
2

  ۴ (2  

 حدبالا

 نييحدپا

 حدبالا

 نييحدپا



  متغيرهاي تصادفي

 

۴۹  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

   . درست است۱گزينه :حل

  ( )f x dx 1=∫  

 ( )
11 11 1 1

2 2
0 0 0

0

m 1f x dx 1 dx 1 mx dx 1 m 2x 1 2m 1 m
2x

−  
 = → = → = → = → = → =
 
 

∫ ∫ ∫  

  )گسسته(  رياضياميد

    .  به صورت زير استXجدول احتمال متغير تصادفي    ـ ۱۶

  
i

i

x 0 1 2 3
1 1 1p a
6 4 3

  

  )۷۷حسابداري ( كدام است؟  Xاميد رياضي 

۱ (1  ۲ (4
3

  ۳ (5
3

  ۴ (2  

 . درست است۳گزينه :حل

  
( )

( ) ( )i i

1 1 1 1P x 1 a 1 a
6 4 3 4

1 1 1 1 5E x x P x 0 1 2 3
6 4 3 4 3

 = → + + + = → =

 = = × + × + × + × =


∑

∑
  

  :، به صورت زير تعريف شده است) قانون توزيع احتمال(بع احتمال تا  ـ ۱۷

  
( )

i

i

x 1 0 1 2
f x 0.3 0.3 0.3 0.1

−  

( )2E X ۷۵مديريت (  كدام است؟(  
۱ (0.04  ۲ (0.2  ۳ (1  ۴ (2  

  . درست است۳گزينه :حل

    ( ) ( ) ( ) 22 2 2 2 2E x x P x 1 0.3 0 0.3 1 0.3 2 0.1 1= = − × + × + × + × =∑  

اگر ميانگين  .  است 3p و   0.5،  0.2 ترتيب   ها به    را انتخاب كند كه احتمال آن      3x و   4 و   5تواند يكي از سه مقدار         مي xمتغير تصادفي     ـ ۱۸
   )۸۳مديريت  (   چقدر است؟3x باشد مقدار 6 برابر xمتغير تصادفي 

۱ (2  ۲ (5  ۳ (7  ۴ (10  

   . درست است۴گزينه :حل
 3x  4 5 ix  

ip 1=∑  3P  0.5 0.2 i ip f=  

  

 حد بالا

 نييحد پا



  آمار و احتمال

 

۵۰  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  
( ) ( )

i 3 3

i i 3 3 3

p 1 0.2 0.5 p 1 p 0.3

E x x P x 6 5 0.2 4 0.5 x 0.3 6 0.3x 3 x 10

 = → + + = → =


= = → × + × + × = → = → =

∑
∑

  

  )پيوسته(اميد رياضي 
 :ه شده است به صورت زير دادXتابع احتمال متغير تصادفي   ـ ۱۹

0 x 3< <  

  ير مقاديرسا 

( )
2x 1

f x 12
0

+
= 


  

  )۸۱اقتصاد  (  كدام است؟Xاميد رياضي 
۱ (1.5  ۲ (1.66  ۳ (1.73  ۴ (1.875 

   . درست است۴گزينه :حل

  ( ) ( )
323 3 3 2

0 0
0

2x x 1 2 1 1 9E X x f x d x d x x x 18 1.875
12 12 3 2 12 2

+     = = = + = + =        
∫ ∫  

  )۸۲اقتصاد ( كدام است؟ E(X) ،  به صورت زير باشد Xاگر تابع چگالي متغير تصادفي پيوسته    ـ ۲۰

0 x 1≤ ≤  

  در غير اين صورت
( )

( )k 1 x
f x

0

−


= 



  

۱ (1
6

  ۲ (1
4

  ۳ (1
3

  ۴ (1
2

  

   . درست است۳گزينه :حل

  ( )f x dx 1=∫  

  ( ) ( )
1

21 1
0 0

0

x 1f x d x 1 k 1 x d x k x k 1 k 2
2 2

  
= → − = − = = → =     

∫ ∫  

  0 x 1≤ ≤ ، ( ) ( )f x 2 1 x= − 

 ( ) ( ) ( )
1

1 1 2 2 3
0 0

0

1 1 1 1 2 1E X x f x d x 2 x x d x 2 x x 2
2 3 2 3 6 3

    = = − = − = − = =       
∫ ∫  

 باشد، ميانگين طول عمر اين قطعه چقدر است؟  تابع چگالي مربوط به طول عمر يك قطعه الكترونيكي به صورت زير مي  ـ ۲۱

 )۸۵اقتصاد (

  ( ) 2
10 x 10

f x x
0 x 10

 >= 
 ≤

  

   20) ۴   1 )۳  صفر) ۲  ∞) ۱

 حدبالا

 نييحد پا



  متغيرهاي تصادفي

 

۵۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  . درست است۱گزينه :حل

  ( ) ( ) [ ]10210 10 10

10 10E x x f x dx x. dx dx 10 ln x
xx

∞ ∞ ∞ ∞= = = = = ∞∫ ∫ ∫  

 ) ۸۶اقتصاد ( با تابع چگالي احتمال زير چقدر است؟ xاميد رياضي متغير تصادفي   ـ ۲۲

  ( )
1 0 x 1

2 xf x
0

 ≤ ≤= 



  

۱ (1
2

  ۲ (4
3

  ۳ (2
3

  ۴ (1
3

  

  . درست است۴گزينه :حل

  ( ) ( )
11 31 1 1

2 2
0 0 0

0

1 1 1 2 1E x xf x dx x. dx x dx x
2 2 3 32 x

 
 = = = = × =
 
 

∫ ∫ ∫  

) به صورت  xتابع چگالي متغير تصادفي    ـ ۲۳ )
x 0 x 1

f x 2 x 1 x 2
0

< <
= − ≤ <



) است، )2E x۸۵محيط زيست ( چقدر است؟(  

۱ (7
6

  ۲ (6
7

  ۳ (1
7

  ۴ (1 

   . درست است۱گزينه :حل

  ( ) ( ) ( )
1 22 2 2 2
0 1

E x x f x dx x .xdx x 2 x dx
+∞

−∞
= = + −∫ ∫ ∫  

  
1 2

4 3 4

0 1

1 2 1 1 2 8 16 2 1 14 14 28 21 7x x x
4 3 4 4 3 4 3 4 3 4 6 6

× −     = + − = + − − + = − = =         
  

  خواص اميد رياضي

  )۷۰مديريت :  ( باشد در اين صورتZ=ax+by+cاگر   ـ ۲۴

۱ (( ) ( ) ( )E Z aE X bE Y= +    ۲ (( ) ( ) ( )2 2E Z a E X b E Y c= + +  

۳ (( ) ( ) ( )2 2E Z a E X b E Y= +  ۴ (( ) ( ) ( )E Z aE X bE Y c= + +  

   . درست است۴گزينه :حل
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E Z E ax by c E ax E by E c aE x bE y c= + + = + + = + +  

   xبراي ساير مقادير  

 ساير نقاط



  آمار و احتمال

 

۵۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

)در تابع احتمال مقابل اميدرياضي   ـ ۲۵ )2x  )۸۴مديريت ( چقدر است؟ −1

  
( )
x 0 1 2 3

f x 0.2 0.3 0.4 0.1
  

۱ (1.4   ۲( 1.6   ۳ (2.4   ۴ (1.8   

  . درست است۴گزينه :حل

  ( ) ( )E x xf x 0 0.2 1 0.3 2 0.4 3 0.1 1.4= = × + × + × + × =∑  
  ( ) ( )E 2x 1 2E x 1 2 1.4 1 2.8 1 1.8− = − = × − = − =  

    )۷۰اقتصاد (؟ ) مقادير ثابت هستندc و a. ( كننده اميدرياضي غلط است كدام تساوي در مورد عمل  ـ ۲۶

۱ (( )( ) ( )E c a x a cE x+ = +  ۲ (( ) ( )E a x a E x+ = +  

۳ (( ) ( )E cx cE x=    ۴ (( )E a a=  

   . درست است۱گزينه :حل
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E c a x E ca cx E ca E cx ca cE x+ = + = + = +    

) و 15 برابر با    Xاگر اميد رياضي توزيع متغير تصادفي         ـ ۲۷ )2E X 2Y باشد، اميد رياضـي متغيـر        =40 2X 5X 1= +  چقـدر اسـت؟     −

  )GIS ۸۱(  
۱ (154   ۲ (155   ۳ (156   ۴ (234   

   . درست است۱گزينه :حل

Eخواص اميد رياضي:يادآوري :    

( ) ( ) ( )2 2E ax bx c aE x bE x c+ + = + +  

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

2

E 2x 5x 1 2E x 5E x 1 2 40 5 15 1 154

E x 15 , E x 40

 + − = + − = × + × − =

 = =


 

در تابع  ـ ۲۸
( )
x 1 0 1 2

f x 0.1 0.15 0.5 0.25
) اميد رياضي − )2x  )GIS ۸۷( كدام است ؟ −1

۱ (0.65 ۲ (0.7 ۳ (0.75 ۴ (0.8  
   . درست است۴گزينه :حل

  :راه حل اول

  ( ) ( )
x 1 0 1 2

f x 0.1 0.15 0.5 0.25 P x 1
−

=∑  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2E x 1 E x 2x 1 E x 2E x 1 1.6 2 0.9 1 0.8− = − + = − + = − + =  

  ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2E x x P x 1 0.1 0 0.15 1 0.5 2 0.25 1.6= = − × + × + × + × =∑  
  ( ) ( ) ( )E x x P x 1 0.1 0 0.15 1 0.5 2 0.25 0.9= = − × + × + × + × =∑  



  متغيرهاي تصادفي

 

۵۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  :راه حل دوم
( )

( ) ( )
x 1 2 1 0 1
f x 0.1 0.15 0.5 0.25 P x 1

− − −
=∑

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2E x 1 x 1 f x 2 0.1 1 0.15 0 0.5 1 0.25 0.8− = − = − × + − × + × + × =∑  

  واريانس

1Vل زير، در جدول توزيع احتما  ـ ۲۹ ar x 2
2

 − 
 

  )۸۸حسابداري و مديريت( كدام است؟ 

  
( )
x 2 0 2 4 5

f x 0.1 0.15 0.3 0.25 0.2
−  

۱ (1.21  ۲( 1.25  ۳ (1.35  ۴ (1.41  

   . درست است۱گزينه :حل
  5 4 2 0 -2 X  
( )P x 1=∑0.2 0.25 0.3 0.15 0.1 ( )f x 

  ( ) ( )
2

0

1 1 1 1Var x 2 var x var x 4.84 1.21
2 2 4 4

   − = = = × =       
  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 22V ar x E x E x 10.6 2.4 10.6 5.76 4.84= − = − = − =  

  ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2E x x P x 2 0.1 0 0.15 2 0.3 4 0.25 5 0.2= = − × + × + × + × + × =∑  
                                                               0.4 0 1.2 4 5 10.6= + + + + =  

  ( ) ( ) ( )E x x P x 2 0.1 0 0.15 2 0.3 4 0.25 5 0.2= = − × + × + × + × + × =∑  
                                                                   0.2 0 0.6 1 1 2.4= − + + + + =  

) به صورت xتابع چگالي احتمال   ـ ۳۰ ) 2
2x 0 x c

f x c
0

 ≤ ≤= 


2 چه مقدار باشد  تا اين كه c.  است
Xσ =   )۸۱مديريت .  ( گردد2

۱ (c=2  ۲ (c=4  ۳ (c=6  ۴ (c=9  
   . درست است۳گزينه :حل

( ) ( )( )
2c c22 2 2

x 2 20 0

2x 2xE x E x x dx x dx 2
c c

 
σ = − = − = 

 ∫ ∫  
2c c 24 3 2 2 2 2

2
x 2 2

0 0

2x 2x c 2 c 4c c2 c 2 2 2
2 3 2 9 184c 3c

       σ = − = → − = → − = → =                

  

cتوجه  6= 0غيرقابل قبول است چون  − x c≤ ≤  2c 36 c 6→ = → =  

 جاي ديگر



  آمار و احتمال

 

۵۴  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

xكه   در صورتي   ـ ۳۱ 1 ,0,1= ) براي   − )
x 1

P x
5
+

 بـه   xآنگاه اميد رياضي و واريـانس       .  باشد x تابع احتمال متغير تصادفي ناپيوسته       =

   )۸۳اقتصاد (  به چپ برابر چيست؟ ترتيب از راست

۱ (4 ,0
5

  ۲ (1 ,1
5

  ۳ (2 ,0
5

  ۴ (4 4,
25 5

  

   . درست است۱گزينه :حل

 1 0 - 1 x 
2
5

 1
5

 2
5

 P(x) ( )P x 1=∑  

   
 

( ) ( ) 2 1 2E x x P x 1 0 1 0
5 5 5

= = − × + × + × =∑  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

22 2

22

x E x E x

x P x xP x

σ = −

= −∑ ∑
 

  ( ) ( )2 22 22 1 2 41 0 1 0
5 5 5 5

 = − × + × + × − =  
  

  كدام است؟Xواريانس .  به صورت زير داده شده استXتابع احتمال متغير تصادفي   ـ ۳۲
 )۸۷برنامه ريزي شهري  (          

۱ (1.26   ۲ (2.46   
۳ (3.12   ۴ (3.36 ( )

X 1 1 3 5
F x 0.2 0.3 0.1

−
α

  

  . درست است۴گزينه :حل

  
( ) ( ) ( )

x 1 1 3 5

P x f x 0.2 0.3 0.4 0.1 P x 1

−

= α = =∑
  

)دانيم كه در تابع احتمال گسسته همچنين مي.  استفاده كرده استF از f كه به اشتباه در صورت سؤال به جاي دقت كنيد ) ( )P x f x=ها  ال است و مجموع احتم
  : عبارت است ازαدر تابع احتمال گسسته برابر يك است بنابراين

  ( ) ( )P x f x 1 0.2 0.3 0.1 1 0.4= = → + + α + = → α =∑ ∑  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22

22 2 2 2 2

V ar x E x E x 6.6 1.8 3.36

E x x P x 1 0.2 1 0.3 3 0.4 5 0.1 6.6

E x x P x 1 0.2 1 0.3 3 0.4 5 0.1 1.8

 = − = − =

 = = − × + × + × + × =

 = = − × + × + × + × =


∑

∑

  

  خواص واريانس 

)اگر   ـ ۳۳ )E X ) و =10 )2E X X باشد، واريانس =109 4
3
− 

 
 

  )۷۸اقتصاد ( كدام است؟ 

۱ (1  ۲ (3  ۳ (9  ۴ (13
2

  



  متغيرهاي تصادفي

 

۵۵  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

   . درست است۱گزينه :حل
2X 4 1Var Var X 4

3 3
−   = −   

   
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2

0

1 1 1Var X E X E X 109 10 1
9 9 9

 = = − = − =  
 

)اگر   ـ ۳۴ )V 2x 1 5− + ) و  = )E x )، باشند=1.5 )2E x   )۸۸برنامه ريزي شهري  ( كدام است؟ −2
۱ (1.25  ۲ (1.5   ۳ (1.75  ۴ (2.25  

 . درست است۲گزينه :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2E x 2 E x 4x 4 E x 4E x 4 3.5 4 1.5 4 1.5− = − + = − + = − × + =  

  Var 2x 1− + ( ) ( ) ( )
0

2 55 2 V ar x 5 V ar x
4

 
  = → − = → =
 
 

  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 25V ar x E x E x E x 1.5 E x 1.25 2.25 3.5
4

= − → = − → = + =  
 

  تابع توزيع تجمعي 

    : ، به صورت زير نمايان شده است  Xتابع توزيع كميت تصادفي     ـ ۳۵

  ( )
23x 2xF x 0 x 2
16
+

= < <  

  )۷۱مديريت ( ، كدام است؟  X كميت تصادفي اميد رياضي
۱ (1  ۲ (1.5  ۳ (2  ۴ (1.25  

   . درست است۴گزينه :حل
  ( ) ( )f x F x′=  

  ( ) ( )x
6x 2 3x 1f x F x 0 x 2

16 8
+ +′= = = < <  

  ( ) ( ) ( )
22 2 3 2

0 0 0

3x 1 1 1 1 10E x x.f x dx x. dx x x 8 2 1.25
8 8 2 8 8
+  = = = + = + = =  ∫ ∫  

     : به صورت زير بيان شده است X براي كميت تصادفي   تابع چگالي احتمال  ـ ۳۶

  ( ) 2x 3f x 0 x 3
18

+
= < <  

  )۷۴ و اقتصاد ۷۱مديريت ( ، كدام است؟  Xتابع توزيع كميت تصادفي 

۱ (( )
22x 3xF x
18

+
=  ۲ (( )

2x 3xF x
18
+

=  ۳(  ( )
2xF x

18
=    ۴ (( )

2x 3xF x
54
+

=  

   . درست است۲گزينه :حل

  ( ) ( )
x

F x f x d x= ∫  

  ( ) ( ) ( )
2xx 2

0 0

1 1 x 3xF x 2x 3 dx x 3x 0 x 3
18 18 18

+ = + = + = < < ∫  
 نييدپاح



  آمار و احتمال

 

۵۶  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

)كه  با توجه به اين :راه حل تستي ) ( )F x f x′ اش با تابع چگالي احتمال داده شده  اي كه مشتق ها مشتق بگيريم، گزينه  است، بنابراين اگر از گزينه=
  .در صورت سؤال برابر شد جواب خواهد بود

                ü( ) ( ) 2x 3F x f x
18

+′ = )                      ۲گزينه (= ) ( ) 4x 3F x f x
18

+′ =   ۱گزينه (=

  ( ) ( ) 2x 3F x f x
54

+′ = )                  ۴گزينه (= ) ( ) 2 1F x f x x x
18 9

′ = =   ۳گزينه(=

    :   به صورت زير است Xتابع توزيع متغير تصادفي    ـ ۳۷

  ( )X

0 x 2
x 1F x 2 x 2
4 2

1 x 2

≤ −
= + − < ≤


>

  

  )۷۲ و ۷۰اقتصاد (ام است؟ تابع چگالي احتمال آن كد

۱(  ( ) 1f x
4

=    ۲ (( )
2x x 12f x

8 2 8
= + −  

۳ (( ) xf x
4

=    ۴ (( )
2xf x

8
=  

  . درست است۱گزينه :حل

  ( ) ( )f x F x′=  

  ( ) ( ) ( )X
1f x F x f x 2 x 2
4

′= → = − < ≤  

Eرا با ) ع توزيع تجمعيتاب( تابع توزيع :يادآوري( ) ( )XF x P X x=    F)حدبالا (=1  :دهيم و رابطه زير هميشه برقرار است  نمايش مي≥
  F)حدپايين(=0و  

    :  به صورت زير باشد Xيوسته  اگر تابع توزيع كميت تصادفي ناپ    ـ ۳۸

  ( )X

0 x 1
2F x 1 x 4

10
1 x 4

<
= ≤ <


≥

  

  )۷۲اقتصاد ( آن كدام است؟  تابع احتمال

۱ (( )X

x 1 4
P x 0.2 0.8    ۲ (( )X

x 1 4
P x 0.8 0.4    

۳ (( )X

x 0 1 4
P x 0.2 0.5 0.3     ۴ (( )X

x 0 1 4
P x 0.3 0.5 0.2  

   . درست است۱گزينه :حل
    :رابطهبا توجه به 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

i i i 1

f x F x

f x F x F x i 2,3,...−

 =


= − =

  



  متغيرهاي تصادفي

 

۵۷  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

    :داريم
( ) ( )
( ) ( ) ( )

f X 1 F X 1 0.2

f X 4 F X 4 F X 1 1 0.2 0.8

= = = =


= = = − = = − =
  

    : عبارت است ازxبنابراين تابع احتمال متغير تصادفي گسسته 

( )X

x 1 4
P x 0.2 0.8  

 

    :   به صورت زير بيان شده استXتابع توزيع كميت تصادفي     ـ ۳۹

  ( )X

0 x 2
x 2F x 2 x 5

3
1 x 5

≤
 −= < ≤


>

  

  )۷۲اقتصاد (وزيع كدام است؟  ميانه ت
۱ (3.5  ۲ (3  ۳ (4  ۴ (4.5  

   . درست است۱گزينه :حل

  ( ) 1F me
2

=  

  ( ) 1 x 2 1F x 2x 7 x me 3.5
2 3 2

−
= → = → = → = =  

 

    :  به صورت زير باشد Xاگر تابع توزيع كميت تصادفي     ـ ۴۰

  ( )X

0 x 0
xF x 0 x 10

10
1 x 10

≤
= < ≤


>

  

)احتمال  )P 2 x 8<   )۷۲اقتصاد  ( كدام است؟ >
۱ (0.2 ۲ (0.4 ۳ (0.6  ۴ (0.8  

  . درست است۳گزينه :حل

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P x F F
8 2P 2 X 8 F 8 F 2 0.6

10 10

α < <β = β − α

< < = − = − =
  

)تابع توزيع   ـ ۴۱ )
3

21 xF x 3x 5
3 3

 
= − + −  

 
0 در دامنه  x 3≤   )۷۳اقتصاد :  (آن برابر است با) مد(نما .  تعريف شده است≥

۱ (0.6  ۲ (6  ۳ (3  ۴ (4  



  آمار و احتمال

 

۵۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  .رست است د۳گزينه :حل

  ( )F Mo 0′′ =  

  ( ) ( ) ( ) ( )21 1F x x 6x F x 2x 6 0 2x 6 0 x Mo 3
3 3

′ ′′= − + → = − + = → − + = → = =  

 ) ۸۲اقتصاد( چقدر است؟ k به صورت زير باشد، مقدار xمتغير تصادفي ) احتمال تجمعي(اگر تابع توزيع   ـ ۴۲

  ( ) ( ) 3

0 x 1
1F x x 1 1 x 3
k
1 3 x

<
= − ≤ <


≤

  

۱ (1  ۲ (2  ۳ (4  ۴ (8  

  . درست است۴گزينه   : حل

    :راه حل اول
( ) ( )f x F x′=  

  ( ) ( ) ( ) 2
x

3f x F x x 1 1 x 3
k

′= = − ≤ <  

    :حال داريم

( )f x dx 1=∫  

 ( ) ( ) ( ) ( )
33 3 2 3

1 1 1

3 3 1 1f x dx 1 x 1 dx . x 1 8 0 1 k 8
k k 3 k

 = → − = − = − = → =  ∫ ∫  

   : بنابراين داريم. كه تابع توزيع تجمعي پيوسته است بنابراين در نقاط مرزي نيز پيوستگي بايد برقرار باشد با توجه به اين: راه حل دوم

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 3

1F 1 0 F 1 F 1 1 1 0
k

1 1F 3 3 1 F 3 F 3 1 2 1 k 8
k k

− +

− +

 = = = = − =

 = − = = = → = → =


 

احتمال اينكه دسـتگاه  . قرار ذيل مي باشدبه ) طول زمان كار دستگاه تا وقتي كه از كار بيفتد (xتابع توزيع كميت تصادفي پيوسته      ـ ۴۳
Xدر طول زمان  T≥ ۸۷اقتصاد ( از كار بيفتد چقدر است؟ (   

        ( ) xF x 1 exp 0 x
T

 = − − < ≤ ∞ 
 

    

۱ (e   ۲ (1e−  ۳ (11 e−−  ۴ (
1e

T

−
  

  . درست است۲گزينه :حل

Eتابع توزيع تجمعي : يادآوريxعبارت است از  :  

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x
x

x

F x P X x f x dx

F x f x


= ≤ =


 ′ =

∫  

 حدبالا

 نييحدپا

 حدپايين



  متغيرهاي تصادفي

 

۵۹  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

    :راه حل اول

( ) ( ) ( )
T

1TP X T 1 P X T 1 F T 1 1 e e
− −

 
 ≥ = − < = − = − − =
 
 

  

    :راه حل دوم

( ) ( )
X
T1f x F x e ; x 0

T

−
′= = >  

  :احتمال در فاصله برابر انتگرال در فاصله است پس داريم

  ( )
x x T

1T T T
T

T

1P X T e dx e 0 e e
T

∞
− − −∞ −

    
   ≥ = = − = − − =
   

    
∫  

   شرطياحتمالتابع 

) مقدار Y , Xبا توجه به جدول توزيع مشترك     ـ ۴۴ ) ( )f X | Y f 4 |   )۷۵اقتصاد  (:   برابر است با=3

١ (0.3  ٢ (3
7

    X 
Y 0 3 4 

 
1 0.1 0.2 0 

٣ (4
7

  ٤ (0.7 3 0.3 0.1 0.3 

   . درست است۲ينه گز:حل
  . در مسائل توزيع احتمال توأم گسسته ابتدا جدول را كامل كنيد:توجه

( )

( )

x
0 3 4 f y

y
1 0.1 0.2 0 0.3
3 0.3 0.1

f x 0.4 0.3 0.3 1
0.3 0.7

  ( ) ( )
( )

f x 4 , y 3 0.3 3f 4 | 3
f y 3 0.7 7

= =
= = =

=
 

 

0اگر در فواصل      ـ ۴۵ y 1≤ 0 و   ≥ x 2≤ ) تابع توزيع مشترك اين دو متغير        ≥ ) ( )1f x, y x y
3

= ) باشد،   + )f y | x      در همـين فواصـل 

  )۷۹اقتصاد : (برابر است با

۱ (2 3y
2

+  ۲ (( )21 x y
3

+  ۳ (x y
1x
2

+

+
  ۴ (x 2y

3
+  



  آمار و احتمال

 

۶۰  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

   . درست است۳گزينه :حل

  ( ) ( )
( )

x y
f x , y x y3f y | x

1 1f x x x
2 2

3

+
+

= = =
+ +

  

) )     xتابع چگالي كناري (   ) ( )

2
11

y 0 0

y 1xy xx y 2 2f x f x , y dy d y
3 3 3

+ + +
= = = = 

 ∫ ∫  

  اميد شرطي

     : به صورت جدول زير است Y و  Xتوزيع احتمال مشترك دو متغيره   ـ ۴۶

2 1 0        Y 
    X 

0.05 0.15 0.20 0 
0.05 0.20 0.05 1 
0.20 0.05 0.05 2 

( )E Y | X   )۷۴اقتصاد:  ( برابر است با=1
۱ (2  ۲ (1  ۳ (0.5  ۴ (1.5  

   . درست است۲گزينه :حل

  ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )yf x 1, y 0 f x 1, y 0 1 f x 1, y 1 2 f x 1, y 2
E Y|X 1

f x 1 0.3
= × = = + × = = + × = =

= = =
=

∑ 

f (x) 2 1 0 Y 
X 

0.4 0.05 0.15 0.20 0 
0.3 0.05 0.20 0.05 1 
0.3 0.20 0.05 0.05 2 
1 0.3 0.4 0.3 f (y) 

0 0.05 1 0.20 2 0.05 .3 1
0.3 0.3

× + × + × 0
= = =  

  محاسبه كواريانس 

)رو،   به روتوأمدر توزيع احتمال   ـ ۴۷ )Cov x , y۸۶حسابداري  و مديريت  (   كدام است؟( 

۱ (0.56−  ۲ (0.46−  
  
 0.64) ۴  صفر) ۳

x
0 1 2

y
1 0 0.1 0.2
3 0.3 0.4 0

  

  . درست است۲گزينه :حل



  متغيرهاي تصادفي

 

۶۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

xوجود داشته باشد كواريانس هرگاه در جدول توزيع احتمال توأم مقدار احتمال صفر :نكته , yصفر نيست .  

  

( )

( )

x
0 1 2 f y

y
1 0 0.1 0.2 0.3
3 0.3 0.4 0 0.7

f x 0.3 0.5 0.2 1

  

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

Cov x , y E xy E x E y 1.7 0.9 2.4 0.46

E xy xyf x , y 0 1 0 0 3 0.3

1 1 0.1 1 3 0.4 2 1 0.2 2 3 0 1.7

E x xf x 0 0.3 1 0.5 2 0.2 0.9

E y yf y 1 0.3 3 0.7 2.4

 = − = − × = −



= = × × + × ×
 + × × + × × + × × + × × =

 = = × + × + × =



= = × + × =

∑

∑
∑

  

 
  )۸۱اقتصاد ( :  برابر است باY و X ضريب همبستگي. جدول توزيع احتمال مشترك زير را در نظر  بگيريد  ـ ۴۸

 X     1- 0  صفر) ٢  1-) ١
   Y 

  0.15 0.15 -1 
٣ (0.5  ٤ (1 0.35 0.35 1 

   . درست است۲گزينه :حل
 بهتر است براي محاسبه كواريانس ابتدا به استقلال دو متغير توجه كنيم زيرا در صورت مستقل بودن دو متغير، ديگر نيازي به  محاسبه :راه حل اول

) ها رابطه y , xا به ازاء تمامي اند زير  از هم مستقلy , xدر اين سوال دو متغير . نيست و كواريانس صفر است ) ( ) ( )x yf x , y f x f y=برقرار است  .
yدر نتيجه كواريانس  , xصفر است .  

f (y) 0 -1 X 
 Y 

0.30 0.15 0.15 -1 
0.70 0.35 0.35 1 

1 0.50 0.50 f(x) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x y

x y

x y

x y

f 1 , 1 0.15 f 1 f 1 0.5 0.3

f 1 , 1 0.35 f 1 f 1 0.5 0.7

f 0 , 1 0.15 f 0 f 1 0.5 0.3

f 0 , 1 0.35 f 0 f 1 0.5 0.7

− − = = − − = ×


− = = − = ×


− = = − = ×
 = = = ×

 

  :دست آمده صفر خواهد شد اريانس هم  استفاده كنيم مقدار به اگر از فرمول كو:راه حل دوم

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )
( )
( )

Cov x , y E x y E x E y 0.2 0.5 0.4 0

E xy 1 1 0.15 1 0 0.15 1 1 0.35 1 0 0.35 0.2

E x 1 0.5 0 0.5 0.5

E y 1 0.3 1 0.7 0.4

= − = − − − =


= − − × − × × + × − × + × × = −


= − × + × = −
 = − × + × =

  

) در فاصله    xفرض كنيد متغير تصادفي       ـ ۴۹ )1 , ) داراي تابع چگالي     −1 ) 1f x
2

2yاگر  .  باشد = x=      باشـد، كواريـانس y , x   برابـر 
 )۸۶اقتصاد  ( :است با

1) ۲  صفر) ۱ 
12

  ۳ (1
4

  ۴ (1  



  آمار و احتمال

 

۶۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  . درست است۱گزينه :حل

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

11 22
1 1

11 43 3 4
1 1

2 2 2 3 2 2C ov x , y C ov x , x E xx E x E x E x E x E x 0 0 E x 0

1 1 1E x x dx x 1 1 0
2 4 4

1 1 1E x x dx x 1 1 0
2 8 8

− −

− −

= = − = − = − × =



  = = = − − =    

  = = = − − =   

∫

∫

  

) اگر :نكته )f xگاه   تابعي فرد باشد، آن:( )
a

a
f x dx 0

−
=∫  

  :جا  داراي توزيع يكنواخت پيوسته است كه در اينx هرگاه تابع چگالي پيوسته يك عدد باشد، :توجه

  ( ) a b 1 1E x 0
2 2
+ − +

= = =( ) ( )
1 1 1f x ,a 1 ,b 1

b a 1 1 2
= = = = − = →

− − −
   

) دو متغير تصادفي و y و xاگر   ـ ۵۰ )E xy x و =100 4µ y و = 20µ  : برابر است باy و x باشد، كواريانس =

 )۷۹ريزي شهري برنامه(  
۱(20  ۲(10  ۳(40  ۴(60  

  . درست است۱گزينه :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )x y

Cov x, y E xy E x E y 100 4 20 20
E xy 100, E x 4, E y 20

 = − = − × =
 = µ = = µ = =

  

y دو متغير تصادفي توأمتابع احتمال   ـ ۵۱ , xدر جدول مقابل است : 

  

y
2 4 6

x
0 0.2 0.08 0.12
1 0.3 0.12 0.18

  

Cov (x , y)  ۸۵ريزي شهري  برنامه(برابر كدام است؟(  
۱ (0.5−  ۲ (0.4−  ۳ (0  ۴ (0.5  

  . درست است۳گزينه :حل

)را با كامل كردن جدول و چك كردن رابطه  براي محاسبه كواريانس بهتر است ابتدا مستقل بودن دو متغير :راه حل اول ) ( ) ( )x yf x , y f x f y= 
,yبه ازاي تمامي  xزيرا در صورت مستقل بودن، . صورت ذهني امتحان كنيم ها، به( )Cov x , yصفر است و ديگر نيازي به محاسبه نيست .  

( )

( )

y
2 4 6 f x

x
0 0.2 0.08 0.12 0.4
1 0.3 0.12 0.18 0.6

f y 0.5 0.2 0.3 1

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x y

x y

x y

x y

x y

x y

f 0 , 2 0.2 f 0 f 2 0.4 0.5

f 0 ,4 0.08 f 0 f 4 0.4 0.2

f 0 ,6 0.12 f 0 f 6 0.4 0.3

f 1 , 2 0.3 f 1 f 2 0.6 0.5

f 1,4 0.12 f 1 f 4 0.6 0.2

f 1 , 6 0.18 f 1 f 6 0.6 0.3

 = = = ×


= = = ×


= = = ×


= = = ×
 = = = ×
 = = = ×

  



  متغيرهاي تصادفي

 

۶۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

): اند، در نتيجه  مستقلy , xدر اين سوال نيز  )Cov x , y 0= .  
   محاسبه كواريانس از طريق فرمول:راه حل دوم

  

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( )

Cov x , y E xy E x E y 2.16 0.6 3.6 0

E xy 0 2 0.2 0 4 0.08 0 6 0.12 1 2 0.3 1 4 0.12 1 6 0.18 2.16

E x 0 0.4 1 0.6 0.6

E y 2 0.5 4 0.2 6 0.3 3.6

 = − = − × =


= × × + × × + × × + × × + × × + × × =


= × + × =
 = × + × + × =

  

  كواريانسخواص 

2اگر   ـ ۵۲
x

1
2

σ 2 و  =
y

2
3

σ 2 و =
x y

5
6+σ   )۸۱ و ۷۸ حسابداري(  كدام است؟  y , x كواريانس، مقدار  باشد =

۱ (1
2

−  ۲ (1
6

−  ۳ (1
6

  ۴ (1
3

  

   . درست است۲گزينه :حل

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
x yX Y

5 1 22 Cov X , Y 2Cov X , Y
6 2 3

2 12Cov X , Y Cov X , Y
6 6

+σ = σ + σ + → = + +

→ = − → = −

  

) مستقل باشند، انحراف معيار Y و Xاگر .  است50 هر دو Y و X هاي متغيرهاي تصادفي واريانس  ـ ۵۳ )X Y−عبارت است از  :   

  )۷۸مديريت (  
۱ (0  ۲ (10  ۳ (50  ۴ (100  

   . درست است۲گزينه :حل
  ( ) ( ) ( ) ( )

( )
Var X Y Var X Var Y 2Cov x , y 50 50 0 100

Cov x, y 0
− = + − + − =

=
  

  ( ) ( )X Y Var X Y 100 10−σ = − = =  

) ، V(X)=9اگر   ـ ۵۴ )V Y ) و =2 )Cov X,Y 3= 1Z باشد، واريانس − X 2Y 18
3

= − −   )۷۵اقتصاد : ( برابر است  با+

۱ (5  ۲ (77  ۳ (85 ۴ (87  
   . درست است۱گزينه :حل

  
2 2
z

1 X 2Y 18
3

σ = σ − − + ( ) ( ) ( )

( )

20
22 2

x y
1 12 2 2 Cov X , Y
3 3

1 49 4 2 3 5
9 3

  −     = − σ + − σ + −         

= × + × + × − =

  

  )۷۸اقتصاد ( صحيح است؟ V(X-Y)كدام يك از موارد زير براي   ـ ۵۵
۱( ( ) ( ) ( )V X V Y 2Cov X,Y+ −  ۲ (( ) ( ) ( )V X V Y Cov X,Y− −  
۳( ( ) ( ) ( )V X V Y 2Cov X,Y+ +  ۴ (( ) ( ) ( )V X V Y Cov X,Y+ −  

 y  , x مستقل  



  آمار و احتمال

 

۶۴  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

  . درست است۱گزينه :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )V x y V x V y 2 1 1 Cov x , y V x V y 2Cov x , y− = + + − = + −  

 )۷۹اقتصاد ( :  عبارت است ازY و X بر حسب  Cov)Z , W( باشد، Z = c + dy و W = a + bxچنانچه   ـ ۵۶

۱ (( )( ) ( )a b c d Cov x , y+ +  ۲( ( )bd Cov x , y  ۳ (( ) ( )ac bd Cov x , y+  ۴( ( )Cov x, y  

   . درست است۲گزينه :حل

): بنابر قاعده پخشي ) ( )
0 0

Cov z , w Cov c dy, a bx bd Cov x , y
 

= + + = 
 

  

 )۸۵اقتصاد : (گاه  يك مقدار ثابت باشد آنa يك متغير تصادفي و xاگر   ـ ۵۷

۱ (( ) ( ) ( ) ( )2 2Cov x , x E x , Cov x , a a Cov x= =    ۲ (( ) ( ) ( )2 2 2
xCov x , x E x , Cov x , a a S= =  

۳ (( ) ( ) ( )2
xCov x , x , Cov x , a a Cov x= σ =  ۴ (( ) ( )2

xCov x , x , Cov x , a 0= σ =  

  . درست است۴گزينه :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )Cov x , y E xy E x E y= −  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2
xCov x , x E x.x E x E x E x E x

Cov x , a E x.a E x E a aE x aE x 0

 = − = − = σ

 = − = − =

  

  )۸۷محيط زيست( كدام است؟ Cov(X-Y,X+Y)مقدار   ـ ۵۸
۱ (( ) ( )Var X Var Y−    ۲ (( ) ( )Var X Y Var X Y+ − −  
۳ (( ) ( )Var X Y Var X Y− − +  ۴ (( ) ( )Var X Var Y+  

   . درست است۱گزينه :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )Cov x y, x y Cov x, x Cov x, y Cov y, x− + = + − ( ) ( ) ( )Cov y, y V ar x V ar y− = −  

  ل متغيرهاي تصادفياستقلا

)اگر   ـ ۵۹ )E x 2= ،( )E y  )۸۳حسابداري  (ند، كدام مورد صحيح است؟ مستقل باشy و x و  =1

۱ (( )Cov x , y 0=    ۲ (( )E xy 2=  
۳ (( )E x y 3+   . صحيح است۳ و ۲ و ۱موارد ) ۴    =

  . درست است۴گزينه :حل

  ( )x , y Cov x , y 0→   اند  مستقل=
  .ت برقرار نباشد اما عكس عبارت بالا ممكن اس:توجه
üاين عبارت در شرايط استقلال صحيح است  .  ( )Cov x, y   ۱گزينه (=0

üاين عبارت در شرايط استقلال صحيح است .  ( ) ( ) ( )
x , y

E xy E x E y 2 1 2= ×  به دليل استقلال  ۲گزينه(=



  متغيرهاي تصادفي
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…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………… 

üاين عبارت در هر شرايطي صحيح است.  ( ) ( ) ( )E x y E x E y 2 1 3+ = + = +   ۳گزينه (=

). جدول مقابل داده شده است توأم با توزيع  y  وxدو متغير مستقل    ـ ۶۰ )E xy ۸۴حسابداري( كدام است؟( 

     

x
1 0 1

y
1 0.1 0.2 0.3
2 0.25 0.15 0

−

 

۱ (-0.3  ۲ (-0.2  ۳ (0.2  ۴ (0.3  
   . درست است۱گزينه :حل

( )

( )

x
1 0 1 f y

y
1 0.1 0.2 0.3 0.6
2 0.25 0.15 0 0.4

f x 0.35 0.35 0.3 1

−

  
( ) ( )
( ) ( )

E xy xyf x , y

1 1 0.1 1 2 0.25 0 1 0.2
0 2 0.15 1 1 0.3 1 2 0 0.3

=

= − × × + − × × + × ×

+ × × + × × + × × = −

∑∑
  

.اند  وابستهx و yاگر حداقل يك تقاطع در جدول توزيع احتمال صفر باشد، :  مستقل نيستند، با توجه به اين نكته كهy و xدو متغير : اشتباه طراح سؤال
   ( ) ( ) ( )x yf 1, 2 0 f 1 f 2 0.3 0.4= ≠ = ×  

) مستقل بودند بايد y , xدر صورتي كه اگر  ) ( ) ( )E xy E x E y= باشد  اما  :  

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E x 0.05 , E y 1.4 , E xy 0.3

0.05 1.4 0.3 E xy E x E y

= − = = −


− × ≠ − → ≠
  

)اگر   ـ ۶۱ )Cov x , y  )۸۵حسابداري  و مديريت (  صحيح است؟y وx باشد، كدام بيان براي رابطه=0

  الزاماً مستقل) ۴  رابطه غيرخطي  يا مستقل) ۳  رابطه غيرخطي)۲  رابطه خطي)۱
 . صحيح است۳گزينه :حل

  :كند، داريم را بيان مي )خطي يا غيرخطي بودن (كه كواريانس دو متغير جهت و نوع ارتباط آن دو  با توجه به آن
  ۱(اند  يا مستقل

)  ۲(يا رابطه غيرخطي دارند  )Cov x , y 0 x , y

= → 



  

 )۸۵حسابداري  و مديريت (  كدام است؟αاند،   با تابع احتمال مقابل داده شده y و xدو متغير مستقل    ـ ۶۲

١ (0.12   ٢ (0.2   
  
٣ (0.25   ٤ (0.3  

y
1 2 3

x
0 0.12 0.2 0.08
2 0.18 α β

  

    . درست است۴گزينه :حل
   : هاي جدول داشته باشيمy و x بايد به ازاء تمام y و xبا توجه به استقلال دو متغير 

  ( ) ( ) ( )f x , y f x f y=  
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)بنابراين براي  )f x 0 , y 2=    . نيز رابطه بالا بايد برقرار باشد=
  ( ) ( ) ( )f x 0 , y 2 f x 0 f y 2= = = = =  

( )

( )

y
1 2 3 f x

x
0 0.12 0.2 0.08 0.4
2 0.18 0.18

f y 0.3 0.2 0.08 1
α β α + β +
+ α + β

  

( )0.2 0.4 0.2
0.2 0.08 0.4

0.12 0.4
0.3

= × + α

→ = + α
→ = α
→ α =

  

) و صحت رابطه اميد رياضي Y و Xدر مورد دو متغير تصادفي   ـ ۶۳ )
( )

E XXE
Y E Y

  = 
 

  )۸۱اقتصاد (: توان گفت  مي

  . صفر داشته باشندكواريانس Y و Xوقتي صادق است كه ) ۲  . مستقل باشندY و Xوقتي صادق است كه ) ۱
  .هيچ وقت صادق نيست) ۴  .وقتي صادق است كه ناهمبسته باشند) ۳

  . درست است۴گزينه :حل

yاگر  , x ،از هم مستقل باشند x1 و
y

). نيز مستقل هستند )x 1E E x E
y y

   
= ←   

   
  

گاه  اما هيچ
( )

1 1E
y E y

 
= 

 
) نيست، بنابراين تحت هيچ شرايطي  )

( )
E xxE

y E y
 

= 
 

  . نيست

  ضريب همبستگي 

 )۸۶حسابداري و مديريت (رو، كدام است؟  ضريب همبستگي بين دو متغير در جدول روبه  ـ ۶۴

۱ (0.3  ۲ (0.3−  
۳ (0.2−  ۴ (0.2  

x 2 3 4 5 6
y 3 5 1 4 2

  

  . درست است۲گزينه :حل
    :يحي هستند  در جدول مورد نظر اعداد صحyوxبا توجه به آنكه 

i

i

x 20x = 4
n 5
y 15y = 3

n 5


= =


 = =

∑

∑
  

 :تر خواهد بود كارگيري فرمول زير از نظر سادگي در محاسبه مناسب به

  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2x x y y x x y yx y x x y y
0 4 02 3 2 0 2 1 43 5 1 2 0 0 44 1 0 2 1 1 15 4 1 1 2 4 16 2 2 1

3 10 10

− − − −− −
− −− →

−

−−
= − = =∑ ∑ ∑

  

  ( )( )

( ) ( )
xy 2 2

x x y y 3r
10x x y y

− − −
= =

− −

∑
∑ ∑
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)اگر   ـ ۶۵ )Cov x , y 10= ،x 5σ y و  = 3σ  )۸۳مديريت  ( اشد، ضريب همبستگي كدام است؟ ب=

۱ (1
2

−  ۲ (1
2

  ۳ (2
3

  كدام هيچ) ۴  

  . درست است۳گزينه :حل

  ( )
x y

Cov x , y 10 2r
5 3 3

= = =
σ σ ×

  

 

 :y و xرابطه بين دو متغير . نظر بگيريدهاي يك آزمون است در  رو كه نمايشي از پراكنش نمره شكل روبه  ـ ۶۶

 )۸۲ريزي شهري برنامه (  
  . ارتباطي وجود نداردy و xبين ) ۱
  .مبين همبستگي كامل است) ۲
  .تمبين همبستگي منفي و ناكامل اس) ۳
  .يك همبستگي مثبت و كامل وجود دارد) ۴

  
  . درست است۳گزينه :حل

rدهنده يك رابطه خطي و معكوس است و همچنين مقدار  شكل نشان 0.69= دانيم كه اگر  مي. است) معكوس(كننده رابطي خطي و منفي   نيز بيان−
rنقاط همه درست روي يك خط باشند مقدار  rاما در اين شكل نه مقدار . اي خواهد شد و همبستگي كامل خواهد بود  رابطه=1 1=  است و نه −

  .است) ناقص(بنابراين شكل مبين همبستگي منفي و ناكامل . اند طور دقيق روي يك خط واقع شده نقاط به

    

1 0− <ρ<  1ρ = −  

   رابطه معكوس و كاملy و xبين    رابطه معكوس و ناقصy وxبين 

  )تشخيص(ضريب تعيين 

2اگر  .  است 32 مساوي   Y و   X بين دو متغير     كواريانسفرض كنيد كه      ـ ۶۷
X 64σ 2 و   =

Y 25σ  توسـط   Y باشد، چند درصد تغييـرات       =
 )۸۰حسابداري (شود؟  بيان ميمتغير مستقل 

۱ (0.02   ۲ (0.04   ۳ (0.64   ۴ (0.80   
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 . صحيح است۳گزينه :حل

2R : درصد تغييرات متغير وابسته( )y كه توسط متغير مستقل ( )xشود  توضيح داده مي. 

  ( )( ) ( )2 2
2

2 2
x y

Cov x , y 32
R 0.64

64 25
= = =

×σ σ
  

از » تـر  چند برابر قـوي  «توان گفت همبستگي دو متغير اول          باشد، مي  0.3 و دو متغير ديگر      0.6اگر ضريب همبستگي بين دو متغير         ـ ۶۸
  )۸۳مديريت  ( دو متغير دوم است؟

  نه برابر) ۴  چهاربرابر) ۳  سه برابر) ۲  دو برابر) ۱

 . صحيح است۳گزينه :حل

براي چند برابر ) تشخيص(كند از ضريب تعيين  دت ارتباط خطي را فقط از جهت كامل يا ناقص بودن بيان ميكه ضريب همبستگي ش با توجه به اين
  :شود ها استفاده مي تر بودن رابطه قوي

     .تر از دو متغير دوم است  برابر قوي4همبستگي دو متغير اول 

  ( )
( )

( )
( )

22 2
11

2 2 2
2 2

R r 0.6 0.36 4
0.09R 0.3r

= = = =  

) ضريب تعيين ،در تحليل رگرسيوني ساده  ـ ۶۹ )2R۸۲ريزي شهري برنامه( بيانگر چيست؟( 

  .دهد شود را نشان مي ضريب تعيين درصد تغييرات متغير مستقل كه توسط متغير وابسته توضيح داده مي) ۱
  .دهد ضريب تعيين ميزان همبستگي بين متغير وابسته و متغير مستقل را نشان مي) ۲
  .دهد شود را نشان مي متغير وابسته كه توسط متغير مستقل توضيح داده ميضريب تعيين درصد تغييرات ) ۳
  .ضريب همبستگي بين متغير وابسته و متغير مستقل است) ۴

  . درست است۳گزينه :حل

2R) درصد تغييرات متغير وابسته ): ضريب تعيين( )yكه توسط متغير مستقل  ( )xشود  بيان مي.  

( )21 R− : درصد تغييرات متغير وابسته( )y كه توسط متغير مستقل ( )xشود  بيان نمي.  

  نرگرسيو

 )۸۵  و مديريت حسابداري (   كدام است؟x نسبت به yدر جدول مقابل شيب خط رگرسيون     ـ ۷۰

۱ (0.5     
۲ (0.4   
۳ (-0.4   
۴ (-0.5 

x y
5 8
6 3

10 4
7 5
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  . درست است۴گزينه :حل

    :در جدول مورد نظر اعداد صحيحي هستند yوxبا توجه به آنكه 

i

i

x 28x = 6
n 4
y 20y = 5

n 4


= =


 = =

∑

∑
  

 :تر خواهد بود زير از نظر سادگي در محاسبه مناسبكارگيري فرمول  به

 

( ) ( ) ( )( ) ( )2x x y y x xx y x x y y
6 45 8 2 3 2 16 3 1 2 3 910 4 3 1 0 07 5 0 0

7 14

− − −
− −

−
−

→− − −
−

= − =∑ ∑

  

  
( )( )

( )2

x x y y 7: b 0.5
14x x

− − −
= = = −

−

∑
∑

   شيب خط
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…………………………………………………………………………………………………………
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 هاي گسسته و پيوسته توزيع

  يكنواخت گسسته

):  به صورت مقابل توزيع شده باشد      xاگر كميت تصادفي      ـ ۱ )
1 x 1,2,3,4,5,6,7 ,8,9

f x 9
0

 == 


 ميانگين و واريانس آن برابر است       

 )۸۴اقتصاد ( : با

١ (( ) ( )81 9V x , E x
12 2

= =    ٢ (( ) ( )20V x , E x 5
3

= =  

٣ (( ) ( )12V x , E x 5
3

= =    ٤ (( ) ( )9 71V x , E x
12 10

= =  

  . درست است۲گزينه  :حل

  يكنواخت گسسته است با تابع چگاليxكه توزيع  با توجه به اين

  ( ) 1f x x 1 , 2 , ... , N
N

= =  

  
( )

( )
2 2

N 1 9 1E x 5
2 2

N 1 9 1 80 20V x
12 12 12 3

+ + = = =


− − = = = =

  

 ساير نقاط



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۷۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  برنولي

 :اي با تابع احتمال زير توزيع شده باشد  بر طبق قانون دو نقطهxاگر كميت تصادفي   ـ ۲

  ( ) x 1 x
x

x 0 , 1
P x p q

q 1 p
− =

=
= −

  

  )۷۲اقتصاد (اميد رياضي آن كدام است؟ 

١ (pq
n

  ٢ (( )p 1 p−  ٣ (p  ٤ (np  

  . درست است۳گزينه  :حل

).  استpاي همان توزيع برنولي است و مقدار اميدرياضي آن برابر  دونقطهتوزيع  )E x p=  
   :محاسبه از روش مستقيم

 ( ) ( ) x 1 x 0 1 0 1 1 1E x xf x xp q 0 p q 1 p q p− − −= = = × + × =∑ ∑  

1فرض كنيد  ـ ۳ 2x , x،متغيرهاي تصادفي مستقل با تابع چگالي احتمال زير باشند  

          ( ) ( )1 xxP X x 1 ; x 0,1 ; 0 1−= = θ − θ = < θ <  

) در آن صورت  )4 4
1 2E x . x ۸۸محيط زيست: ( برابر است با(  

١ (2θ  ٢ (4θ  ٣ (( )41− θ  ٤ (( )22 1θ − θ  

   . درست است۱گزينه  :حل

2 1x , x داراي توزيع برنولي با پارامتر p = θهستند پس ( ) ( )1 2E x E x= = θ و داريم  :  

1 0 4
1x  41  40  4

1x  1 0 1x  
θ  1− θ  ( )4

1P x  
→  

θ  1− θ  ( )4
1P x  →  

θ  1− θ  ( )P x  

  .  هم داراي توزيع برنولي با همان پارامتر استxبنابراين در توزيع برنولي هر تواني از 

  ( ) ( ) ( ) ( )4 4 2
1 2 1 2 1 2E x .x E x .x E x E x .= ========= = θ θ = θ  

  اي دوجمله

x و 1، 2، 3، 4، تابع aبه ازاي كدام مقدار   ـ ۴ 0=  ( )

4
x

P X x
3a 1

 
 
 = =

+
 )۸۷يت حسابداري و مدير(، يك تابع احتمال است؟  

١ (6   ٢ (5   ٣ (4   ٤( 3   

1x 2 وxمستقل  
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  . درست است۲گزينه  :حل

Eها در تابع احتمال گسسته برابر يك است يعني مجموع احتمال: يادآوري: 

  ( )
4

x 0

4 4 4 4 4 4
x 0 1 2 3 4

P x 1 1 1
3a 1 3a 1=

           
+ + + +           

           = → = → =
+ +∑ ∑  

  1 4 6 4 1 3a 1 3a 15 a 5→ + + + + = + → = → =  

      : توجه

n 4
n 4

x 0 x 0

n 4
2 2 16

x x= =

   
= → = =   

   
∑ ∑  

 نفري باشـد، انحـراف      96 تعداد افراد قبول شده در هر انتخاب         Xاگر  . اند  بول شده كننده در يك آزمون ق      شصت درصد افراد شركت     ـ ۵
 )۸۷حسابداري و مديريت ( كدام است؟ Xمعيار 

۱ (4.8   ۲ (3.6   ۳ (5.4   ۴ (7.2   

  . درست است۱گزينه  :حل

) ثابت است) قبول شدن(با توجه به اينكه احتمال موفقيت  )p )عداد موفقيت در نمونه توزيع ت =0.6 )n     :اي است با دوجمله =96
n 96 , p 0.6 ,q 0.4= = =  

  :اي واريانس عبارت است از دانيم كه در توزيع دوجمله مي

    2 16 6 6 4 4 6 2npq 96 0.6 0.4 4.8
100 10

× × × × ×
σ = = × × = → σ = =  

xاي اگر   در يك توزيع دو جمله  ـ ۶ x
6 3
5

σ = µ   )۷۶اقتصاد  (  كدام است؟ (n)ها   باشد، تعداد آزمايش =

١ (3  ٢ (4  ٣ (5  ٤ (6  

   . درست است۳گزينه  :حل
  ( ) ( ) ( )x ~ Bin n ,p E x np , V ar x npq→ = =  

  
( )X

np 3
X

E X n p 3

6 6 6 2 3 3npq npq 3q q ,p n 3 n 5
5 5 5 5 5 5

=

µ = = =



σ = = → = → = → = = → × = → =


 

  ) ۷۷اقتصاد ( بار پرتاب يك تاس سالم چقدر است؟ 12واريانس تعداد شماره فرد در   ـ ۷

١ (5
3

  ٢ (3  ٣ (4  ٤ (9  



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۷۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

   . درست است۲زينه گ :حل
nدر ) فردآمدن تاس(بنابراين توزيع تعداد موفقيت . جامعه نامحدود و احتمال ثابت است    :اي است با دوجمله) شكست/پيروزي( بار تكرار آزمايش =12

n 12= ، 1
2

q = P  ،  1) زوج (=
2

  p = P) فرد (=

  ( ) 1 1V ar X npq 12 3
2 2

= = × × = 

  )۸۱اقتصاد ( باشد، نمودار تابع احتمال آن به چه شكلي خواهد بود؟ p = 0.3 و n = 20اي  اگر در توزيع دو جمله  ـ ۸
  متقارن) ٤  چوله به چپ) ٣  چوله به راست) ٢  نمايي يك) ١

  . درست است۲گزينه  :حل
P باشد، نمودار احتمال مربوطه چوله به چپ است و اگر p > 0.5اي اگر  ع دو جملهطور كلي در توزي به  باشد، نمودار احتمال مربوطه چوله به >0.5

  .  ، نمودار احتمال مربوطه متقارن استp = 0.5راست و اگر 

احتمال اصابت تير به هـدف در هـر بـار           .  است 0.84مساوي   بار تيراندازي، حداقل يك تير به هدف اصابت كند،           2كه در     احتمال اين   ـ ۹
  )۸۱اقتصاد (چقدر است؟  

١ (0.4  ٢ (0.6  ٣ (0.16  ٤ (0.42  

  . درست است۲گزينه  :حل

موفقيت بنابراين توزيع تعداد . شويم جامعه نامحدود و احتمال ثابت است متوجه مي» احتمال اصابت تير به هدف در هر بار تيراندازي«با توجه به جمله 
nدر ) اصابت به هدف( n  : اي است با دوجمله) شكست/پيروزي( بار تكرار آزمايش =2 2, p ?= =  

 ( ) ( ) x n x 0 n 0n n
P x 1 1 P x 0 1 p q 1 p q

x 0
− −   

≥ = − = = − = −   
   

  P) حداقل يك تير اصابت كند= (

     q 0.4 , p 0.6→ = = →n 2 21 q 1 q 0.84 q 0.16= − = − = → =  
p   . احتمال اصابت تير به هدف در هر بار تيراندازي است=0.6

)مقدار .  است2 و انحراف معيار برابر 6اي ميانگين برابر  در يك توزيع دوجمله  ـ ۱۰ )P x   )۸۵اقتصاد (: برابر است با<0

١ (1   ٢ (
181

3
 
 
 

  ٣ (
1811

3
 −  
 

  ٤ (
1821

3
 −  
 

  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( )x ~ Bin n ,p E x np , V ar x npq→ = =  

  np 6

np 6
2 1npq 2 npq 4 6q 4 q , p , n 18
3 3

=

µ = =



σ = = → = → = → = = =

  

  ( ) ( )
0 18 18

x n xn 18 1 2 2P x 0 1 P x 0 1 p q 1 1
x 0 3 3 3

−        > = − = = − = − = −        
        

  



  آمار و احتمال

 

۷۴  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

اضـر  تعداد مسافراني كه جا رزرو كرده ولـي بـراي پـرواز ح            . شود   نفر جا رزرو مي    400 نفر است ولي براي      360ظرفيت هواپيمايي     ـ ۱۱
 )۸۷اقتصاد (  نفر براي پرواز حاضر شوند چقدر است؟   400احتمال اينكه همه   .  نفر در هر پرواز است40شوند به طور متوسط   نمي

١ (4000.1  ٢ (4000.9  ٣ (3600.1  ٤ (3600.9  
  .رست است د۲گزينه  :حل

)ثابت است ) مسافري جا رزرو كند و حاضر نشود(در هر پرواز احتمال موفقيت  )p ) بنابراين توزيع تعداد موفقيت در نمونه =? )n اي   دوجمله=400
n:است با p و =400   : آن كه ميانگين=?

np) احتمال رزرو كردن و حاضر نشدن(   40 400p 40 p 0.1µ = = → = → =  
  . نفر براي پرواز حاضر شوند يعني تعداد مسافراني كه جا رزور كرده و حاضر نشدند برابر صفر است400 كه وقتي همه دقت كنيد

( ) ( ) ( ) ( )0 400 400x n xn 400
P x 0 p q 0.1 0.9 0.9

x 0
−   

= = = =   
   

  

)رو كرده و حاضر نشدند در تعداد مسافراني كه رز )n 400=x :  







  

  

  اي چندجمله

كـه    احتمال اين .  كسب نمايد  0.2و   0.3،  0.5 را به ترتيب با احتمالات       C و   A  ،Bتواند سه نوع امتياز       برداري در هر آزمون مي      وزنه  ـ ۱۲
 )۸۶حسابداري  و مديريت ( باشد، كدام است؟ C بار 3 و  B بار A ،2 بار 2در هفت بار آزمون امتيازات وي  

١ (0.0378   ٢ (0.0756   ٣ (0.168   ٤( 0.378  

  . درست است۱گزينه  :حل

طوري كه نتايج دو به دو ناسازگار بوده و مجموع نتايج ممكن برابر يك شود، توزيع تعداد   هرگاه آزمايش داراي بيش از دو نتيجه ممكن باشد، به:نكته
  :صورت زير است و تابع چگالي احتمال آن بهاي است  ها در هر بار تكرار مستقل آزمايش، چندجمله موفقيت

  1 2

k
x x x

i1 2 k
1 2 k i 1

n
p p ... p , p 1

x x x
=

 
=  

 
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 3 2 2 37 7!P A P B P C 0.5 0.3 0.2 210 0.25 0.09 0.008 0.0378
2 2 3 2!2!3!

P A 0.5 , P B 0.3 , P C 0.2

 
= = × × × =  


= = =

  

 0.50 و   0.30 ،0.20هاي شركتي ممكن است، قبول، مردود و مشروط باشـد، در سـال پـيش                  اظهارنظر حسابرسان راجع به حساب      ـ ۱۳
هـاي    ميـانگين و واريـانس شـركت      . انـد   به صورت تصادفي انتخاب شده    شش شركت   . اند  نظرها به ترتيب قبول، مردود، مشروط بوده      

 )۸۲مديريت( مشروط به ترتيب از راست به چپ كدام است؟

١ ((1.2 , 1.2)   ٢ ((1.2 , 1.8)   ٣ ((1.5 , 3)   ٤ ((3 , 4)  

  . درست است۳گزينه  :حل

ج دو به دو ناسازگار بوده و مجموع نتايج ممكن برابر يك شود، توزيع تعداد طوري كه نتاي  هرگاه آزمايش داراي بيش از دو نتيجه ممكن باشد، به: نكته
  :صورت زير است اي است و تابع چگالي احتمال آن به ها در هر بار تكرار مستقل آزمايش، چندجمله موفقيت

  1 2

k
x x x

i1 2 k
1 2 k i 1

n
p p ... p , p 1

x x x
=

 
=  

 
∑ 



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۷۵  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 
0.5, n 6= 0.5)مشروط(=P)قبول و مردود(= ,q 1 P= = p)مشروط(− P=  

( )E x np 6 0.5 3= = × =  
( )V ar x npq 6 0.5 0.5 1.5= = × × =  







  

 بازنشسـته   0.10ل و    اهـالي شـاغ    0.40 نفر از اعضاي شهري كـه        5احتمال انتخاب دو شاغل و يك بازنشسته در انتخاب تصادفي             ـ ۱۴
 )۷۴اقتصاد  ( هستند چقدر است؟

١ (0.12   ٢ (0.5   ٣ (0.6   ٤ (0.9   

  . درست است۱گزينه  :حل

طوري كه نتايج دو به دو ناسازگار بوده و مجموع نتايج ممكن برابر يك شود، توزيع تعداد   هرگاه آزمايش داراي بيش از دو نتيجه ممكن باشد، به:نكته
  :صورت زير است اي است و تابع چگالي احتمال آن به بار تكرار مستقل آزمايش، چندجملهها در هر  موفقيت

  1 2

k
x x x

i1 2 k
1 2 k i 1

n
p p ... p , p 1

x x x
=

 
=  

 
∑  

( )P A 0.4→   A: شاغل =
( )P B 0.1→   B:  بازنشسته=
( ) ( )P C 1 0.4 0.1 0.5→ = − +   C: ساير افراد=







  

( ) ( ) ( )


( ) ( ) ( )2 1 2 2 1 25 5!P A P B P C 0.4 0.1 0.5 30 0.16 0.1 0.25 0.12
2 1 2 2!1!2!

 
= = × × × = 

 
↓↓

  

  بقيه                    بقيه    

  اي منفي دوجمله

)هاي برنـولي در ايـن توزيـع باشـد،              تعداد آزمايش  xاگر  .  است 0.6در يك توزيع پاسكال احتمال شكست         ـ ۱۵ )E x     بـراي پيشـامد 
 )۸۵حسابداري  و مديريت (دوازدهمين موفقيت كدام است؟

١ (20   ٢ (24   ٣ (25   ٤ (30   
  . درست است۴گزينه  :حل

اي  موفقيت، دوجمله) دوازدهمين( امين rبراي رسيدن به ) شكست/پيروزي(بنابراين توزيع تعداد تكرار آزمايش . جامعه نامحدود و احتمال ثابت است
  :منفي است با

r p و=12 q )شكست( و =0.4 0.6=  

( ) r 12E x 30
p 0.4

= = =  




  

  .كنيم استفاده مي) امين(اي منفي به دنبال جاي موفقيت هستيم به همين دليل از پسوند  در توزيع دوجمله: توجه



  آمار و احتمال

 

۷۶  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

2كه هر پرتاب بازيكني به هدف اصابت كند           احتمال اين   ـ ۱۶
3

كنـد پنجمـين       است، احتمال اينكه سومين پرتابي كه به هدف اصابت مي          

 )۸۴مديريت (پرتاب وي باشد، كدام است؟ 

١ (16
81

  ٢ (8
81

  ٣ (16
27

  ٤ (8
27

  

  .است درست ۱گزينه  :حل

موفقيت، ) سومين( امين rبراي رسيدن به ) پنجمين) (شكست/پيروزي(بنابراين توزيع تعداد تكرار آزمايش . جامعه نامحدود و احتمال ثابت است
  :اي منفي است با دوجمله

  :راه حل اول

( )
3 5 3

r x r

2 1p ,q , r 3 , x 5
3 3

x 1 5 1 42 1 8 6 8 16P x 5 p q
r 1 3 1 23 3 243 243 81

−
−

 = = = =

 − −      ×    = = = = = =         − −         

  

  .كنيم استفاده مي) امين(مين دليل از پسوند اي منفي به دنبال جاي موفقيت هستيم به ه  در توزيع دوجمله:توجه

توان حل كرد و در آخر از اعداد  قسمت تركيب مسئله يك  اي نيز مي اين مسئله را بدون در نظر گرفتن جاي موفقيت با توزيع دوجمله :راه حل دوم
  .واحد كم كرد

x : بار تكرار آزمايش5سه موفقيت در (اي  دوجمله (  

  
( )

4
3 2

x n x 3 5 3

2

2 1p , q , n 5
3 3

n 45 2 1 16P x 3 p q p q
x 23 3 3 81

− −

 = = =

         = = = = =               


  

  هندسي

خورد سـومين پرتـاب    كه اولين پرتابي كه به هدف مي    احتمال اين .  است 0.8كه هر پرتاب بازيكني به هدف اصابت كند،           احتمال اين   ـ ۱۷
 )۷۹مديريت ( وي باشد، چقدر است؟

١ (0.032   ٢ (0.2048   ٣ (0.231   ٤ (0.321   

   . درست است۱گزينه  :حل
  :براي رسيدن به اولين موفقيت، هندسي است با) شكست/پيروزي(بنابراين توزيع تعداد تكرار آزمايش . جامعه نامحدود و احتمال ثابت است

    :راه حل اول

( ) ( ) ( )2x 1

p 0.8, q 0.2

P x 3 q p 0.2 0.8 0.032−

= =


= = = =
  

واحد كم توان مسئله را حل كرد و در آخر از اعداد قسمت تركيب يك  اي نيز مي بدون در نظر گرفتن جاي موفقيت از طريق توزيع دوجمله :راه حل دوم
  .كرد



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۷۷  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

x :بار تكرار آزمايش3يك موفقيت در : اي دوجمله   

  
( ) ( ) ( )

2
2x n x 1 3 1 2

0

p 0.8,q 0.2,n 3

n 3
P x 1 p q p q q p 0.2 0.8 0.032

x 1
− −

= = =



   = = = = = =  
   

 

پس از مشاهده رنگ آن، مجدداً آن را        . كنيم   توپ سياه داريم، يك توپ به طور تصادفي انتخاب مي          5 توپ سفيد و     10در يك ظرف      ـ ۱۸
كدام است؟  ) تكرار(كنيم تا توپ سياه انتخاب شود، متوسط تعداد انتخاب  قدر تكرار مي     اين عمل را آن    گردانيم و   به داخل ظرف باز مي    

  )۷۱اقتصاد (
١ (3  ٢ (5  ٣ (6  ٤ (2  

   . درست است۱گزينه  :حل
يدن به اولين موفقيت، هندسي براي رس) شكست/پيروزي(بنابراين توزيع تعداد تكرار آزمايش . جامعه محدود، انتخاب با جايگذاري و احتمال ثابت است

  .اي بود خواست توزيع دوجمله  بار تكرار را ميnدر صورتي كه اگر تعداد موفقيت در .  است
10
15

q  =P  ،  5) سفيد (=
15

  p  =P) سياه  (=

( ) 1 1E X 3
5p

15

= = =  









  

. اي و توزيع اولين موفقيت هندسي است ها دوجمله  در صورتي كه جامعه محدود باشد، فقط اگر انتخاب با جايگذاري باشد توزيع تعداد موفقيت:توجه
ون فرض، انتخاب بد دانيم پيش همچنين مي. هندسي خواهد بود ها فوق در غير اين صورت وقتي انتخاب بدون جايگذاري باشد توزيع تعداد موفقيت

  .مگر در صورت سؤال باجايگذاري بودن ذكر شود. جايگذاري است

  فوق هندسي

 عـدد را خريـداري      4يك مشتري به طور تصـادفي       .  عدد معيوب است   3 عدد سالم و     9اي    بندي شده در جعبه     هاي بسته   از جوراب   ـ ۱۹
  ) ۷۳اقتصاد (است چقدر است؟  هاي معيوب در اين خريد به ترتيب از چپ به ر ميانگين و واريانس تعداد جوراب. كند مي

١ (6
11

3) ٢  1 و 
4

27) ٣  1 و 
12

9) ٤  1 و 
12

  2 و 

  . درست است۱گزينه  :حل
، )شكست/پيروزي( بار تكرار آزمايش nدر ) معيوب بودن( تعداد موفقيت جامعه محدود است و پيش فرض، انتخاب بدون جايگذاري است بنابراين توزيع

  . هندسي است فوق

  ( )

( )

N 12 , n 4 , k 3
k 3E X np n 4 1
N 12

N n 3 9 12 4 6Var x npq 4
N 1 12 12 12 1 11


 = = =

 = = × = × =

 − − = = × × × =  − − 

  

اي جامعه نامحدود است و اگر جامعه  بنابراين در توزيع دوجمله. كنند اي مقدار احتمال را بدون گفتن تعداد جامعه ذكر مي در توزيع دوجمله :توجه
  .هندسي است صورت توزيع فوق دانيم و در غيراين اي مي ط در صورتي كه انتخاب با جايگذاري ذكر شده باشد توزيع را دوجملهمحدود باشد فق



  آمار و احتمال

 

۷۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
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…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

شـود، توزيـع احتمـال تعـداد          سه مهره بدون جايگذاري از كيسه خـارج مـي         .  مهره سفيد است   4 مهره قرمز و     5اي  حاوي      كيسه  ـ ۲۰
  )۷۵اقتصاد (هاي قرمز كدام يك است؟  مهره

  يكنواخت) ٤  فوق هندسي) ٣  اي  دو جمله) ٢  پواسون) ١

 . درست است۳گزينه  :حل
، )شكست/پيروزي( بار تكرار آزمايش nدر ) قرمز بودن مهره(بنابراين توزيع تعداد موفقيت . جامعه محدود و پيش فرض، انتخاب بدون جايگذاري است

  :هندسي است فوق
N)قرمز( 9,n 3,k 5= = =  

x 0 , 1 , 2 , 3= ، ( )X

5 4
x 3 x

f x
9
3

   
   −   =

 
 
 

  









  

اي جامعه نامحدود است و اگر جامعه  بنابراين در توزيع دوجمله. كنند اي مقدار احتمال را بدون گفتن تعداد جامعه ذكر مي در توزيع دوجمله :توجه
 .هندسي است صورت توزيع فوق دانيم و در غيراين اي مي ا جايگذاري ذكر شده باشد توزيع را دوجملهمحدود باشد فقط در صورتي كه انتخاب ب

  اي هندسي به دوجمله تقريب فوق

  ، كدام است؟Xدر اين حالت تابع احتمال متغير تصادفي .  تايي انتخاب شده است40 نفره يك نمونة تصادفي 4000از يك جامعه   ـ ۲۱

  )۸۱حسابداري  (  
  اي  دوجمله) ٢    هندسي) ١
  اي  هم فوق هندسي و هم دو جمله) ٤    فوق هندسي) ٣

  . درست است۴گزينه  :حل

nهندسي  كه در توزيع فوق در صورتي 0.05
N

  . اي است هندسي تقريبي از توزيع دو جمله  باشد توزيع فوق≥

  n 40 0.01 0.05
N 4000

= = <  

  نوپواس

 3 دقيقـه    15كـه در      احتمـال ايـن   . كننـد   وآسون در هر ساعت دوازده اتومبيل براي زدن بنزين مراجعه مي          بطور متوسط با توزيع پ      ـ ۲۲
 )۸۳حسابداري (اتومبيل مراجعه كنند، چقدر است؟ 

١ (3e −  ٢( 12e −  ٣ (312e −  ٤ (34.5e −  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( )x ~ P E x V ar xλ → = = λ 

12 دقيقه 15در    3
4

λ = 12µاتومبيل در هر ساعت →= = λ =  

  ( )
x 3 3 3

3 3e e e 3 27P x 3 e 4.5 e
x! 3! 6 6

−λ −λ −
− −λ λ

= = = = = =  



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل
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………………………………………… 

) اگر پواسوندر يك توزيع   ـ ۲۳ ) ( )P X 1 P X 2= =   )۸۱اقتصاد  ( : برابر است باP ( X = 0 )گاه مقدار   آن باشد،=

١ (1
2

  ٢ (22e −  ٣ (1e −  ٤ (2e −  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) ( )
xex ~ P , P X x

x!

−λλ
λ = =  

  ( ) ( ) eP X 1 P X 2
− λ

= = = →
1 e

1!

−λλ
=

2
22 2

2!
λ

→ λ = λ → λ =  

)  )تر از صفراست عدد بزرگλكه  باتوجه به اين( )
2 0

2e 2P X 0 e
0!

−
−= = =  

فـاق   ساعت حـداكثر يـك تصـادف ات        6كه در     احتمال اين . افتد   تصادف در يك شهر اتفاق مي      12روز    به طور متوسط در هر شبانه       ـ ۲۴
 )۸۶اقتصاد ( بيفتد، چند است؟

١ (31 e −−  ٢( 31 3e −−  ٣ (34e −  ٤ (33e −  

  . درست است۳گزينه  :حل

  . استλواسون با پارامتر داراي توزيع پ) تعداد تصادفات در روز(تعداد اتفاقات در هر فاصله زماني يا مكاني 
  ( ) ( ) ( )x ~ P E x V ar xλ → = = λ  

12 ساعت 6در    6 3
24

→ λ = × 12µ ساعت   24:  در روز= = λ =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 13 3xx 1
3 3 3

x 0

e 3 e 3eP x 1 P x 0 P x 1 e 3e 4e
x! 0! 1!

− −−λ=
− − −

=

λ
≤ = = + = = = + = + =∑  

 دقيقه بعد، حداقل يك نفر وارد كتابخانـه         5احتمال اينكه در    . شود   دقيقه يك نفر وارد كتابخانه مركزي مي       2 در هر    به طور متوسط    ـ ۲۵
 )۸۷اقتصاد : (شود برابر است با

١ (2.5e −  ٢ (10e−  ٣ (101 e−−  ٤ (2.51 e−−  

  . درست است۴گزينه  :حل

Eتوزيع تعداد اتفاقات در واحد زمان پواسون است  :يادآوري. 

5 دقيقه      5متوسط نفر در   
2

→ λ 1λمتوسط نفر در دو دقيقه = =  

( ) ( )

5 0
2 5x

2

5e
e 2P x 1 1 P x 0 1 1 1 e

x! 0!

−
−λ −

 
 λ  ≥ = − = = − = − = −  

5,
2

λ  :X دقيقه 5 تعداد افراد وارد شده در =








  

  

  λطرفين را به 
 .كنيم تقسيم مي
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  پواسوناي به  تقريب دوجمله

 تلفـن وصـل كـرده       150اگر روزي   . كند  ها را اشتباه وصل مي       درصد از تلفن   4بر اساس تجربه، مشخص شده است كه يك تلفنچي            ـ ۲۶
   )۸۱مديريت (ت؟ كه بيش از يك شماره را اشتباه وصل كرده باشد، كدام اس باشد احتمال اين

١ (66e −  ٢ (61 7 e −−  ٣ (61 e −−  ٤ (61 5e −−  

  . درست است۲گزينه  :حل

)اي هرگاه  در توزيع دو جمله )n 20 ,p 0.05≥ ) يا ≥ )n 100 , p 0.1≥ npλ(م از تقريب پواسون استفاده كنيمتواني  مي≥  در نظر گرفته =
  ).شود مي

n .تقريب پواسون مناسب است 150 np 150 0.04 6 10= → λ = = × = ≤ p  و → 0.04=  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
6 1 6 0

6e . 6 e . 6P X 1 1 P X 1 1 P X 1 P X 0 1 1 7 e
1! 0!

− −
− 

> = − ≤ = − = + = = − + = −  
 

  

  )۸۰اقتصاد (اي است؟   له تقريب خوبي براي توزيع دوجمپواسونيك از موارد زير توزيع  در كدام  ـ ۲۷
١ (n = 25 و p = 0.04    ٢ (n = 50 و p = 0.28    
٣ (n = 60 و p = 0.58    ٤ (n = 150 و p = 0.93  

   . درست است۱گزينه  :حل
    .توانيم از تقريب توزيع پواسون استفاده كنيم اي در دو وضعيت زير مي در توزيع دوجمله

  n 100 , p 0.01≥ nيا ≥ 20 , p 0.05≥ ≤   
  üتقريب پواسون مناسب است.n 20 , p 0.05p 0.04 , n 25 ≥ ≤= = →)۱گزينه  

n.تقريب پواسون مناسب نيست   20 ,p 0.05p 0.28 , n 50 ≥ ≤= = →)۲گزينه  
n.تقريب پواسون مناسب نيست   20 , p 0.05p 0.58 , n 60 ≥ ≤= = →) ۳گزينه  
n.تقريب پواسون مناسب نيست   100 , p 0.1p 0.93 , n 150 ≥ ≤= = →)۴زينهگ  

  يكنواخت پيوسته

  )۷۸مديريت ( چقدر است؟    با اين تابع چگالي احتمالXميانگين متغير تصادفي   ـ ۲۸

  ( ) 2 1f x 1 x
3 2

= − ≤ ≤  

١ (3
4

−  ٢ (1
4

−  ٣ (1
4

  ٤ (3
4

  

    . درست است۲گزينه  :حل



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل
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  : يادداشت
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…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

1a:  داراي توزيع يكنواخت پيوسته باxدر اين سؤال هم .  يكنواخت پيوسته استx هرگاه تابع چگالي پيوسته يك عدد باشد، توزيع :نكته 1 , b
2

= − =  

  :راه حل اول

  

( )
( )

( )

1 1 1 2 1f x 1 x
1 3b a 3 21
2 2

11a b 12E x
2 2 4

 = = = = − ≤ ≤ − − −

 − ++ = = = −

  

  :محاسبه اميدرياضي از روش مستقيم است :راه حل دوم

  ( ) ( )
11b 222

a 1 1

2 1 1 1 1 3 1E x xf x dx x dx x 1
3 3 3 4 3 4 4− −

     = = ⋅ = = − = × − = −         ∫ ∫  

) با چگالي xواريانس متغير تصادفي    ـ ۲۹ ) 2 1f x 1 x
3 2

 
= − < < 

 
   )۸۳مديريت   (  كدام است؟  

١ (1
16

  ٢ (3
16

  ٣ (4
9

  ٤ (9
4

  

   . درست است۲گزينه  :حل

1a:  داراي توزيع يكنواخت پيوسته باxدر اين سؤال هم .  يكنواخت پيوسته استx هرگاه تابع چگالي پيوسته يك عدد باشد، توزيع :نكته 1 , b
2

= − =  

    :ه حل اولرا

( )
( )

( ) ( )
2 2

2
2
x

1 1 1 2 1f x 1 x
1 3b a 3 21
2 2

1 3 91b a 32 2 4
12 12 12 12 16

 = = = = − < < − − −



    − −    −    σ = = = = =


  

  :محاسبه واريانس از روش مستقيم :راه حل دوم

  ( ) ( )( )
21 121 1

2 2 22 2 2 3 22 2x 1 1 1 1

2 2 2 2 3E x E x x . dx x . dx x x
3 3 9 6 16− − − −

        σ = − = − = − =             
∫ ∫  

 : به صورت زير استxتابع چگالي احتمال متغير تصادفي   ـ ۳۰

  1 x 5≤ ≤  
  xادير براي ساير مق

( )
1

f x 4
0


= 

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………………………………………… 

4 برابر xاگر واريانس 
3

  )۸۶اقتصاد ( كدام است؟ x باشد، ضريب تغييرات 

١ (2 100
3 3

×  ٢ (4 100
3

×  ٣ (2 3
100

4
×  ٤ (3

100
6

×  

  . درست است۱گزينه  :حل

     : داراي توزيع يكنواخت پيوسته باxدر اين سؤال هم .  يكنواخت پيوسته استx هرگاه تابع چگالي پيوسته يك عدد باشد، توزيع :نكته

a 1 , b 5= ) و = ) 1 1 1f x
b a 5 1 4

= = =
− −

  

  :راه حل اول

  ( ) ( ) ( )2 2
2
x

b a 5 1a b 1 5 16 4 2E x 3 ,
2 2 12 12 12 3 3

− −+ +
= = = σ = = = = → σ =  

  

2
3 2CV 100 100 100

3 3 3
σ

= × = × = ×
µ

  )ضريب تغييرات (

  .دست آوردن آن هم ساده بود اگر چه مقدار واريانس در صورت مسئله داده شده اما به
  .يم استدست آوردن اميد رياضي از طريق مستق به :راه حل دوم

  ( ) ( ) ( )
55 5 2

1 1 1

1 1 1 24E x xf x dx x. dx x 25 1 3
4 8 8 8

 = = = = − = =  ∫ ∫  

  نرمال 

)گيرند؟   قرار مي26 و 38ها بين دو عدد   تقريباً چند درصد داده4 و واريانس 32در يك توزيع نرمال با ميانگين   ـ ۳۱ )3S 0.0013−
−∞ = 

 )۸۵حسابداري  و مديريت  (   
١ (89.6   ٢ (92.3   ٣ (95.4   ٤ (99.7  

  .ت درست اس۴گزينه  :حل

  ( )2x ~ N 32 , 4µ = σ =  

)درصد   ) ( )26 32 x 38 32P 26 x 38 P P 3 Z 3 0.9974 99.7
4 4

 − −µ −
< < = < < = − < < = →  σ 

  

  

( ) ( )
( )

3S P Z 3 P Z 3 0.0013

P 3 Z 3 1 2 0.0013 0.9974

−
−∞ = < − = > =

− < < = − × =
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) باشد، و    10 و انحراف معيار     100 نرمال با ميانگين     Xاگر توزيع     ـ ۳۲ )P X a 0.0668≤ : راهنمـايي ( كـدام اسـت؟   a باشـد، مقـدار     =

( )1.5
5

f z d z 0.9332
−

  )۷۷مديريت )(∫=

١ (50  ٢ (85  ٣ (115  ٤ (150  

  . درست است۲گزينه  :حل
  :با توجه به نوع چهارم سؤالات نرمال

  ( )2 2X ~ N 100 , 10µ = σ = 

  ( ) ( ) X a 100 a 1001 P X a P P Z 0.0668
10 10

− µ − −   ≤ = ≤ = ≤ =   σ     

  

( ) ( )
5

2 f z
−

( )
1.5

d z P Z 1.5 0.9332
− ∞

= < = →∫  

( ) ( )P Z 1.5 1 P Z 1.5 1 0.9332 0.0668> = − < = − =  

    : با توجه به نكته

( ) ( )P Z A P Z B A B< = > → = −  

   ( ) ( ) ( )a 1001 , 2 1.5 a 85
10
−

= − → =  

  ( ) ( ) ( )1001 , 2 1.96 119.6
10

− µ
= − → µ =    

اگر يـك دانشـجو از بـين آنـان بـه            .  يك توزيع نرمال است    2.25 و واريانس    14توزيع نمرات دانشجويان يك دانشكده با ميانگين          ـ ۳۳

) خواهد داشت؟  17تصادف انتخاب شود با كدام احتمال نمره بالاتر از   )2
0S  )۸۴مديريت  (=0.4772

١ (0.2886   ٢ (0.0456   ٣ (0.0114   ٤ (0.0228  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( )2x ~ N 14 , 2.25µ = σ =  

  ( ) ( )x 17 14 3P x 17 P P Z P Z 2 0.0228
1.52.25

 − µ −  > = > = > = > =    σ   
  

  

( )
( )

2
0S P 0 Z 2 0.4772

P Z 2 0.5 0.4772 0.0228

= < < =

→ > = − =
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) داراي توزيع  xاگر   ـ ۳۴ )N , 100µ  باشيم    باشد و داشته( )P x 124 0.05> 0.05Z و  =   )۸۵اقتصاد  (: برابر است باµگاه مقدار    آن=1.65
١ (140.5   ٢ (121.9   ٣ (107.5   ٤ (104.5   

  . درست است۳گزينه  :حل

  ( )2x ~ N , 100µ σ =  

   ( ) ( ) x 124 1241 P x 124 P P Z 0.05
10100

 − µ − µ − µ > = > = > =    σ   
  

( )P Z 1.65 0.05→ > =  

  

( ) 0.052 Z 1.65= →  

)با توجه به رابطه  ) ( )P Z A P Z B A B> = > →     :داريم=

  ( ) ( ) 1241 , 2 1.65 107.5
10

− µ
= → µ =  

ــانگين     ـ ۳۵ ــا مي ــال ب ــع نرم ــك توزي ــانس 17.2در ي ــش  ة، داد16 و واري ــاه و ش ــر پنج ــت؟    نظي ــدام اس ــدك آن ك ــين ص ام
( )( )P Z 0.15 0.44< −  )۸۶ريزي شهري  برنامه (=

١ (18.4  ٢ (16.6  ٣ (18.2  ٤ (17.8  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( )2X ~ N 17.2 , 16µ = σ =  

 0.56Q:امين صدك ششپنجاه و 

  

( )P x a 0.56≤ = →  

  ( ) ( ) x a 17.21 P x a 0.56 P 0.56
4

− µ − ≤ = → ≤ = σ 
  

  

( ) ( )
( )

2 P Z 0.15 0.44

P Z 0.15 1 0.44 0.56

< − = →

> − = − =
  

    :با توجه به نكته
 ( ) ( )P Z A P Z B A B< = > → = −  

  ( ) ( ) ( )a 17.21 , 2 0.15 a 17.8
4

−
= − − → =  



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۸۵  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  اي به نرمال تقريب دوجمله

 84احتمال آنكه حداقل    .  است 0.8احتمال آنكه هر يك خريدي را انجام دهند         . كنند  وشگاهي مراجعه مي   متقاضي به فر   100تعداد    ـ ۳۶
  )۸۸اقتصاد (نفر خريدي را انجام دهند تقريباً چقدر است؟ 

١ (%3  ٢ (%16  ٣ (%34  ٤ (%47  

   . درست است۲گزينه  :حل
)ثابت است) خريد كردن(احتمال موفقيت  )p ) بنابراين توزيع تعداد موفقيت در نمونه =0.8 )n     : اي است با    دو جمله=100

n 100 , p 0.8 , q 0.2= = =  

Eاي هرگاه در توزيع دو جمله: يادآوري( )nq ,nq 2 باشند، تقريب آن به نرمال با<5 npq , npσ = µ ين سئوال نيز در ا.  مناسب خواهد بود=
np 100 0.8 80 5 , nq 100 0.2 20 5= × = > = × =   :  است بنابراين تقريب آن به نرمال مناسب خواهد بود با <

  2

np 100 0.8 80

npq 100 0.8 0.2 16

µ = = × =


σ = = × × =
  

  ( ) ( )x np 84 80P x 84 P P Z 1 0.16 %16
npq 16

 − −
≥ = ≥ = ≥ = =  

 
  

Eيادآوري:  

  

( ) ( )P Z 1 P Z 1 0.16≤ − = ≥ =  

  



 

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 اي و برآورد هاي نمونه توزيع

  اي هاي نمونه توزيع

) ميانگين نمونه توزيع )X   

احتمـال اينكـه    .  دسـتگاه اسـت    10 و انحراف معيـار      50هاي فروخته شده توسط يك شركت در ماه داراي ميانگين             تعداد اتومبيل   ـ ۳۷
 )۸۷اقتصاد ( دستگاه باشد، چقدر است؟ 48 تايي كمتر از 100ميانگين به دست آمده از يك نمونه تصادفي 

١ (%2.5    ٢ (%5   ٣ (%45  ٤ (%47.5   

   . درست است۱گزينه  :حل
n، واريانس جامعه معلوم و )چون از نرمال بودن بودن چيزي گفته نشده(توزيع جامعه نامعلوم  xتوزيع ) ـ الف۳مورد ( است پس بنابر قضيه حد مركزي <30

    .نرمال است
2

x ~ N ,
n

 σ
µ  

 
  

  ( ) ( )x 48 50P x 48 P P Z 2 0.025 %2.510
n 100

50 , 10 , n 100

  
  −µ −  < = < = < − = = σ 

   
 µ = σ = =

    



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۸۷  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 
Eيادآوري:  

  
احتمال اينكه  .  ساعت است  30 ساعت و انحراف معيار      200هاي توليدي كارخانه آلفا داراي توزيع نرمال با ميانگين            طول عمر باطري    ـ ۳۸

  )۸۸اقتصاد ( تقريباً چقدر است؟  ساعت باشد،210 تا 190تايي بين 36ها در يك نمونه تصادفي  ميانگين طول عمر باطري
١ (%25  ٢ (%32  ٣ (%68  ٤ (%95  

   . درست است۴گزينه  :حل

  ( )2 2X N 200 , 30µ = σ = طول عمر باطري  

  ( ) ( )190 200 x 210 200P 190 x 210 P P 2 z 2 0.95
30 30
36 n 36

 
 − − µ − < < = < < = − < < =

σ 
 
 

  

Eيادآوري:  
  

  
( )P 2 z 2 0.95− < < =  

  Xاز روي توزيع  n محاسبه

)اي    م انحراف معيار ميانگين نمونه    اگر بخواهي   ـ ۳۹ )xσ     براساس حجم نمونه n  اسـت   6اي كه داراي انحراف معيار         تايي از جامعه   =64
 )۸۲اقتصاد (به نصف كاهش يابد، حجم نمونه بايد چند تاشود؟ 

١ (128   ٢ (182   ٣ (256   ٤ (320   

   .ست درست ا۳گزينه  :حل

 
n 64 4 256→ = × = n برابر شود4 بايد .x x x

x x

x

1 1
2 2n n 4n

n 64, 6

σ σ σ
σ → σ → → = →


 = σ =

  

  اي نصف خواهد شد كه حجم نمونه چهار برابر شود در صورتي انحراف معيار ميانگين نمونه

)توزيع تفاضل يا مجموع ميانگين دو نمونه  )1 2X X±  

براساس . باشند  مي4 و 8هاي به ترتيب برابر با  هاي يكسان و واريانس اراي توزيع نرمال با ميانگين دy , xدو متغير تصادفي مستقل   ـ ۴۰
 به  y و   xهاي ميانگين دوجامعه به ترتيب         برآوردكننده y) متغير( از جامعه    8 و   x) متغير( از جامعه    16هاي    دو نمونه تصادفي به اندازه    

)دست آمده، توزيع  )x y−۸۳اقتصاد(  كدام است؟( 

١ (( ) ( )x y ~ N 0,12−  ٢ (( ) ( )x y ~ N 0, 1−  ٣ (( ) ( )x y ~ N 0, 4−  ٤ (( ) ( )x y ~ N 0, 8−  



  آمار و احتمال

 

۸۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  . درست است۲گزينه  :حل

1م و ها معلو  واريانس جوامع نرمال، 2n ,n x است پس، توزيع ≤1 y− 1 اي هاي نمونه مورد اول از توزيع بنابر 2x ± xنرمال است با :  

( )

( )
( )

1 2
1 22 2

1 2 2 21 2
1 21 2
1 2

E x y 0
x y ~ N , x y ~ N 0, 18 4n n V ar x y 1

n n 16 8

µ = µ − =µ −µ → σ σ  − µ −µ + → → − σ σ   − = + = + = 


  

)توزيع نسبت نمونه )p  

. هـا بيكارنـد      نفـر از آن    320 تايي انتخاب شده است و معلوم شده كـه           1600نمونه تصادفي   از جمعيت فعال يك شهر بزرگ، يك          ـ ۴۱
 )۸۱اقتصاد ( برآورد نرخ بيكاري در اين شهر و انحراف معيار آن به ترتيب كدام است؟

١ (0.20 ، 0.0001  ٢ (0.15، 0.16  ٣ (0.20 ،  0.01  ٤ (0.15، 0.001  
 . درست است۳گزينه  :حل

xنرخ بيكاري 320p 0.2
n 1600

= = =  

( ) p q 0.2 0.8p 0.01
n 1600

×
σ = = =  

n)تعداد افراد داراي صفت موردنظر( 1600, x 320= =  









  

N جامعه هم داده شده ضريب تصحيح Nگيري بدون جايگذاري است و  وقتي نمونه: توجه n
N 1

−
−

  .شود  ضرب ميp در واريانس 

 از جامعــه گرفتــه و 2n و1nهــاي اي، دو نمونــه تصــادفي مســتقل بــه حجــم هــا در جامعــه بــراي تخمــين نســبت موفقيــت  ـ ۴۲

1برآوردكننده 2

1 2

x x
p̂

n n
+

=
+

كميـت انتظـاري   . هـا در نمونـه اول و دوم اسـت           تعداد موفقيت  2x و 1x پيشنهاد شده است كه در آن      

 )۸۵اقتصاد (اين برآوردكننده كدام است؟ ) اميدرياضي(

١ (p  ٢ (x

1 2

2
n n

µ

+
  ٣ (1 2

1 2

p p
n n

+

+
  ٤( 

1 2

2p
n n+

  

  . درست است۱گزينه  :حل

  :اي به دنبال نسبت يا درصد موفقيت هستيم روابط زير هميشه برقرار است اي دوجمله هرگاه در جامعه

  
( )
( )

ii
i

i i i

E p px
p

n E x n p

 == → 
=

   

  
( )

( ) ( )

( )

1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 21 2

1 2 1 2

E x E xx x x x
ˆ ˆp E p E

n n n n n n

n n pn p n p
p

n n n n

+ + +
 = → = =
 + + + 

++
= = =

+ +

  



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۸۹  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 از جامعه گرفته شده و برآوردكننـده        2n و   1nهاي    جماي دو نمونه تصادفي مستقل به ح        ها در جامعه    براي تخمين نسبت موفقيت     ـ ۴۳
 ام است؟ كميت انتظاري اين برآوردكننده كد    . ها در نمونه اول و دوم است         تعداد موفقيت  2x و   1xزير پيشنهاد شده است كه در آن        

1 2

1 2

x x1p̂
2 n n

 
= + 

 
  ) ۸۷اقتصاد  (

١ (p   ٢ (xµ  ٣ (
1 2

p
2n n

  ٤ (( )1 2 x

1 2

n n
n n
+ µ

+
  

  . درست است۱گزينه  :حل
  :منظور از كميت انتظاري همان اميد رياضي برآوردكننده است بنابراين

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

E x E xx x n p n p1 1 1 1ˆE p E p p p
2 n n 2 n n 2 n n 2

E x n p , E x n p

       
= + = + = + = + =             


 = =

  

2دقت كنيد كه   :توجه 1x ,xاي هستند  هر دو داراي توزيع دوجمله  

 )۸۷اقتصاد (هاي كوچك چيست؟   در نمونهpگيري  در آزمون فرضيه مربوط به يك نسبت خاص در جامعه، توزيع نمونه  ـ ۴۴

  پواسون) ٤  اي دوجمله) ٣  نرمال) ٢  نمايي) ١
  . درست است۳گزينه  :حل

Eهاي كوچك  در نمونه: يادآوري( )n )هاي بزرگ  اي و براي نمونه  دوجملهp توزيع >30 )n  بنابر قضيه حد مركزي نرمال p توزيع <30
 .خواهد بود

)نس نمونهتوزيع واريا )2S  

 )۸۶اقتصاد  ( تايي از جامعه نرمالي كمتر از واريانس مربوط به آن جامعه باشد، كدام است؟     36كه واريانس يك نمونه تصادفي     احتمال اين  ـ ۴۵

١ (( )( )1, 35P F 6<  ٢ (( )( )1, 36P F 5<  ٣ (( )
2
35P 36 χ < 

 
  ٤( ( )

2
35P 35 χ < 

 
  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 22 2
n 1 352 2

n 1 S n 1
P S P P n 1 P 35

−

 − − σ     <σ = < = χ < − = χ <        σ σ 
 

)هاي دو نمونه توزيع آماره نسبت واريانس )2 2
1 2S S/  

 )۷۴اقتصاد (پذيريد؟  كدام تعريف را ميFبراي توزيع   ـ ۴۶
  .باشد توزيع نسبت واريانس دو جامعه اصلي مي) ١
  .باشد ريانس نمونه به واريانس جامعه اصلي ميتوزيع نسبت وا) ٢
  .توزيع نسبت واريانس جامعه اصلي به واريانس نمونه با درجه آزادي معلوم است) ٣
  .باشد توزيع نسبت واريانس دو نمونه مي) ٤



  آمار و احتمال

 

۹۰  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  . درست است۴گزينه  :حل

در شرايطي كه . هايشان است  به درجه آزادي2χع نسبت دو توزيع در واق. هايشان است  جامعه  دو نمونه  به واريانس  توزيع نسبت واريانسFتوزيع 
  . درجه آزادي است2n و 1n با Fواريانس دو جامعه با هم برابر باشند نسبت واريانس دو نمونه توزيع 

  
2 2
1 2

1 2

2 2 2
1 1 1

n 1,n 1 2 2 2
2 2 2

S S
F F

S S

/
/

σ =σ
− −

σ
= → =

σ
  

  .ها نابرابر است دانيم مگر در صورت سؤال ذكر شود كه واريانس  دو جامعه را برابر مي فرض واريانس هميشه پيش: جهتو

  اي هاي نقطه خواص برآوردكننده

  نااريبي 

 )۷۰اقتصاد : ( يك برآوردكننده نااريب است اگرθ از پارامتر θ̂برآورد كننده   ـ ۴۷

١ (( )2 2ˆσ θ = θ  ٢ (( )ˆP 0θ − θ ≥ ε =  ٣( ( ) ˆE θ = θ  ٤ (( )ˆE θ = θ  

   . درست است۴گزينه  :حل

): باشد يعنيE)آماره= (هرگاه  پارامتر )ˆE θ = θ ،θ̂زن نااريب يا بدون تورش يا  ناتور براي  تخمينθاست .  

nهاي    اگر كميت   ـ ۴۸ 2 1X , ... , X , X      نمونه تصادفي با حجم n     يا  ) آماره( اي    يك از توابع نمونه      از جامعه نرمال باشد، كدام(Statistic) 

 )۷۱اقتصاد ( باشد؟  مي2σ  از واريانس )اريب( زير تخمين با تورش 

١ (( ) ( ) 2
i

1 n
X X

f X , ... , X
n 1

−
=

−
∑  ٢ (( ) ( ) 2

i
1 n

X X
f X , ... , X

n

−
=

∑  

٣ (( ) ( ) 2
i

1 n
X

f X , ... , X
n

− µ
=

∑  ٤ (( )
2
i 2

1 n
X

f X , ... , X
n

= − µ∑  

   . درست است۲گزينه  :حل

  . اريب است2σاي جز اين دو براي   اند و هر آماره۳ و ۱ گزينه 2σهاي نااريب براي  تنها آماره

)   : با هم برابرند۴ و ۳هاي  هاي گزينه آماره: توجه ) 2 2
i i2 2xx

S
n n

− µ
= = − µ

∑∑ 

 

nاگر    ـ ۴۹ 2 1x ,..., x , x      نمونه تصادفي به حجم n        از جامعه نرمال با اميد رياضي µ    2 و واريانسσ  اي  يـك از توابـع نمونـه     باشد، كدام
(Statistic)2زني ناتور براي واريانس   زير، تخمينσ۷۲اقتصاد (باشد؟   توزيع فوق مي( 

١ (( ) 2
ix x

n

−∑  ٢ (( ) 2
max minx x−   ٣ (( ) 2

ix x

n 1

−

−
∑  ٤ (( ) 2

ix x

n 1

−

+
∑  



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۹۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  . درست است۳گزينه  :حل
  :هاي نااريب براي واريانس جامعه عبارتند از تنها آماره

  ( ) ( )2 2 2
1 2E S E S= = σ  

    ) برآوردكننده بهتري است( جامعه معلوم باشد µهرگاه 

( )
( )

n 2
i 2

i 1 i 22
1

x
x

S
n n

=
− µ

= = − µ
∑ ∑  

    .)فرض است پيش.( جامعه نامعلوم باشدµهرگاه 

  ( ) ( )2 2
i i2 2

2 i

x x x1S x
n 1 n 1 n

 −  = = − − −   

∑ ∑
∑ 

ˆ برآوردكننده   kبراي چه مقداري از       ـ ۵۰ kXθ اي اسـت كـه داراي تـابع          معـه  جا θاز پارامتر   ) نااريبي(  برآوردكننده بدون تورشي     =
 )۷۳اقتصاد ( چگالي احتمال زير است؟

  
( )

( )

1f x 0 x

f x 0

 = < <θ θ
 =

  

١ (6  ٢ (4  ٣ (2  ٤ (1  
   . درست است۳گزينه  :حل

a داراي توزيع يكنواخت پيوسته است باf (x)كه  باتوجه به اين 0 , b= = θداريم :  

  ( ) a bE x
2
+

) و = ) 1f x a x b
b a

= ≤ ≤
−

  

  ( ) ( )1 1 1 a b 0f x 0 x , E x
b a 0 2 2 2

+ θ + θ
= = = < <θ = = =

− θ − θ
  

) نااريب باشد بايد θ̂كه  حال براي اين )ˆE θ = θشود :   

 ( ) ( ) ( )ˆE E kx kE x k k 2
2
θ

θ = = = = θ → =  

  .اگر تشخيص ندهيم كه توزيع يكنواخت پيوسته است ناچار به محاسبه اميدرياضي هستيم

  
( ) ( ) 2 2

0 0 0

1 1 1 1 1E x x.f x dx x. dx x .
2 2 2

θθ θ θ = = = = θ = θ θ θ ∫ ∫
  

)براي واريانس جامعه   ) نااريب(يك برآوردكننده بدون تورش   ـ ۵۱ )2
xσ۸۰اقتصاد (  كدام است؟( 

١ (( ) 2
x2

x
X

n

− µ
σ =

∑  ٢ (( ) 2
2
x

X X
n
−

σ = ∑  ٣ (( ) 2
x2

x
X

n 1

− σ
σ =

−
∑  ٤ (( ) 2

x2
x

X

n 1

− µ
σ =

−
∑  

 نقاط ساير



  آمار و احتمال
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  : يادداشت
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…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 . درست است۱گزينه  :حل

2منظور از : اشتباه طراح سؤال
xσ2ها   در گزينه

xSاست  .  
  :هاي نااريب براي واريانس جامعه عبارتند از تنها آماره

  ( ) ( )2 2 2
1 2E S E S= = σ  

  )برآوردكننده بهتري است(شد  جامعه معلوم باµهرگاه 

  
( )

( )

n 2
i 2

i 1 i 22
1

x
x

S
n n

=

− µ

= = − µ

∑ ∑  
  .)فرض است پيش.( جامعه نامعلوم باشدµهرگاه 

  ( ) ( ) 22
ii2 2

2 i

xx x 1S x
n 1 n 1 n

 
−  

= = − − −  
 

∑∑ ∑ 

 )۸۲اقتصاد (است كدام است؟اي كه داراي توزيع چگالي احتمال زير   جامعهθبرآوردكننده بدون تورشي از پارامتر   ـ ۵۲

  
( )

( )

2f x 0 x

f x 0

 = ≤ ≤ θ θ
 =

  

١ (ˆ X 2θ = −  ٢ (1ˆ X
2

θ =  ٣ (ˆ 2Xθ =  ٤ (ˆ Xθ =  

 . درست است۴گزينه  :حل

  ( )
2

0
0

2 xE x x. dx
θ

θ  
= = = θ 

θ θ  
∫( ) 2f x 0 x= ≤ ≤θ →

θ
  

 برابر شد به عنوان جواب انتخاب كنيم چون براي نااريب بودن بايد θاي را كه اميدش با  ها اميد بگيريم و گزينه ها در گزينه حال بايد از تك تك آماره

( )ˆE θ = θباشد .  

)اريب   ) ( ) ( )ˆ:E E x 2 E x 2 2θ = − = − = θ − ≠ θ۱گزينه  

)اريب   ) ( )E xxˆ: E E
2 2 2

θ θ = = = ≠ θ 
 

  ۲گزينه 

)اريب   ) ( ) ( )ˆE E 2x 2E x 2θ = = = θ ≠ θ : ۳گزينه  

)نااريب   ) ( )ˆE E xθ = = θ : ۴گزينه  

ˆx برآوردكننده   kبه ازاي چه مقداري از        ـ ۵۳
k

θ  كـه داراي تـابع      اي اسـت     جامعـه  θاز پـارامتر    ) نااريبي(برآوردكننده بدون تورشي    =
   )۸۵اقتصاد  (احتمال گسسته مقابل است؟    

 ( ) ( )
( )

1 xxf x 1 x 0 ,1

f x 0

− = θ − θ =


=
  

١ (1
2

  ٢ (1  ٣ (2  ٤ (5  

 xبراي ساير مقادير  

 xبراي ساير مقادير 



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۹۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  . درست است۲گزينه  :حل

    :  است داريمθلا، تابع چگالي توزيع برنولي با پارامتر كه تابع با با توجه به اين
  ( )E x→ = θ برنوليx ~  

) نااريب باشد بايد θ براي θ̂حال اگر بخواهيم  )ˆE θ = θشود بنابراين :  

  ( ) ( )E xxˆE E k 1
k k k

θ θ = θ → = = = θ → = 
 

  

    . را محاسبه كنيمXاگر تشخيص ندهيم كه تابع چگالي بالا، تابع چگالي توزيع برنولي است بايد اميد 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 x 1 0 1 1x 0 1

x 0 x 0
E x xf x x 1 0 1 1 1− − −

= =

= = θ − θ = × θ × − θ + ×θ × − θ =θ∑ ∑ 

k) تورش( اريب  باθ برآوردكننده پارامتر θ̂اگر   ـ ۵۴ 5θ  )۸۶اقتصاد (است؟  )بدون تورش( باشد، كدام برآوردكننده زير نااريب +

١ (
ˆ 5

k
θ −  ٢ (

ˆ 5
k 1
θ −

+
  ٣ (

ˆ 5
k k 1
θ

−
+

 ٤ (( ) 5ˆk 1
k 1

+ θ +
+

  

   . درست است۲گزينه  :حل
  :گيريم  رابطه مربوط به اريبي را در نظر ميابتدا

  ( )ˆE k 5θ − θ = θ     اريبي:+
) برابر با θ براي پارامتر Tكه شرط نااريبي برآوردكننده دلخواه  حال از آنجا )E T = θ است، كافي است در رابطه بالا θ را به سمت راست تساوي 

  . مشخص شودTمنتقل كرده و بقيه مقادير را به سمت چپ، داخل اميد رياضي قرار دهيم تا برآوردكننده نااريب 

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ 5ˆ ˆ ˆE k 5 E 5 k E 5 k 1 E
k 1

 θ −
θ − θ = θ + → θ − = θ + θ → θ − = + θ → = θ  + 

  

  سازگاري

)فرمول   ـ ۵۵ )
n

ˆlim P 1
→∞

θ − θ < ε  )۷۱اقتصاد ( يك از موارد زير است؟    بيان كننده كدام=

  (Consistency)اي  در برآورد نقطه) پايداري( سازگاري ) ١
  (Unbiased)اي  برآورد نقطه) نااريب بودن( ناتور بودن ) ٢
  (Efficiency)اي  كافي بودن برآورد نقطه) ٣
  (Sufficiency)كافي بودن ) ٤

   . درست است۱گزينه  :حل



  آمار و احتمال

 

۹۴  

  : يادداشت
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…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 

→θ̂) پارامتر( θ) يا ) آماره( )ˆE θ = θ  
     آماره نااريب يا مقدار اريبي صفر باشد





  

( )ˆV ar 0θ n سازگار است، اگر وقتي θ براي θ̂آماره   = → ∞   

( )
( )

n

n

ˆlim p 1

ˆlim p 0

→ ∞

→ ∞

 θ − θ <ε =

 θ − θ >ε =


  

  كارايي

زن زيـر را در نظـر       را انتخاب كرده و سه تخمـين       3اي تصادفي به حجم        نمونه 2σاي با واريانس       در جامعه  µبراي تخمين ميانگين      ـ ۵۶
 : گيريم مي

  1 2 3
1

x x x
i) W

6
+ +

=  

  1 2 3
2

x 2x 3x
ii) W

6
+ +

=  

  1 2 3
3

x x x
iii) W

3
+ +

=  

3كه  2 1x , x , x۸۲اقتصاد : (گاه آن. باشند  مقادير مشاهده شده در نمونه مي(  
١ (2W 3 وWبدون تورش براي يها زن تخمين µ 2 هستند وW 3 نسبت بهWكارآتر است .  
٢ (2W3 وWهاي بدون تورش براي زن  تخمينµ 3 هستند وW 2 نسبت بهWكارآتر است .  
٣ (1W 2 وW 3 وWهاي بدون تورش براي زن  تخمينµهستند .  
٤ (1W 3 وWهاي بدون تورش براي  زن  تخمينµ3بوده وW 1 نسبت بهWكارآتر است .  

 . درست است۲گزينه  :حل

)  : نااريب است، هرگاهµ براي T آماره :نكته )
i

i i
a d

a x
T E T

d =
= → = µ∑

∑  

1wاريب  :1 1 1 6+ + ≠  
2wنااريب :1 2 3 6+ + 3                     :                               راه حل اول  = 2w , w نااريبند 




→



  
3wنااريب :1 1 1 3+ + =  

Eبرآوردكننده : يادآوري

b

i
i a

x
x

b a 1
==
− +

∑
دراين سؤال هم .  استµ برآوردكننده براي  هميشه كاراترين

3

i
i 1

3

x

x w
3

== =
∑

 2w است بنابراين از 

  .كاراتر است

با استفاده ا ز 
 شف بي قضيه چي

(1) 

(2) 

(3) 

 در شرايطي كه



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل
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………………………………………… 

دانيم كه در بين چند برآوردكننده  مي. (ها كدام واريانس كمتري دارد بها اميد و واريانس بگيريم و ببينيم كدام نااريب است و از بين نااريiwاز  :راه حل دوم
  ).اي كاراتر است كه واريانس كمتري دارد نااريب، برآوردكننده

  

: را بــه صــورت زيــر در نظــر بگيريــد) ميــانگين جامعــه (µ مشــاهده دو برآوردكننــده 2اي تصــادفي شــامل  براســاس نمونــه  ـ ۵۷

1 2 1 2
1 1 1 2x x x w x x
2 2 3 3

= + = +۸۳اقتصاد : (گاه  آن(  

١ (x و w نااريب )اند و ) بدون تورش( ) ( )V ar x V ar w>٢  . است (x و wاند و   اريب( ) ( )V ar x V ar w>است .  
٣ (x و wاند و   نااريب( ) ( )V ar x V ar w<٤  . است (x اريب و w نااريب است و ( ) ( )V ar x V ar w<است .  

  . درست است۳گزينه  :حل
  :بررسي نااريبي

  : داريمµهاي نااريب براي با توجه به مورد پنجم از آماره: راه حل اول

  ( )
i

i i a 1
T a x E T

=
= → = µ

∑∑  

1نااريب  2w : 1
3 3

+ =  
  هر دو آماره نااريبند 


 →



  
1نااريب  1x 1

2 2
= + =  

 

  اريبنا:                                                                                        راه حل دوم

  نااريب

( )

( )

1 2E w
3 3
1 1E x
2 2

 = µ + µ = µ

 = µ + µ = µ



  

  :بررسي كارايي

برآوردكننده  :راه حل اول

b

i
i a

x

x
b a 1

==
− +

∑
در اين سؤال هم .  استµ هميشه كاراترين برآوردكننده براي 

2

i
i 1

x

x x
2

== =

∑
بنابراين .  استx كاراتر 

  .است
  .اي كه واريانس كمتري دارد، كاراتر است آماره. كنيم پس از تشخيص نااريب بودن دو آماره، واريانس آنها را حساب مي

  xكاراتر است .
( )

( )

2 2
2 2 2

2 2
2 2

2 2 2

1 2 5V ar w
3 3 9 1 5

2 91 1 2V ar x
2 2 4

   = σ + σ = σ   
    → σ < σ →
   = σ + σ = σ   
   



  

  . تشخيص كاراتر بودن استفاده كنيم برايMSEها اريب بود، بايد از ملاك  در صورتي كه يكي از آماره: توجه

̂ˆفرض كنيد     ـ ۵۸ ˆ,µ µ        دو برآوردگر مستقل نااريب از پارامتر µ بعلاوه انحراف معيار    . باشند   ميˆ̂µ    پنج برابر µ̂ بـا تركيـب     .  استµ̂  و 
ˆ̂µ سه برآوردگر بصورت زير براي برآورد µپيشنهاد شده است  

  ( )1 2 3
1 4 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆw w w
2 5 5

= µ + µ = µ + µ = µ  

 در شرايطي كه



  آمار و احتمال
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  )۸۷اقتصاد : (عبارتند از) از راست به چپ(اين برآوردگرها به ترتيب كارايي 

١ (1 2 3w , w , w  ٢ (2 1 3w , w , w  ٣ (3 1 2w , w , w  ٤ (1 3 2w , w , w  

  . درست است۱گزينه  :حل

µ̂ و ˆ̂µ دو برآوردگر نااريب براي µاند بنابراين  و مستقل:  
   ( ) ( )ˆˆ ˆE Eµ = µ = µ   

  :كنيم ابتدا نااريبي برآوردگرها را بررسي مي

)نااريب       ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆE w E E E
2 2 2 2 2

 = µ + µ = µ + µ = µ + µ = µ 
 

  

)نااريب       ) ( ) ( )2
4 1 4 1 4 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆE w E E E
5 5 5 5 5 5

 = µ + µ = µ + µ = µ + µ = µ 
 

  

)نااريب    ) ( )3 ˆE w E= µ = µ  

Eس كمتري داشته باشد بنابراين بايد واريانس برآوردگرها را اي كاراتر است كه واريان در بين چند برآوردكننده نااريب، برآوردكننده: يادآوري
 .محاسبه كنيم

  2 2
ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ

5 25µ µµ µ
σ = σ → σ = σ  

  ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

1 1 1 26ˆˆ ˆV ar w V ar 25
2 4 4 4µ µ µ µµ

   = µ + µ = σ + σ = σ + σ = σ     
  

  ( ) 2 2 2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

4 1 16 1 16 1 41ˆˆ ˆV ar w V ar 25
5 5 25 25 25 25 25µ µ µ µµ

 = µ + µ = σ + σ = σ + σ = σ 
 

  

  ( ) ( ) 2
3 ˆˆV ar w V ar µ= µ = σ  

)بنابراين به ترتيب  ) ( ) ( ) 2 2 22 2 2
3 2 1 ˆ ˆ ˆ

41 26w w w
25 4µ µ µσ < σ < σ ← σ < σ < σ1رتيب ها به ت  بنابراين كارايي آن 2 3w , w , wخواهد بود .  

Eهرگاه : يادآوريy , xدو متغير تصادفي مستقل باشند . 

  ( ) ( )2 2 2 2
x yV ar ax by a b 2ab Cov x , y+ = σ + σ + 2 2 2 2

x y
0

a b= σ + σ  

) نرمال بوده و دو تخمين زننده      xاگر توزيع     ـ ۵۹ )2
i2 x x

S
n 1

−
=

−
) و ∑ )2

i2 x
ˆ

n
− µ

σ = 2 براي تخمين  ∑
xσ       مورد نظر باشـد، بـه ازاء n 10= 

 )۸۷اقتصاد (چيست؟ ) 2S به2σ̂نسبت واريانس(ضريب كارايي 

١ (0.19    ٢ (0.81   ٣ (0.9   ٤ (1.1   



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل
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     . درست است ۳گزينه   :حل

Eيادآوري: 

۱ (  ( )
( )

( )
( )

2 2
i i2 2

n n 12 2
x x x

;
−

− µ −
χ χ

σ σ

∑ ∑   

)    : درجه آزادي عبارت است ازk با 2χاميد و واريانس توزيع ) ۲ )( ) ( )( )2 2
k kE k , V ar 2kχ = χ =  

  : عبارت است از2S به واريانس2σ̂نسبت واريانس 
( )
( )

( ) n 10

4
2

42

2
ˆV ar n 1 9n 0.9

n 102V ar S
n 1

=

σ
σ −

= = =
σ
−

  

 زننده تخمين سه  ـ ۶۰

   1 1 2 3
1 1 1T x x x
3 3 3

= + +  ،      2 1 2 3
1 1 2T x x x
4 4 4

= + 3              و+ 1 2 3
1 2 5T x x x
8 8 8

= + +،  

  )۸۶محيط زيست(ها برقرار است؟  كدام رابطه بين واريانس آن. وجود دارند 
١ (( ) ( ) ( )1 2 3Var T Var T Var T< <  ٢ (( ) ( ) ( )2 3 1Var T Var T Var T< <  
٣ (( ) ( ) ( )2 1 3Var T Var T Var T< <  ٤ (( ) ( ) ( )3 2 1Var T Var T Var T< <  

   . درست است۱گزينه  :حل

)دانيم همواره   مي:نكته تستي )
2

V ar x
n

σ
بنابراين در اين سؤال كه .  از واريانس هر برآورد كننده ديگر ميانگين كمتر است=

3

i
i 1

1

x
T x

3
== =
∑

 

)) ۱( واريانس كمتري خواهد داشت و تنها در گزينه 3T و 2Tاز . است )1V ar Tاز بقيه كوچكتر است كه حتماً جواب مسئله است  .  

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2
1 1 2 3

1 1V ar T V ar x V ar x V ar x
9 9 3

σ
= + + = σ + σ + σ =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
2 1 2 3

1 1 4 6 3V ar T V ar x V ar x V ar x
16 16 16 16 8

= + + = σ = σ  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
3 1 2 3

1 4 25 30 15V ar T V ar x V ar x V ar x
64 64 64 64 32

= + + = σ = σ  

  ( ) ( ) ( )
2

2 2
1 2 3

3 15V ar T V ar T V ar T
3 8 32

σ
= < = σ < = σ  

  . اند  انتخاب شده2σ و واريانس µها مستقل و از يك جامعه با ميانگين ixطور پيش فرض در اين گونه مسائل  كه به دقت كنيد



  آمار و احتمال

 

۹۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

   (MSE)ميانگين مجذور خطا 
 )۷۵اقتصاد ( صحيح است؟(MSE)مجذور خطا يك از تعاريف زيردرمورد ميانگين  كدام  ـ ۶۱

  مجذور انحرافات از ميانگين يك برآوردكننده اريب) ٢  مجذور تورش يك برآوردكننده) ١
  .واريانس يك برآوردكننده نااريب) ٤  واريانس به اضافه اريب برآورد كننده) ٣

   . درست است۴گزينه  :حل

): براي آماره دلخواه )MSE اريبي(2+ واريانس =  ميانگين مجذور خطا(  
):براي آماره نااريب  )MSE بواريانس برآوردكننده نااري = )اريبي(2+ واريانس =  ميانگين مجذور خطا    

ˆ1چنانچه  ـ ۶۲ X
n

θ =  )۷۵اقتصاد (  : اين برآوردكننده برابر است باMSEاي از ميانگين جامعه باشد،   برآوردكننده+

١ (
2
x

2
n 1

n
σ +  ٢ (

2
x 1
n

σ +  ٣ (
2
x 1
n

σ −  ٤ (
2
xn 1
n

σ +  

   . درست است۱گزينه  :حل

 ( ) ( )
2

22 2

2
1 n 1ˆ ˆV ar E

n n n

 
σ σ +  = θ + θ − θ = + =      


)اريبي(2 )ˆMSE var (= θ +  

  ( ) 1ˆV ar V ar( x
n

θ = + ( )
2

0

) V ar x
n

σ
= =  

  ( ) ( )1 1 1 1ˆE E x E x
n n n n

 = θ − θ = + − µ = + − µ = µ + − µ = 
 

   اريبي

 : هاي اريب ونااريب انتخاب كنيم، معيار گزينش عبارت خواهد بود از ين برآوردكننده را از بين برآوردكنندهاگر بخواهيم بهتر  ـ ۶۳

 )۷۶اقتصاد ( 
  (MSE)ترين ميانگين مجذوز خطا  كم) ٢    ترين واريانس كم) ١
  نااريب بودن به علاوه نااريب بودن مجانبي) ٤    نااريب بودن) ٣

   . درست است۲گزينه  :حل

Eكاراتر(اي بهتر  برآوردكننده) اريب و نااريب(در بين دوبرآوردكننده دلخواه : ورييادآ ( است كهMSE) كمتري داشته باشد ) ميانگين مجذور خطا
  .يعني داراي حداقل واريانس و اريبي باشد

بـراي تشـخيص آن كـه       . انـد   هاد شـده   زير پيشـن   B و   Aهاي     تايي، برآوردكننده  2به منظور برآورد ميانگين جامعه براساس يك نمونه تصادفي            ـ ۶۴
 )۸۵اقتصاد (كند؟ تر است چه ملاكي كفايت مي يك مناسب كدام

  1 2 1 22x 3x x x
A , B 2

5 2
+ +

= = +  

  تورش+ واريانس ) ٤  )تورش(2+ واريانس ) ٣  واريانس) ٢ تورش) ١

 اريبي



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۹۹  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  . درست است۳گزينه  :حل

در . كمتري داشته باشد) ميانگين مجذور خطا (MSEاست كه ) كاراتر(اي بهتر  برآوردكننده) اريب يا نااريب(واه دانيم در بين دو برآوردكننده دلخ مي
  .كرد اگر هر دو نااريب بودند، ملاك واريانس كفايت مي.  مناسب استMSE اريب است، بنابراين ملاك B نااريب و Aاين سؤال نيز برآوردكننده 

)نااريب   ) 1 22x 3x 2 3E A E
5 5
+  µ + µ

= = = µ  
 

  

 ( )E B 2 2= − µ = µ + − µ ) اريب → اريبي = ) 1 2x x
E B E 2 2 2

2 2
+  µ + µ

= + = + =µ +  
 

  

)ميانگين مجذور خطا    يا  = واريانس ) + اريبي(2   ) ( ) ( )
2

ˆ ˆ ˆMSE var E
 
 θ = θ + θ − θ 
  


  

):  پيشـنهاد شـده اسـت      θهاي زير براي بـرآورد پـارامتر         با ويژگي  2θ̂ و 1θ̂دو برآوردكننده   ـ ۶۵ )2
ˆV ar 50θ ) و = )2

ˆE 6θ − θ = 

)و )1
ˆV ar 90θ ) و= )1

ˆE 0θ − θ  )۸۶اقتصاد : (گاه  آن=

١ (2θ̂تر است چون كاراتر است  مناسب.  
٢ (1θ̂تر است زيرا يك برآوردكننده نااريب   مناسب)است) بدون تورش.  
٣ (1θ̂تر است چون ميانگين مجذور خطاي آن   مناسب(MSE)كمتر است .  
٤ (2θ̂است چون ميانگين مجذور خطاي آن تر   مناسب(MSE)كمتر است .  

  . درست است۴گزينه  :حل

كه  در اين سؤال با توجه به اين.  كمتري داشته باشدMSEاست كه) كاراتر(اي بهتر  برآوردكننده) اريب يا نااريب(دانيم در بين دو برآوردكننده دلخواه  مي

1θ̂ 2 نااريب است وθ̂ اريب است معيار MSEرود  براي انتخاب مناسب بودن آماره به كار مي.  

  ( )1
ˆ 0θ ) نااريب است1θ̂→ اريبي= ) ( )1 1

ˆ ˆE 0 Eθ − θ = → θ = θ →  

  ( ) ( )2 2
ˆ ˆE 6 6θ = θ − θ = θ + − θ )اريبي= ) ( )2 2

ˆ ˆE 6 E 6θ − θ = → θ = θ + →  

  2) 90 0 90= + )اريبي= ) ( )1 1
ˆ ˆMSE var (θ = θ +  

  250 6 86= + ))اريبي(2= ) ( )2 2
ˆ ˆMSE varθ = θ +  

)كه  با توجه به اين )2
ˆMSE θ2جه  كمتر است در نتيθ̂تر است   مناسب.   

 ( ) ( )2 1
ˆ ˆMSE 86 MSE 90θ = < θ =  

. اشداي كاراتر است كه حداقل واريانس و اريبي را با هم داشته ب  كمتر است چون برآوردكننده2θ̂اش از   نااريب است اما كارايي1θ̂كه   با اين:توجه
  . كمتري داشته باشدMSEيعني همان 

 اريبي



  آمار و احتمال

 

۱۰۰  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  )۸۸اقتصاد (يك از موارد زير ملاك عمل است؟  كدامθ براي پارامتر θ̂براي تشخيص مناسب بودن برآوردكننده   ـ ۶۶

١ (( )ˆE θ  ٢ (( )( )2ˆ ˆE Eθ − θ  ٣ (( )2ˆE θ − θ  ٤ (( ) ( )ˆ ˆE V arθ + θ  

   . درست است۳گزينه  :حل

Eبهترين ملاك سنجش، ميانگين مجذور خطا )اريب يا نااريب( براي تشخيص مناسب بودن برآورد كننده هاي دلخواه : يادآوري ،(MSE)است  .  

  ( ) ( ) ( )
2

2ˆ ˆ ˆMSE E var E
 
 = θ − θ = θ + θ − θ 
 
 


  

خواهد » MSE«پس بهترين معيار براي تشخيص مناسب بودن آن ) دلخواه( بدون هيچ اطلاع ديگر به شما داده شدهθ̂نده در اين سؤال نيز برآورد كن
  . بود

  . استθ̂ همان واريانس ۲كه گزينه  دقت كنيد
  اي برآوردهاي فاصله

)فاصله اطمينان ميانگين جامعه  )µ  
فاصله اطمينـان   .  هزار تومان بوده است    90 و   89،  91 تايي از كارمندان يك شركت، حقوق ماهيانه پرداختي          3در يك نمونه تصادفي       ـ ۶۷

) براي ميانگين حقوق ماهيانه كارمندان اين شركت كدام است؟    %90 )t  )۸۰اقتصاد (  . =2.9

١ (2.990
3

±  ٢ (0.9791
3 3

±  ٣ (90 0.97±  ٤ (5.890
3 3

±  

 . درست است۱گزينه  :حل

nجامعه غيرنرمال، واريانس نامعلوم و يط وجود ندارد به ناچار جامعه را نرمال فرض كرده و  با اين شراxاي براي توزيع   است چون هيچ آماره≥30
    : داريمµاي  از برآورد فاصله) دوم ـ ب(مورد بنابر 

  ( )n 1 ,n 1
2

x St :x t
S n
n

α− −

− µ
= → µ ±  

   بايد از نمونه برآورد شوندS و xها  با توجه به داده

n هرگاه تعداد نمونه :نكته  باشد و اعداد نمونه متوالي باشند واريانس نمونه يك است و ميانگين اعداد برابر با عدد وسط است در اين سؤال نيز =3
n   :اند پس داريم  و اعداد  نمونه متوالي=3

  290 , S 1 S 1= = → nداده وسط= 389, 90,91 x=→ =  
  :رسيم اگر از طريق فرمول نيز محاسبه كنيم به همين اعداد مي

  
( ) ( ) ( ) ( )

i

2 2 2 2
i2

x 89 90 91 270x 90
n 3 3

x x 89 90 90 90 91 90 1 0 1S 1 S 1
n 1 3 1 2

 + +
= = = =




− − + − + − + +
= = = = → = − −

∑

∑
  

  α , n - 1
2

S 1μ :x ± t = 90 ± 2.9 ×
n 3

  

 اريبي

 ها متوالي داده



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۱۰۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

1γدر سطح اعتماد   ـ ۶۸ = − α۸۴اقتصاد(تر است؟ يك از فواصل اعتماد ذيل كوتاه  كدام( 

١ (3
4 4

x z , x z
n nα α

σ σ
− +  ٢  (2

3 2

x z , x z
n nα α

σ σ
− +  

٣ (
3 3

x z , x z
n nα α

σ σ
− +  ٤ (

2 2

x z , x z
n nα α

σ σ
− +  

  . درست است۴گزينه  :حل

xصورت   را بهµاگر فاصله اطمينان براي  a , x b
n n

 σ σ
− +  

 
ترين  سيم كه كوتاهر  در نظر بگيريم با استفاده از قضيه لاگرانژ به اين اثبات مي

aاي است كه  فاصله اطمينان فاصله b= بنابراين با توجه به تقارن توزيع نرمال به ازاء .  شود−
2 2

a Z ,b Zα α= = ترين فاصله را خواهيم   كوتاه−

1 چون ۳توجه كنيد كه در گزينه . داشت
3 3
α α

+  .يح نيست است، جواب صح≠

 درصد بـراي متوسـط      95يك فاصله اطمينان    .  ساعت است  350دهد كه عمر متوسط نمونه         لامپ نشان مي   64يك نمونه تصادفي از       ـ ۶۹
xها با فرض  طول عمر واقعي لامپ 100σ  )۸۵اقتصاد ( :  عبارت است از=

  374.5 تا 325.5) ٤  449.5 تا 250.5) ٣   546 تا 154) ٢   550 تا 150) ١

  . درست است۴گزينه  :حل

n، واريانس جامعه معلوم و )چون نرمال بودن ذكر نشده( جامعه غيرنرمال  64 30=  µاي  از برآورد فاصله) سوم ـ الف(مورد  است پس بنابر <
   :داريم )قضيه حد مركزي(

 
2

xZ :x Z
n

n

α
− µ σ

= → µ ±
σ

  

 
( ) ( )

2

0.025

100x Z 350 2 350 25 325, 375 325.5 , 374.5
n 64

x 350 , 100 ,n 64 , 0.05 0.025 Z 1.96 2
2

α
σ ± = ± × = ± → →




α = σ = = α = → = → =


  

0.025Zبراي راحتي در محاسبه هميشه  :توجه 2دست آمده را به عنوان جواب انتخاب كنيد ترين گزينه به اعداد به در نظر بگيريد و در آخر نزديك .
اي است كه حد پايين آن كمي  ترين گزينه، گزينه  در واقع نزديك(374.5 , 325.5).  است۴ گزينه (375 , 325)ترين گزينه به اعداد  در اين سؤال نزديك

 .بيشتر و حد بالاي آن كمي كمتر است

فاصـله  .  هزار تومان خريـد كـرده اسـت        50 و ديگري    30اند، يكي      مشتري يك فروشگاه، دو نفر كه به تصادف انتخاب شده          500از    ـ ۷۰
) براي كل فروش اين فروشگاه چقدر است؟ 95%اطمينان  )t   )۸۸اقتصاد ( .=3

١ (15000 25000−  ٢ (10000 30000−  ٣ (7000 33000−  ٤ (5000 35000−  

ترين  نزديك
 گزينه



  آمار و احتمال

 

۱۰۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

   . درست است۴گزينه  :حل
)با توجه به راهنمايي مسئله )t n نامعلوم و تعداد نمونه پيش فرض توزيع جامعه را نرمال در نظر بگيريم؛ واريانس جامعه در صورتي كه   ،=3 2 30= < 

  .  استيودنت خواهد بودt) ميانگين نمونه (xبنابراين توزيع. است

  ( )
,n 1

2

S 200x t 40 3 40 30 10,70
n 2α

−
± = ± = ±   µفاصله اطمينان  : =

  ix 30 , 50=  

  ix 30 50 80x 40
n 2 2

+
= = = =∑  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
i2

x
x x 30 40 50 40 100 100S 200
n 1 2 1 1

− − + − +
= = = =

− −
∑  

ixكه فاصله اطمينان ميانگين جامعه دقت كنيد
N

µ = ) خواسته نشده بلكه فاصله اطمينان كل فروش جامعه خواشته شده يعني∑ )ix∑ابراين   بن

) ضرب كنيم تا به فاصله اطمينان N=500كافي است فاصله اطمينان ميانگين جامعه را در  )ix∑كل فروش برسيم  .  
  ( ) ( ) ( )ix : N 10,70 500 10,70 5000 , 35000× = × =∑  

  µاز روي فاصله n  محاسبه 

1قدر بايد باشد تا حـداكثر خطـاي بـرآورد برابـر             براي برآورد ميانگين يك جامعه نرمال، حجم نمونه چ          ـ ۷۱
4

 انحـراف معيـار جامعـه       

)باشد؟ )0.025Z 2)  ۸۶اقتصاد( 

١ (16   ٢ (32   ٣ (52   ٤ (64  

  . درست است۴گزينه  :حل

  
0.025

2

0.025

1 1e Z Z 2 n 8 n 64
4 4n n n

1e , 0.05 Z 2
4

α
σ σ σ = → σ = → σ = → = → =



 = σ α = →



  

   2e , e , n روابط بين 

   شود؟ تر مي ، طول فاصله اطمينان كم   ......... در مورد فاصله اطمينان يك پارامتر آماري مصداق ندارد؟ هر قدر   يك از موارد زير كدام  ـ ۷۲

  )۸۰اقتصاد (  
  .تر شود اي كم زننده نقطه واريانس تخمين) ٢    .تر باشد حجم نمونه بيش) ١
  .ضريب اطمينان بالاتر رود) ٤   .تر شود واريانس جامعه آماري كم) ٣

  . درست است۴نه گزي :حل



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۱۰۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

 وσطول فاصله با 
2

Z α رابطه مستقيم و باnرابطه معكوس دارد .   
2

2e 2Z .
nα

σ
=   طول فاصله=

  :شود بنابراين در شرايط زير طول فاصله كم مي
)ـ حجم نمونه ۱ )nافزايش يابد .  
  .ـ واريانس جامعه يا تخمين آن واريانس نمونه كمتر شود۲
)ـ ضريب اطمينان۳ )1 − αكمتر شود و يا α) بيشتر شود، كه در دو صورت) سطح خطا

2

Z αشود  كمتر مي.  

)معه فاصله اطمينان تفاضل يا مجموع ميانگين دو جا )1 2μ ±μ  

براساس اطلاعات در مورد ميانگين و واريانس از يـك نمونـه            . وزن مسافران و بار همراه آنان در يك پرواز داراي توزيع نرمال است              ـ ۷۳
)ستقل از بار مسـافران، فاصـله اطمينـان           تايي م  2n تايي از وزن مسافران و يك نمونه تصادفي          1nتصادفي   )1 − α     درصـد بـراي 

)مجموع ميانگين وزن مسافر و بار همراه وي  )1 2µ + µ ۸۳اقتصاد ( كدام است؟( 

١ (( )
2 2
1 2

1 2
1 22

x x Z
n nα
σ σ

+ ± +  ٢ (( )
2 2
1 2

1 2
1 22

S S
Z

n nαµ + µ ± +  

٣ (( ) ( )1 2
1 2 p, n n 2

1 22

1 1x x t S
n nα + −+ ± +  ٤ (( )

2 2
1 2

1 2 , r 1 22

S S
x x t

n nα+ ± +  

  . درست است۴گزينه  :حل

ها صحبتي نشده،  دانيم و همچنين از تعداد نمونه ها را نامعلوم مي ها چيزي نگفته ما پيش فرض، آن ها نرمال است و چون از واريانس جامعه توزيع جامعه
1اي  رد فاصلهبرآو) سوم ـ ب(پس از مورد . دانيم  مي30ها را كمتر از  پيش فرض، آن 2µ ± µ يعني  rtاگر در صورت . كنيم  استفاده مي

)سؤال )2 2
1 2σ = σبود  صحيح مي۳شد گزينه   ذكر مي.  

1 اي برآورد فاصله) سوم ـ ب(مورد  2μ ± μ : 2ها  نامعلوم با فرض عدم برابري واريانسجوامع نرمال، واريانس دو جامعه 2
1 2σ ≠ σ اميد توزيع 

1هاي جامعه مجموع ميانگين 2x x+ و واريانس توزيع 
2 2
1 2

1 2

S S

n n
  : است+

  ( )
( ) ( ) 2 2

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2r 2 2 , r 1 221 2

1 2

x x S S
t :x x t

n nS S

n n

α
+ − µ + µ

= → µ + µ + ± +

+

  

  ) ( pفاصله اطمينان نسبت جامعه 

 رأي مـي  A آنهـا بـه كانديـداي    80%دهندگان يك شهر انتخاب و مشخص شده است كه  نفري از بين رأي  100يك نمونه تصادفي      ـ ۷۴

):  رأي خواهند داد برابر است باA براي نسبت افراد در جامعه كه به 90%يك فاصله اطمينان . دهند )0.05Z  )۸۷اقتصاد (=1.65

  )0.92 تا 0.88) (٤  )0.905تا  0.895) (٣  )0.97 تا 0.83) (٢  )1 تا 0.4) (١
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 . گزينه ؟ صحيح است:حل

  
( )

2

0.05
2

ˆ ˆpq 0.8 0.2ˆp p Z 0.8 1.65 0.8 0.066 0.734 , 0.866
n 100

p̂ 0.8 , n 100 , 0.1 , Z Z 1.65

α

α

 ×
∈ ± = ± = ± =



 = = α = = =


  

  .ها نبوده اين سؤال پس از برگزاري كنكور حذف شده است البته چون جواب در گزينه

   p از روي فاصله nمحاسبه 

اي   بـرآوردكنيم، تقريبـاًٌ چـه حجـم نمونـه     95% و ضريب اطمينان ±0.02اگر بخواهيم نسبت افراد باسواد يك جامعه را با خطاي     ـ ۷۵
 )۸۷اقتصاد (مناسب است؟ 

١ (1000   ٢ (2500   ٣ (5000   ٤ (7500   

  . درست است۲گزينه  :حل

1pفرض طور پيش سواد در جامعه نداريم بنابراين به چون هيچ اطلاعي از نسبت افراد با q
2

=  .ريمگي  در نظر مي=

2

1 1
pq 2 2e Z 0.02 2 n 50 n 2500
n nα

×
= → = → = → =  

0.025
2

, e 0.02 , 0.05 , Z Z 2α= α = = )1)فرض پيشp q
2

= =  









  

)فاصله اطمينان واريانس جامعه )2σ  

1فاصله اطمينان     ـ ۷۶ − αنرمال چيست؟ اي با توزيع    براي واريانس جامعه)α  ۸۵اقتصاد (.) براي دنباله راست توزيع تعريف شده است( 

١ (
( ) ( )

2 2

1 ,n 1 ,n 1
22 2

2 2n 1 S n 1 S

α α
− − −

χ χ

< σ <
− −

  ٢ (
( ) ( )

2 2

,n 1 1 ,n 1
22 2

2 2n 1 S n 1 S

α α
− − −

χ χ

< σ <
− −

  

٣ (( ) ( )2 2
2

2 2

1 ,n 1 ,n 1
2 2

n 1 S n 1 S

α α
− − −

− −
<σ <

χ χ
  ٤ (( ) ( )2 2

2
2 2

,n 1 1 ,n 1
2 2

n 1 S n 1 S

α α
− − −

− −
< σ <

χ χ
  

  . درست است۴گزينه  :حل

    :نيم در جامعه نرمال با پارامترهاي نامعلوم داريمدا طور كه مي همان

  ( )
( ) 2

2
n 1 2

n 1 S
−

−
χ =

σ
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2 براي دنباله راست توزيع تعريف شده α چوله به راست است و 2χكه توزيع  با توجه به اين

2
αχتري است پس در مخرج  رگ سمت راست و عدد بز

  .بود  درست مي۳كرد گزينه   را براي دنباله چپ تعريف ميαاگر . گيرد حد پايين قرار مي

  

( ) ( )2 2
2

2 2

,n 1 1 ,n 1
2 2

n 1 S n 1 S

α α
− − −

− −
< σ <

χ χ
  

هاي دو جامعه  فاصله اطمينان نسبت واريانس
2
1
2
2

 σ
 
 σ 

  

1فاصله اطمينان   ـ ۷۷ − α۸۴اقتصاد(: براي نسبت واريانس دو جامعه با فرض نرمال بودن جوامع عبارتست از( 

١ (
1 2 1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2,n 1 ,n 1 ,n 1 ,n 1

2 2

S S1 1. .
F FS Sα α

− − − −

σ
≤ ≤

σ
  

٢ (
1 2 1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2,n 1,n 1 1 ,n 1,n 1

2 2

S S1 1. .
F FS Sα α

− − − − −

σ
≤ ≤

σ
  

٣ (
1 2

1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2 ,n 1,n 1
2 2 2 2,n 1,n 1

2

S S1. .F
FS S

α
− −α

− −

σ
≤ ≤

σ
  

٤ (
2 1

1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2 1 ,n 1,n 1
2 2 2 2,n 1,n 1

2

S S1. .F
FS S

α
− − −α

− −

σ
≤ ≤

σ
  

  . درست است۲گزينه  :حل

      :كه با توجه به اين

1 2

2 2 22
11 1 1

n 1,n 1 2 2 2 2
2 2 2 2

S S1F
FS S

/
/− −

σ σ
= → =

σ σ
  

دانيم بنابراين   را براي دنباله راست توزيع ميαپيش فرض 
1 2, n 1,n 1

2

Fα
− −

 است و مقدار بيشتري دارد پس در مخرج حد پايين قرار   سمت راست

 :بنابراين. گيرد مي

 
1 2 1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2,n 1,n 1 1 ,n 1,n 1

2 2

S S1 11) . .
F FS Sα α

− − − − −

σ
≤ ≤

σ
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به نكته اما با توجه 
1 2

2 1

1 ,n 1,n 1
2 ,n 1,n 1

2

1F
Fα

− − − α
− −

  . سه فاصله زير نيز درست است=

  
2 1

1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 ,n 1,n 1

2,n 1,n 1
2

12) S S S S . F
F

/ / / α
− −α

− −

≤ σ σ ≤  

  
2 1

1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 21 ,n 1,n 1

2 1 ,n 1 ,n 1
2

13) S S . F S S
F

/ //α
− − − α

− − −

≤ σ σ ≤  

  
2 1 2 1

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 21 ,n 1,n 1 ,n 1,n 1

2 2

4) S S . F S S .F/ / /α α
− − − − −

≤ σ σ ≤   
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 هاي آماري  فرض آزمون

  تعريفي

 :دار است معني 5%كه براساس يك دامنه در سطح  ) Zاي  تابع نمونه ( Zكميت آماره آزمون   ـ ۷۸
 )۷۷اقتصاد (        

  . متمايز از صفر است95%به احتمال ) ١
  .دار بودن آن افزايش خواهد يافت با افزايش حجم نمونه سطح معني) ٢
  .دار است  معني10%براساس يك آزمون دو دامنه در سطح ) ٣
  . باشد2-تر از   يا كوچك2تر از  بايد بزرگ مي) ٤

  . درست است۳گزينه  :حل

 رد شده و مقدار آماره آزمون در ناحيه بحراني قرار 0H فرض 0.05يعني در سطح خطاي » دار است  معني5%براساس يك دامنه در سطح  «:وجهت
  .هاي زير توجه كنيد دارد حال به شكل
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ها را دقيق بيان نكرده مقدار  در ناحيه بحراني قرار دارد چون فرضيه آماره آزمون يك دامنه 5%كنيم وقتي در سطح  طور كه در شكل مشاهده مي همان
1 شده 1.645-دست آمده يا كمتر از  آماره به 0H :µ < µ 1 است 1.645 و يا بيشتر از 0H : µ > µ كه در هر صورت در ناحيه بحراني آزمون دو دامنه 

1 0H : µ ≠ µ 10%دار شود آزمون دو دامنه نيز در سطح   معني0.05گيرد بنابراين هرگاه آزمون يك دامنه در سطح   قرار مي10%  در سطح 
  .دار خواهد بود معني
 چنين موردي 0Hكند و براي پذيرش  صدق مي)  1H و قبول فرض 0Hيعني رد كردن فرض (دار بودن   اين مورد فقط براي نتيجه معني:نكته

  .صادق نيست
كند و عكس آن  صادق  دار بودن آزمون فقط از آزمون يك دامنه به دو دامنه صدق مي گيري براي معني همچنين توجه كنيد كه نتيجه

  .نيست

    فرضيه صفر و مقابل كدام است؟  .  گرم است 3ها كمتر از  براي آزمون اين كه ميانگين وزن بسته بندي زعفران،  در يك فرآيند بسته  ـ ۷۹

  )۸۷اقتصاد (  

١ (0

1

H : 3
H : 3

µ ≤
 µ >

  ٢ (0

1

H : 3

H : 3

µ ≥


µ <
  ٣ (0

1

H : 3

H : 3

µ =


µ <
  ٤( 0

1

H : 3

H : 3

µ >


µ <
  

  . درست است۲گزينه  :حل

  :ه اين نكات كهبا توجه ب
  . بايد شامل تساوي باشد0Hفرض ) ۱
  .تواند باشد ادعا در هر دو مي) ۲
۳ (1 0H ,Hنقيض يكديگرند داريم :  

):  گرم است3ها كمتر از  ميانگين وزن بسته: ادعا )3µ <    

) قرار گرفته و نقيض آن 1Hر چون ادعا شامل تساوي نيست د )3µ 0  . است0H در ≤

1

H : 3

H : 3

µ ≥
 µ<

    

  روابط خطاها

  )۸۸اقتصاد (:  آن بيشتر باشد، توان آزمون و مقدار واقعي0Hدر آزمون فرضيه هاي آماري هر چه اختلاف بين مقدار پيشنهادي در    ـ ۸۰
  .بيشتر است) ٢    .كمتر است) ١
  .طرفه بيشتر است هاي يك فقط در آزمون) ٤  .هاي دوطرفه كمتر است فقط در آزمون) ٣

   . درست است۲گزينه  :حل
  .  به واقع نادرست است0Hيعني  زياد است 0Hبا توجه به اينكه اختلاف بين مقدار پيشنهادي و واقعي 

  : بنابراين داريم
  0H ) *ردبه واقع غلط=1

0P(Hβ =  
  



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل
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   آزمون مقايسه ميانگين دو جامعه

ا سنتي و روش آموزش الكترونيكي يا جديد در دست مطالعه است دو نمونه              تحقيقي براي مقايسه دو روش آموزش دانشجويان با روش متداول ي            ـ ۸۱
   :مستقل انتخاب و اطلاعات زير به دست آمده است  

  روش سنتي  روش جديد
2n 15=  1n 13=  
2x 48=  1x 52=  
2S 16=  1S 8=  

چند ) وقتي فرض تساوي واريانس دو جامعه پذيرفته نشده باشد(  استودنت براي مقايسه ميانگين نمرات tمقدار آماره آزمون     ـ ١
  )٨٢اقتصاد (است؟ 

١ (0.15  ٢ (0.85  ٣ (4 ٤ (100  

  . درست است۲گزينه  :حل

  
    ←يسمقايسه ميانگين نمرات دو روش تدر

( ) 0 1 2

1 1 2

H :
1

H :

µ = µ
 µ ≠ µ

  

1 براي توزيع :توجه 2x x±اي كه جوامع غيرنرمال باشند وجود ندارد بنابراين در مواقعي كه در صورت سؤال هم نرمال بودن ذكر نشد ما پيش   آماره
  .كنيم فرض جوامع را نرمال فرض مي

1ها نامعلوم و نابرابر و  دانيم، واريانس  جامعه را نرمال ميفرض دو پيش 2n ,n )آماره آزمون ) سوم ـ ب(مورد   است پس بنابر>30 )1 2μ =μداريم  :  

  ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2
r 2 2 2 2

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2

x x 52 48 0
t 0.85

S S 8 162
13 15n n

x 52 ,S 8 , n 13 , x 48, S 16, n 15

 − − µ − µ − − = = =

 ++



= = = = = =

  

 تجويز گرديده است و فشار خون آنـان قبـل از مصـرف               نفر 15به منظور بررسي ميزان تأثير داروي كاهش فشار خون، اين دارو به               ـ ۸۲
آيا براساس ايـن نتـايج      . باشد  گيري شده است كه نتايج حاصل به شرح جدول زير مي             ساعت بعد از مصرف دارو اندازه      2دارو و سپس    

 )۸۳اقتصاد (اي براي ميزان تأثير دارو در كاهش فشار خون به دست آورد؟  توان يك برآوردكننده فاصله مي
2S  x    

  قبل از مصرف دارو 15 4.5
  دو ساعت بعد از مصرف دارو 16 3.1

  .كه افراد نمونه با جايگذاري انتخاب شده باشند بله، به شرط آن) ٢  .ها با هم برابرند بله، به شرط آن كه بدانيم واريانس) ١
  .خير، چون دو نمونه مستقل نيستند) ٤  . جامعه نرمال است دانيم توزيعكه ب بله، به شرط آن) ٣
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  . درست است۴گزينه  :حل

هاي محوري تفاضل ميانگين  توانيم از كميت انند پس مستقل نيستند بنابراين نمي هاي انتخاب شده براي ارزشيابي، قبل و بعد از دوره يكسان چون نمونه
هاي دو  هاي تفاضل ميانگين براي دو جامعه فرض اساسي مستقل بودن نمونه طور كه به ياد داريم در آزمون همان. ها استفاده كنيم براي اين نمونه

  .كنيم ها مستقل نيستند از آزمون مقايسات زوجي استفاده مي در چنين مواردي كه نمونه. جامعه نسبت به هم است

  

( )

( )

n 1
d d

2
ii 2

i i i d

d 0 dt
S S

n n

d dd
d x x , d , S

n n 1

−
 −

= =





−
= − = = −

∑∑
  

هاي انتخاب شده از اين دو جامعـه          هاي برابر، نتايج زير از نمونه       هاي دوجامعه نرمال مستقل با واريانس       نگينبراي آزمون برابري ميا     ـ ۸۳
 . اند به دست آمده

2
1S 15=  1x 170=  1n   جامعه اول  =18
2
2S 17=  2x 153=  2n   جامعه دوم  =18

  )۸۶اقتصاد : (مقدار آماره آزمون برابر است با

١ (12.75  ٢ (17 17
4

  ٣ (34 2
3

  ٤ (17
4

  

  . درست است۱گزينه  :حل

  
هاي دوجامعه گينبرابري ميان

  0 1 2

1 1 2

H :
1)

H :

µ = µ ←
 µ ≠ µ

  

1ها نامعلوم اما برابر و  كه دو جامعه نرمال، واريانس با توجه به اين 2n ,n ) آماره آزمون) سوم ـ الف(مورد  است پس بنابر ≥30 )1 2μ =μ توزيع ،
1 2x x− ،t1ادي  با درجه آز 2n n 2+   : است و داريم−

 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2
n n 2

p
1 2

2 2
1 22

1 2 p p

2 2
1 21 2

x x 170 153 0 17 51t 12.75
41 1 1 1 1S 4 4

n n 18 18 9

S S 15 172) n n 18 S 16 S 4
2 2

x 170, S 15, x 153 , S 17

+ −

 − − µ − µ − − = = = = =


+ +



+ +
= = → = = = → =


 = = = =

  

1 اگر :توجه 2n n n=    باشد، =
( ) ( )2 2

1 22
p

n 1 S n 1 S
S

n n 2

− + −
=

+ −
( )

2 2
1 2

2 n 1

S S

2
−

+
=  

 بعد بلق

 )آماره آزمون(



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل
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………………………………………… 

. ست آمده است  د  هاي مستقل به    هاي نامعلوم، نتايج زير از نمونه       هاي دو جامعه مستقل نرمال با واريانس        براي آزمون برابري ميانگين     ـ ۸۴
 )۸۸اقتصاد :(مقدار آماره اين آزمون برابر است با

          
1 2

1 2
2 2
1 2

n 5 n 7
x 171 x 162

S 70 S 120

= =
= =

= =

  

١ (9 35
1090

  ٢ (9
10 12

  ٣ (9
1090

  ٤ (9 35
10 12

  

   . درست است۱گزينه  :حل
1واريانس جوامع نامعلوم و پيش فرض نابرابر ودو جامعه نرمال،  2n ,n  استودنت با tهاي دو جامعه،  بنابراين آماره آزمون برابري ميانگين.  هستند>30

  .  خواهد بودrدرجه آزادي 

  0 1 2

1 1 2

H
H :

= µ = µ
 µ ≠ µ

  

  ( )1 2
r 2 2

1 2

1 2

x x 0 171 162 9 9 35t
70 120 490 600 1090S S
5 7 35n n

− − −
= = = =

+
+

+

  

  آزمون نسبت جامعه 

 تايي، بـيش  100در يك نمونه تصادفي . دهند   مردم، محصول كارخانه او را ترجيح مي       80%كند حداقل     ادعا مي صاحب يك كارخانه      ـ ۸۵
0.05αاز چند نفر بايد كالاي وي را ترجيح دهند تا در سطح     ) ادعاي صاحب كارخانه پذيرفته شود؟      = )0.05Z  )۸۵اقتصاد (  =1.65

١ (64   ٢ (73   ٣ (79   ٤ (86   

 . درست است۲گزينه  :حل

  
.دهند  مردم محصول او را ترجيح مي80%حداقل : ادعا

  ( ) 0

1

H : p 0.8
1

H :p 0.8

≥ ←
 <

  

  ( )

00 0

0 0 0 0 0 0

x pp p x np x 100 0.8 x 80nZ
4p q p q np q 100 0.8 0.2

2
n n

xp ,n 100 ,
n

 −− − − × −
= = = = =

× ×




= =


 

 ( ) 0.053 0.05 , Z 1.65α = = →  

  
  

   x: تعداد افراد داراي صفت موردنظر



  آمار و احتمال

 

۱۱۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

)  : بايد0Hبا توجه به شكل براي پذيرفتن ادعا يعني همان فرض  ) x 804 1.65 x 73.4
4
−

≥ − → ≥  

xها به ازاء  در بين گزينه x و =79  نفر 73توان گفت بيش از  اما در واقع  مي. هستيم) ادعاي صاحب كارخانه (0H در ناحيه پذيرش =86
( )x xيعني به ازاء . ايد كالاي وي را ترجيح دهند ب<73   .شود  نفر ادعا پذيرفته مي≤74
) آماره آزمون نسبت :توجه )p در هر شرايطي z است و هميشه براي مخرج كسر آن يعني انحراف معيار p ( )pσ 0 ازp ادعا شده 

   ادعا شده براي جامعه استpكنيم چون در حقيقت  استفاده مي

اي   در نمونـه  . هاي ديگري نيز هستند     انداز، داراي حساب     درصد مشتريان او علاوه بر حساب پس       50مدير يك بانك ادعا كرده است         ـ ۸۶
nتصادفي به حجم   )۸۷اقتصاد : (مقدار آماره آزمون برابر است با. اند هاي ديگر داشته  درصد مشتريان حساب45، =100

١ (-10   ٢ (-1   ٣ (1   ٤ (10  

  . درست است۲گزينه  :حل

nآماره آزمون نسبت براي  0  : نرمال است<30

1

H : p 0.5

H : p 0.5

=
 ≠

  

0

0 0

p p 0.45 0.5 0.05Z 1
0.05p q 0.5 0.5

100n

− − −
= = = = −

×
  

0 0
x 45p 0.45, p q 0.5
n 100

= = = = =  

n x)تعداد افراد داراي صفت خاص( و =100 45=  









  

  آزمون مقايسه نسبت دو جامعه 

هـاي     از افراد خريدكننده از فروشگاه     كنند، بيشتر   اي خريد مي    هاي زنجيره   افرادي كه از فروشگاه   ) الف(ادعا شده است كه در شهر         ـ ۸۷
  )۸۱اقتصاد ( آماره آزمون اين فرضيه كدام است؟. هستند) ب(اي در شهر  زنجيره

١ (1 2

1 2

ˆ ˆp p

1 1pq
n n

−

 
+  

 

  ٢ (1 2

1 1 2 2

1 2

n n

p q p q
n n

−

+

  ۳ (1 2

2
p

1 2

X X

1 1S
n n

−

 
+  

 

  ۴ (
( )

0p̂ p

p 1 p
n

−

−
  

  . درست است۱گزينه  :حل

) .نسبت افراد خريدكننده از فروشگاه الف بيشتر از فروشگاه ب است: دعاا   ) 0 1 2

1 1 2

H :p p
1

H : p p

≤
 > ←

  

  ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2 1 2
p p 0

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

p p p p p p
2 Z Z

p q p q p q p q
n n n n

− =

− − − −
= → =

+ +
  

 ها از دو شهر در اين سؤال نمونه. كنيم  استفاده ميpهاي مورد مطالعه هر دو از يك جامعه انتخاب شده باشند از نسبت تركيبي   هرگاه نمونه:توجه

  .كنيم  مربوط به تفاضل نسبت نيست به ناچار آن را انتخاب مي(1)اند اما چون گزينه ديگري به جز گزينه  مختلف انتخاب شده

 تحت فرض
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)نسبت تركيبي(

( )

( )1 2

1 2

1 2

1 2

p p 0
Z

1 1pq
2 n n

x x
p

n n

 − −
 =
  
 +     

+
=

+

  

 ـ          به منظور بررسي عدم تفاوت در نسبت طرفداران نظريه          ـ ۸۸ ي ارشـد   هاي كينزي بين دانشجويان كارشناسي و دانشـجويان كارشناس
هـا   تعداد طرفداران در هر كدام از نمونه.  از هر يك انتخاب گرديده است      36 و   64هاي    رشته اقتصاد، دو نمونه تصادفي مستقل به حجم       

0.05αاگر .  نفر بوده است6 و 14به ترتيب   )۸۴اقتصاد ( باشد، كميت آماره آزمون و نتيجه آزمون چيست؟ =

  .توان رد كرد  را نمي0H و 1.8) ٢    .شود  رد مي0H و 2.06) ١
  .توان رد  كرد  را نمي0H و 0.6) ٤    .شود  رد مي0H و 1.78) ٣

   . درست است۴گزينه  :حل

  اي در دانشجويان كارشناسي و كارشناسي ارشد  ان نظريهبررسي عدم تفاوت در نسبت طرفدار
   

( ) 0 1 2

1 1 2

H : p p
1

H : p p

=
 ≠

  

  ( )

( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

1 2
1 2 0.025

1 2

p p p p 0.22 0.17 0
Z 0.6

p q p q 0.22 0.78 0.17 0.83
64 362 n n

x x14 6p 0.22, p 0.17 , 0.05 Z 2
n 64 n 36

 − − − − − = = =
 × ×

+ +




= = = = α = →


  

  

دست آمده در   چون مقدار آماره آزمون به(4)
قرار دارد بنابراين ) 0Hقبول (ناحيه اطمينان 

  .توان رد كرد ي را نم0Hفرض 
  

(3) 

  آزمون واريانس جامعه 

nبراي    ـ ۸۹ 2S و   =14 2، فرضيه   =75
0H : 100σ 2 را در مقابـل فرضـيه        ≤

1H : 100σ 0.01α در سـطح تشـخيص       >  آزمـون   =
يـك از مـوارد زيـر     كـدام . شود نزديك به نرمال است      اي كه نمونه تصادفي از آن انتخاب مي         رض شود جامعه  در صورتي كه ف   . كنيم  مي

 )۸۳اقتصاد ). ( است4.107كميت بحراني از جدول (درست است؟ 

١ (2 0.75χ 2) ٢  .شود  رد نمي0H و در نتيجه فرضيه = 9.75χ   .شود  رد مي0H و در نتيجه فرضيه =
٣ (2 9.75χ F) ٤  .شود  رد نمي0H و در نتيجه فرضيه =   .شود  رد مي0H و در نتيجه فرضيه =0.75
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   .رست است د۳گزينه  :حل

  ( )
2

0
2

1

H : 100
1

H : 100

 σ ≥


σ <

  

  ( ) ( )
( )

( )
( )2

2 2
n 1 132

0
2 22
0 0.99,13

n 1 S 14 1 75
9.75

1002

n 14 ,S 75 , 100 , 0.01 , 4.107

−

 − − ×
 χ = → χ = = σ


= = σ = α = χ =

  

دست آمده در ناحيه   چون مقدار آماره آزمون به(4)
 رد 0Hقرار دارد بنابراين فرض ) 0Hقبول (اطمينان 

  .شود نمي

  

(3)  

2خـواهيم فرضـيه        مي µ معلوم   در يك جامعه نرمال با ميانگين       ـ ۹۰
0H : 0.05σ 2 را در مقابـل     =

1H : 0.05σ  براسـاس اطلاعـات   ≠

( )
n 2

i
i 1

x

S 0.3 ,n 19
n

=
− µ

= = =
∑

 )۸۴اقتصاد : (مقدار عددي آماره آزمون عبارتست از.  آزمون كنيم

١ (2.1   ٢ (2.3   ٣ (32.4   ٤ (34.2   

  . درست است۴گزينه  :لح

  ( )
2

0
2

1

H : 0.05
1

H : 0.05

 σ =


σ ≠

  

  ( ) ( ) ( )
( )

( )

22
2 2
n 192

0
2 22

0

19 0.3nS 34.2
0.052

n 19 ,S 0.3 , 0.05

 × χ = → χ = = σ


= = σ =

  

Eهرگاه در صورت سؤال ذكر شود :يادآوري µ جامعه معلوم است آماره آزمون ( )
2

2
n 2

0

nS
χ =

σ
 است و مقدار واريانس نمونه از رابطه 

( ) 2
i2 x

S
n

− µ
=

  آيد دست مي  به∑

  آزمون مقايسه واريانس دوجامعه 
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1هاي زير براساس اطلاعات نمونه در صورتي كه           در جوامع نرمال براي  آزمون فرضيه        ـ ۹۱ 2n n 30+ هـاي دو نمونـه       مجموع اندازه  (>

شود؟   يهاي آزمون استفاده م  باشد، به ترتيب از راست به چپ از كدام ملاك   ) 30كمتر از 
0 1 2

2 2
0 1 2

i) H :

ii) H :

µ = µ

′ σ = σ
   ) ۸۳اقتصاد  (

١ (F , t   ٢ (F , z   ٣ (2 , tχ  ٤ (2 , zχ  
  . درست است۱گزينه  :حل

( )i1ها نامعلوم، و  كه جوامع نرمال، واريانس  با توجه به اين 2n n 30+ 2كه  آماره آزمون بسته به اين.  است> 2
1 2σ = σ است يا خير 

1 2n n 2t +  يا −

rtآماره آزمون ) سوم ـ ب(مورد  هاي دوجامعه را ذكر نكرده بنابراين طبق اما، چون فرضيه برابري واريانس.  است( )1 2μ =μداريم :    

  ( )
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

r 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

x x x x 0
t

S S S S

n n n n

− − µ − µ − −
= =

+ +

  

( )ii آماره آزمون برابري واريانس دو جامعه هميشه Fاست .    

  

2
2

0 2
1

1 2

2 2 2H : 1
1 1 1

n 1,n 1 2 2 2
2 2 2

S s
F

S s

/
/

σ
=

σ
− −

σ
= → =

σ
  

بـراي  .  كنيـد  هـا مقايسـه     هاي آن   گر مالي بخواهيد سود سهام دو بورس زير را با توجه به داده              عنوان يك تحليل    فرض كنيد شما به     ـ ۹۲
  )۸۸اقتصاد ( ها، مقدار آماره آزمون چقدر است؟ آزمون تفاوت بين واريانس

۱ (2 0.36χ =  ۲ (F 2.8=  

۳ (F 1.6=  ۴ (2 2.12χ =  
10 5

3.25 3.0
3.0 5.0

مشهدتهران بورس
تعداد سهام
ميانگين

انحراف معيار
  

   . درست است۲گزينه  :حل

  
2 2

0 1 2
2 2

1 1 2

H :

H :

 σ = σ


σ ≠ σ
  

  
2 2
1
2 2
2

S 5 25F 2.77 2.8
9S 3

= = = =  : آماره آزمون  

 محاسبه خطاهاي آماري و توان آزمون

 گـرم   14 گرم با انحـراف معيـار        596.7ها توسط يك دستگاه اتوماتيك        اگر ميانگين واقعي مقدار قهوه ريخته شده به داخل شيشه           ـ ۹۳
) درصد كدام است؟     5 تايي با خطاي نوع اول       49ساس يك نمونه تصادفي     باشد، خطاي نوع دوم آزمون فرضيه زير برا        )0.05Z 1.65= 

0

1

H : 600

H : 600

µ ≥
 µ <

   )۸۴اقتصاد  (

١ (0.45   ٢ (0.5   ٣ (0.05   ٤ (0.95   
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 . درست است۲گزينه  :حل

  

0

1

H : 600

H : 600

µ ≥
 µ <

  

   

( )( ) ( ) ( )
0

0 0.05

P Z T z P Z 1.65 1.65 P Z 0 0.5

596.7 600 3.3T 1.65
14 2

n 49
596.7 , 600, 14,n 49, 0.05, Z 1.65

α


 β = < − − = < − + = < =
 µ − µ − − = = = = − σ


µ = µ = σ = = α = =

  

  :   آزمون فرضيهدر انجام  ـ ۹۴
0

1

H : 240

H : 240

µ ≥


µ <
  

 230تايي، وقتي كه بدانيم مقدار واقعي ميانگين و انحراف معيار به ترتيب  100 و براساس يك نمونه تصادفي 0.95با ضريب اطمينان   
  )۷۷اقتصاد ( باشد، توان آزمون كدام است؟   مي 10و 

١ (0  ٢ (0.05   ٣ (0.95  ٤ (1  

   .است درست ۴گزينه  :حل

 

( )( ) ( ) ( ) *

0

0 0.05

P Z T z P Z 10 1.65 P Z 8.35 0 1 1

230 240T 10
10

n 100
230 , 240, 10 , n 100, 0.05 Z 1.65

α


 β = < − − = < − + = < − = → β = − β =

 µ − µ − = = = − σ


µ = µ = σ = = α = → =

 

  )ساده2χ(آزمون نيكويي برازش 

) درصــد بــادام40يــك قنــادي آجيــل موردنيــاز خــود را بــا تركيــب   ـ ۹۵ )1p ) درصــد پســته 40 و =0.4 )2p  درصــد 20 و =0.4

)گردو )3p  را بطـور تصـادفي انتخـاب    n = 200اي بـه حجـم    خريدار به هنگام تحويل محموله آجيل، نمونه. رش داده است سفا=0.2
 است   عبارت) خوبي برازش (مقدار عددي آماره آزمون براي قبول محموله        .  گردو است  20 پسته و    120 بادام،   60اين نمونه حاوي    . كند  مي

 )۸۴اقتصاد : (از

١ (9   ٢ (20   ٣ (35   ٤ (50   

  . درست است۳گزينه  :حل
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)صورت  به) گروه( دسته k تايي با nدر يك نمونه ) نيكويي برازش(آماره آزمون براي خوبي برازش  )
( )i i

i

2
k o e2

k 1
ei 1

F F

F−
=

−
χ = در اين مسئله .  است∑

nدر يك نمونه  )هاي مشاهده شده   تايي، فراواني=200 )ioF  برايk اما فراواني مورد انتظار .  دسته بادام، پسته و گردو داده شده است=3

( )ieFآيد دست مي صورت زير به هاي داده شده به  براي هر دسته با توجه به احتمال:  

  
i

e

e i e

e

F 200 0.4 80

F np F 200 0.4 80

F 200 0.2 40

 = × =
= = = × =
 = × =

  

  ix  بادام  پسته  گردو  

ion F 200= =∑  20 120 60 ioF  
  40 80 80 ieF  

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )i i

i

2
2 2 23 o e2 2

k 1 2
ei 1

F F 60 80 120 80 20 40
35

F 80 80 40−
=

− − − −
χ = χ = = + + =∑  

توجـه بـه    هاي سمند، پژو و زانتيا در يك فروشگاه اتومبيل يكسان است، بـا                آماره آزمون براي آزمون اين ادعا كه فروش اتومبيل          ـ ۹۶
 )۸۵اقتصاد (اطلاعات حاصل از نمونه تصادفي زير كدام است؟ 

       ۱ (( )
2
2 0.25χ =    ۲ (( )

2
3 0.25χ   زانتيا  پژو  سمند  اتومبيل  =

       ۳ (( )
2
2 0.75χ =  ۴ (2,2F  205 200 195  تعداد فروش  =0.75

  . درست است۱گزينه  :حل

)صورت   ساده به2χ) نيكويي برازش( نوع اتومبيل از آزمون  kبراي بررسي فرضيه يكسان بودن احتمال فروش  )
( )i i

i

2
k o e2

k 1
ei 1

F F

F−
=

−
χ =  استفاده ∑

nدر اين مسئله با توجه به نمونه . كنيم مي k تايي براي =600 )هاي مشاهده شده   نوع اتومبيل سمند و پژو و زانتيا، فراواني=3 )ioF كه همان 

)هاي موردانتظار  در عين حال فراواني. تعداد فروش در هر نوع است داده شده است )ieF با در نظر گرفتن احتمال يكسان i
1 1p
k 3

 = = 
 

صورت   به

ie i
n 600F np 200
k 3

= = =   :آيد بنابراين خواهيم داشت دست مي  به=

  اتومبيل  سمند  پژو  زانتيا  

ion F 600= =∑  205 200 195 ioF  
  200 200 200 ieF  

بادام(
پسته( )
 )گردو( )



  آمار و احتمال

 

۱۱۸  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )i i

i

2 2 2 23 o e2 2
k 1 2

ei 1

F F 195 200 200 200 205 200
0.25

F 200 200 200−
=

− − − −
χ =χ = = + + =∑  

  ) مضاعف2χ(آزمون استقلال 
مقدار آمـاره آزمـون برابـر       .  جدول توافقي زير حاصل شده است       ، از دو متغير در يك آزمايش،      B و   Aبراي آزمون استقلال سطوح       ـ ۹۷

     )۸۲اقتصاد : (است با
١ (20    
٢ (5 
٣ (4   
٤ (0.8 

1 2

1

2

B
B B

A
A 30 20

A 20 30

  

  . است درست۳گزينه  :حل

) با درجه آزادي 2χآماره آزمون استقلال دومتغير،  )( )r 1 c 1−   :صورت زير است  به−

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij

ij

2
2 2 2 2o e2

2 1 2 1
e

F F 30 25 20 25 20 25 30 25 100 4
F 25 25 25 25 25− −

− − − − −
χ = = + + + = =∑  

1 2

1

2

B
B B

A
A 30 20 50

A 20 30 50

50 50 100

  

r =: r و تعداد سطرc= تعداد ستون  2 , c 2= =  

ije
50 50F 25

100
×

=    عناصر جدول =
ijoF = 

ije
i jF ×

=  

 در اين سؤال اتفاقي تمامي :توجه
ijeFها برابر شدند.  

  )آزمون برابري ميانگين چندجامعه(آناليز واريانس 

 روز، ميـزان  5كننـد، در   رخانه توليدي كه يك نوع محصول توليد مـي به منظور بررسي برابري ميانگين مصرف مواد اوليه در سه كا           ـ ۹۸
 :گيري شده و نتايج به صورت مصرف مواد اوليه اندازه

  ( )2
3j 3X X 25− =∑, ( ) 2

2 j 2X X 21− =∑,( ) 2
1j 1X X 12− =∑  

  ( )2
ijSST X X 90= −    و∑∑=

آماره (كننده   مصرف مواد اوليه بر طبق قانون نرمال توزيع شده باشد، مقدار عددي ملاك آزمونبه فرض اين كه. به دست آمده است
  )۷۸اقتصاد ).( مربوط به روز استj متعلق به كارخانه و انديس iانديس (كدام است؟ ) آزمون
١ (F 0.33=  ٢ (F 0.58=  ٣ (F 1.67=  ٤ (F 3.33=  

 جمع سطر جمع ستون
 جمع كل



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۱۱۹  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  . درست است۴گزينه  :حل

هاي مسئله رابطه اول  كنيم و با توجه به داده استفاده مي ) Fآماره آزمون(از آناليز واريانس ) سه جامعه(براي آزمون يكسان بودن ميانگين چندجامعه 
  :گيرد آناليز واريانس مورد استفاده قرار مي

  

( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2,12k 1,k n 1

2
ij i

2
ij

SS tr 32
16 12k 1 3 1F F 3.33

SSE 58 58
k n 1 3 5 1

SSE x x 12 21 25 58

SST x x 90

SST SS tr SSE SS tr 90 58 32

k 3, n 5

− −


 ×− − = → = = =

 − −

 = − = + + =



= − =


= + → = − =


 = =

∑∑
∑∑

 

 خـانوار بطـور تصـادفي       6اي به حجم      هاي خانوارها در پنج منطقه از هر يك از اين مناطق، نمونه             براي آزمون برابري متوسط هزينه      ـ ۹۹
SSEانتخاب شده و براساس آن  SST و  =62.5  )۸۴اقتصاد (  : تست ازمقدار عددي آماره آزمون عبار.  به دست آمده است =68.9

١ (0.10   ٢ (0.64   ٣ (1.56   ٤ (9.76   

  . درست است۲گزينه  :حل

هاي مسئله رابطه اول آناليز  كنيم و با توجه به داده استفاده مي ) Fآماره آزمون (از آناليز واريانس )  منطقه5(براي آزمون برابري ميانگين در چند جامعه 
  : ردگي واريانس مورد استفاده قرار مي

  

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

4,25k 1,k n 1

SS tr 6.4
1.6k 1 5 1F F 0.64

SSE 62.5 2.5
k n 1 5 6 1

SST SSE SS tr SS tr 68.9 62.5 6.4

SST 68.9 , SSE 62.5 , k 5 ,n 6

− −


 − − = → = = =

 − −

 = + → = − =



= = = =

  

 استخراج شده و نتايج ذيل بـه دسـت          25هايي به حجم      وري پنج واحد توليدي نمونه      به منظور بررسي اختلاف بين ميانگين بهره         ـ ۱۰۰
 )۸۵اقتصاد (كميت آماره آزمون كدام است؟ . آمده است

  ( ) ( )
k k n 22

i ij i
i 1 i 1 j 1

n x x 200 , x x 500
= = =

− = − =∑ ∑ ∑  

١ (2
5

  ٢( 5
2

  ٣ (12  ٤ (2   

  . درست است۳گزينه  :حل

هاي مسئله رابطه اول آناليز  كنيم و با توجه به داده استفاده مي ) Fآماره آزمون (از آناليز واريانس )  جامعه5(براي آزمون مقايسه ميانگين چند جامعه 
  :گيرد  ميواريانس مورد استفاده قرار



  آمار و احتمال

 

۱۲۰  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

4,120k 1,k n 1

2
i

2
ij i

SS tr 200
50 24k 1 5 1F F 12

SSE 500 100
k n 1 5 25 1

SS tr n x x 200

SSE x x 500

k 5 , n 25

− −


 ×− − = → = = =

 − × −

 = − =

 = − =
 = =

∑
∑∑

  

 خانوار به طور تصادفي انتخاب      10اي به حجم       منطقه، از هر يك از اين مناطق نمونه        3به منظور مقايسه هزينه خوراك خانوارها در           ـ ۱۰۱
 ن كدام است؟ مقدار عددي آماره آزمو. آيد شود و براساس نتايج مشاهدات جدول تحليل واريانس به صورت زير به دست مي مي

 )۸۶اقتصاد (  
  منبع تغييرات  درجه آزادي  مجموع مجذور انحرافات 1.3) ۱
  رويه  -  -  1.8) ۲
  خطا  - 54 1.6) ۳
  جمع  - 60.4 2.5) ۴

  . درست است۳گزينه  :حل

هاي مسئله رابطه اول آناليز   توجه به دادهكنيم و با استفاده مي ) Fآماره آزمون (از آناليز واريانس )  منطقه3(براي آزمون مقايسه ميانگين چند جامعه 
  .گيرد واريانس مورد استفاده قرار مي

        

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2,27k 1,k n 1

SS tr 6.4
k 1 3 1F F 1.6
SSE 54

k n 1 3 10 1

SST SSE SS tr SS tr 60.4 54 6.4
SSE 54 , SST 60.4 , k 3 , n 10

− −


 − − = → = =



− −

 = + → = − =
 = = = =

 

 تـايي از هـر      4هاي مصرفي خانوارها در سه شهر مختلف، يك نمونه تصـادفي              به منظور آزمون برابري ميانگين هزينه        ـ ۱۰۲
 )۸۷اقتصاد (ميت آماره آزمون چقدر است؟ ك. شهر انتخاب شده و اطلاعات زير به دست آمده است

    
1 2 3
2 2 2
1 2 3

x 110 x 100 x 120

S 180 S 220 S 200

= = =

= = =
  

١ (( )
2
2 3χ =  ٢ (2,9F 3=  ٣ (2,9F 2=  ٤ (2,3F 2=  

  . درست است۳گزينه  :حل

هاي مسئله رابطه دوم  با توجه به داده. كنيم  استفاده ميFاست از آناليز واريانس و آماره آزمون ) جامعهبيش از دو (چون مقايسه ميانگين بين سه شهر 
  .گيرد آناليز واريانس مورد استفاده قرار مي

 گروهي بين

 گروهي درون



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۱۲۱  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

  ( )

( )
( ) ( ) ( )

2
i 2 2 2

2,9k 1,k n 1 2
i

i

n x x 4 110 110 100 110 120 110k 1 3 1F F 2180 220 200S
3

k
x 110 100 120x 110 , k 3 , n 4

k 3

− −

 −  − + − + −  −  −= → = =
+ +




 + +

= = = = =

∑

∑

∑

  

  هاي رگرسيون و همبستگي مباني رگرسيون و آزمون فرض

0Hآزمـون فرضـيه     . ون زير بـرآورد شـده اسـت        تايي، مدل رگرسي   27براساس نمونه تصادفي       ـ ۱۰۳ : 0β داري    در سـطح معنـي     =
0.05α = :2ˆˆ ˆY X, R 0.36= α + β     )۸۰اقتصاد  (=

  .قابل رد نيست) ١
  .باشد  مي2تر از   و كم1.5388 محاسبه شده tشود زيرا مقدار  رد نمي) ٢
  .باشد  مي2تر از   و بيش3.5388 محاسبه شده tر شود زيرا مقدا رد مي) ٣
  .براساس اطلاعات فوق قابل انجام نيست) ٤

 . درست است۳گزينه  :حل

  ( ) 0

1

H : 0
1

H : 0

β =
 β ≠

  

  ( )
( ) ( )n 2 252

2

r 0.6t t 3.75
1 0.361 r

2 27 2n 2

R 0.36 r 0.6 , n 27

−
 = → = = −−
 −−
 = → = =

  

  . مقايسه كنيد و تصميم بگيريد2 داده نشد، با عدد بحراني tهرگاه مقدار بحراني  :توجه (3)

 قرار 0H مقدار عددي آماره آزمون در ناحيه رد  چون(4)

0βگيرد بنابراين فرض  مي   .شود  رد مي=
  

0.01αبرابر  αا كمترين مقدارزير.  نيستαگيري در مورد آزمون نيازي به دانستن سطح خطا   در بعضي موارد مثل اين سؤال براي تصميم:توجه = 

است كه مقدار 
2

Zα 0.005 آن برابرZ Z و α باشد بدون دانستن 3-تر از   يا كوچك3تر از  پس وقتي مقدار آماره آزمون ما بزرگ.  است=2.58 α يا 

2

Z αتوانيم تصميم بگيريم هم مي.  



  آمار و احتمال

 

۱۲۲  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

)) دو متغيره(اي نرمال     از جامعهn = 5براساس يك نمونه تصادفي به حجم       ـ ۱۰۴ )x , y  آيد  نتايج زير به دست مي:   

  2x 20 , x 90 , xy 180= = =∑ ∑ ∑  
  2y 40 , y 370= =∑ ∑  

  )۸۳اقتصاد( كدام است؟x روي yدار بودن ضريب رگرسيون خطي  آزمون براي آزمون معني) ملاك(آماره 
١ (t 3.46=  ٢ (t 1.9=  ٣ (t 0.35=  ٤ (t 5.93=  

  . درست است۱گزينه  :حل

  0

1

H : 0

H : 0

β =
 β≠

  

  

( ) 3 3n 2 2

2 2 2 22 2

2 2
5 5rt t 2 3 t 3.46

4 11 r 1
5 15n 2

5 2
180 20 40xy x y

25 5 5n n nr
5x x y y 90 20 370 40

5 5 5 5n n n n

−



 = → = = = → =
 − −

−
 −

 − ×−

= = =
                  − − − −                        

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

  

)با توجه به آمار مربوط به واردات كل كشور          ـ ۱۰۵ )y     و درآمـدهاي ارزي حاصـل از صـادرات نفـت ( )x  سـال گذشـته   21 در طـي 
   دار بودن رابطه خطي بين واردات و درآمدهاي ارزي كدام است؟  معنيآماره آزمون براي آزمون. رگرسيون زير برآورد شده است

   )۸۳اقتصاد  (  

 2y 3.2 0.9x e , R 0.81= + + =  
١ (z 2.5=  ٢ (2

20 4.6χ =  ٣ (1,19F 82.2=  ٤ (19t 9=  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) 0

1

H : 0
1

H : 0

ρ =
 ρ ≠

  

  ( )
( ) 19n 2 2

2

r 0.9t t 9
1 0.811 r

2 21 2n 2

n 21 ,R 0.81 r 0.9 r 0.9

−
 = → = = −−
 −−
 = = → = → = +

 

 را 3هميشه
  . بگيريد1.7

  با توجه به مثبت بودن
 شيب خط رگرسيون



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل

 

۱۲۳  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

)رابط بين مصرف    ـ ۱۰۶ )c و درآمد قابل تصرف ( )dy    رو برآورد شده است  تايي به صورت روبه  32 براساس يك نمونه تصادفي:   

  2
dĉ 2.6 0.85 y , R 0.9= + = 

 )۸۴اقتصاد (دار بودن رگرسيون كدام است؟   آزمون معني آماره آزمون براي

١( 1,30F 270=  ٢ (1,30F 150=  ٣ (( )
2
30 15χ =  ٤ (( )30t 7.2=  

  . درست است۱گزينه  :حل

  .  استFز واريانس رگرسيون و آماره آزمون داري رگرسيون خواسته شود منظور آنالي  هرگاه آزمون معني:نكته

  
( )( )

2 22
1,n 2 1,30n 2 22

2

r r 0.9 27F t F 270
1 0.9 0.11 r1 r
32 2n 2n 2

r 0.9 ,n 32

− −

   = = = → = = =  − − −  −  −−  


= =

  

 و نتيجـه آزمـون كـدام        F مربوط به شيب در ناحيه بحراني قرار گيرد در خصوص آمـاره              tدر يك رگرسيون دو متغيره اگر آماره           ـ ۱۰۷
 )۸۴اقتصاد (گزينه صحيح است؟ 

  .شود  رد مي0H  نيز در ناحيه بحراني قرار گرفته وFمقدار آماره ) ١
  .شود  رد ميaH در ناحيه بحراني قرار گرفته و Fآماره ) ٢
  . در ناحيه بحراني قرار نگرفته و بين متغيرهاي مستقل و وابسته رابطه وجود داردFآماره ) ٣
  .اي مستقل و وابسته رابطه وجود ندارد در ناحيه بحراني قرار نگرفته و بين متغيرهFآماره ) ٤

 .  صحيح است۱ گزينه :حل

0 در ناحيه بحراني قرار گرفته بنابراين فرضيه tجا كه آماره  از آن 1H : 0β دار  چون شيب خط معني. دار است  رد شده و شيب خط رگرسيوني معني=
 همان فرض مخالف aHمنظور از . (گيرد  هم در ناحيه بحراني قرار ميFار خواهد بود يعني آماره د است بنابراين فرضيه كل معادله رگرسيوني نيز معني

1Hاست (.  

  0 1

1 1

H : 0

H : 0

β =
 β ≠

  دار بودن شيب خط  براي معنيt آماره 

  0 0 1

1

H : 0

H :

β =β =



 دار بودن كل معادله رگرسيون ي براي معنFآماره : 

nفرض كنيد در يك مسئله برازش رگرسيوني، مقادير زير براساس يك نمونه تصادفي                 ـ ۱۰۸ بـرآورد حـداقل    . انـد    به دست آمده   =7
y در معادله رگرسيوني b , aمربعات مقادير  a bx= + + ε۸۵اقتصاد (  به ترتيب كدامند؟( 

  2
i i i iix 0 , x 28 , y 21 , x y 56= = = =∑ ∑ ∑ ∑ 

١ (2 , 3   ٢ (2 , 21   ٣ (5 , 3   ٤ (5 , 21   

 قل يكي مخالف صفرحدا
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  . درست است۱گزينه  :حل

  
( ) ( )2 2

2

x y 0 2156xy 56 0 87nb 2
28 0 40x 28x 7n

×
−− −

= = = = =
−

−−

∑ ∑∑
∑∑

  )شيب خط(

)كه خط رگرسيون برآورد شده هميشه از نقطه  با توجه به اين )x , yكند، مقدار   عبور ميa) آيد دست مي زير بهاز رابطه ) عرض از مبدأ:    
21y a bx a y bx 2 0 3
7

= + → = − = − × =      

nبراساس يك نمونه تصادفي    ـ ۱۰۹ r برابر y , x تايي، ضريب همبستگي بين =18 مقـدار آمـاره آزمـون    .  محاسبه شده است=0.8
 )۸۵تصاداق(: براي آزمون صفر بودن ضريب همبستگي جامعه برابر است با

١ (1
2

  ٢ (1   ٣ (1.39   ٤ (5.3   

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) 0

1

H : 0
1

H : 0

ρ =
 ρ ≠

  

  ( )
n 2 162

r 0.8t t 5.3
1 0.641 r2 18 2n 2

n 18, r 0.8

−
 = → = = − −
 −−
 = =

 

nگيري به حجم  در يك نمونه   ـ ۱۱۰  :اند ، نتايج زير حاصل شده=4

  2 2
i i i i iix y 43 , x 8 , y 16 , x 30 , y 74= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

0له رگرسيون در معاد 1y x= β + β + ε 0، برآوردهاي حداقل مربعاتβ 1 وβ۸۶اقتصاد: ( به ترتيب عبارتند از(  

١ (11 23,
14 7

  ٢ (11 17,
14 7

  ٣ (17 35,
13 26

  ٤ (52 17,
13 13

  

  . درست است۲گزينه  :حل

  
( ) ( )

1 2 2

2

x y 8 16xy 43 43 32 11n 4
30 16 148x 30x 4n

×
− − −

β = = = =
−

−−

∑ ∑∑
∑∑

  )شيب خط (

)كه خط رگرسيون برآورد شده هميشه از نقطه  با توجه به اين )x, yآيد دست مي كند، مقدار عرض از مبدأ به  عبور مي:  

  0 1
16 11 8 34 17y x
4 14 4 14 7

β = − β = − × = 0)عرض از مبدأ (= 1y x= β + β →  



  ۶ و ۵ و ۴هاي  خلاصه مباحث فصل
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 : تايي به صورت زير برآورد شده است18 براساس يك نمونه تصادفي y , xرابطه بين    ـ ۱۱۱

  2ŷ 15 1.7x , R 0.64= + =  
0β براي آزمون فرضيه t آزمون  آماره   )۸۶اقتصاد (، كدام است؟ y , x، يعني عدم وجود رابطه بين =
١ (2.46   ٢ (3.12   ٣ (5.33   ٤ (6.05   

  . درست است۳گزينه  :حل

  ( ) 0

1

H : 0
1

H : 0

β =
 β ≠

  

  

( )
n 2 2

2

r 0.8t 5.33
1 0.641 r

2 18 2n 2

R 0.64 r 0.8 r 0.8 , n 18

−
 = = = −−
 −−
 = → = → = + =  

)در معادله رگرسيون   ـ ۱۱۲ )E Y | X X= α + β تخمين حداقل مربعات از پارامتر βعبارتست از  : 

 )۸۷اقتصاد (  

١ (i i
2
i

X Y
b

X
=

∑
∑

  ٢ (( )( )i i
2
i

X X Y Y
b

X

− −
=

∑
∑

 ٣ (
( )

i i
2

i

X Y
b

X X
=

−

∑
∑

  ٤ (
( )

( )

n

i i
i 1

n 2
i

i 1

X Y Y

b
X X

=

=

−

=

−

∑

∑
  

  . درست است۴گزينه  :حل

 :شوند كه نتيجه هر دو تخمين با هم برابر و عبارت است از ضرايب معادله خط رگرسيون به دو روش حداقل مربعات و حداكثر درستنمايي برآورد مي

( )( )
( )

( ) ( )i i ii i
2

i

x y y x y yx x y y
b

x x

− − −− −
= =

−

∑∑
∑ ( )

( )
( )

0

i i
2 2

i i

x y y

x x x x

−
=

− −

∑ ∑
∑ ∑

  شيب خط: 

a y bx=   عرض از مبدأ: −








  

Eها از ميانگين همواره صفر است  مجموع انحرافات داده: خاصيت مهم ميانگين: يادآوري( )iy y 0− توانست   دقت كنيد كه رابطه بالا مي∑=
 :ر هم باشدصورت زي به

  ( )( )
( )

( ) ( )i i ii i
2

i

y x x y x xx x y y
b

x x

− − −− −
= =

−

∑ ∑∑
∑ ( )

( )
( )

0

i i
2 2

i i

y x x

x x x x

−
=

− −

∑
∑ ∑

  

)شد كه در صورت سؤال ذكر مي  در صورتي:نكته )E y | X x x= = β 0عرض از مبدأ صفر( يعني خط از مبدأ مختصات مي گذردα آنگاه برآورد ) =
 .صحيح بود۱صورت زير بود و گزينه شيب خط به

    i i
2
i

y x
b

x
= ∑

∑
  

  با توجه به مثبت بودن
 شيب خط رگرسيون
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)تابع توليد    ـ ۱۱۳ ) ( )
t t tlog Q 0.12 0.7 log L e

0.02 0.9
= + اعـداد داخـل پرانتـز      .  مشاهده برآورده شده اسـت     22، در كوتاه مدت با استفاده از        +

  )۸۸اقتصاد : (توان گفت صورت مي در اين. انحراف معيار ضرايب است
  .شود  درصد افزايش در توليد مي0.7 سبب Lدرصد افزايش در  يك) ١
  .شود  واحد افزايش در توليد مي0.7 سبب Lافزايش در يك واحد ) ٢
  .دار نيست  رگرسيون برآورد شده معني95%با اطمينان ) ٣
  . استL سطح توليد متأثر از مقدار 95%با اطمينان ) ٤

   . درست است۳گزينه  :حل
توان راجع به تأثير يك  گاه در صورت اثبات مي آن. ثبات شود رد يا اQ و Lدار بودنِ شيب خط رگرسيون آزمون شود تا ارتباط خطي بين  ابتدا بايد معني

  .  صحبت كردLواحد افزايش يا كاهش در 

Eهاي مسئله از آزمون  با توجه به داده: يادآوريtاستيودنت زير جهت معني دار بودن شيب خط رگرسيون استفاده مي كنيم :  

   0

1

H : 0
H : 0

β =
 β ≠

  

  ( ) 20n 2
b

b 0.7 7t t 0.77
S 0.9 9− = → = = =  

20,0.975t .  است2 استيودنت براي درجات آزادي مختلف حدود t در جدول t مقدار 95%در سطح  2.09=  
 پذيرفته 0Hپس با توجه به شكل و مقدار آماره آزمون فرض 

 وجود Q و Lشود كه ارتباط خطي بين  يعني ثابت مي. خواهد شد
 شيب خط رگسيون 95%بارت ديگر با اطمينان ندارد و يا به ع

بنابراين كل خط رگرسيون نيز معنا . برآورد شده معني دار نيست
    .دار نيست

  رد مي شد، جمله زير در مورد تفسير خط رگرسيون برآورد شده صحيح0Hكه شيب خط رگرسيون معني دار بود يعني فرض  در صورتي :دقت كنيد
  :بود 

  ) صحيح مي بود۲گزينه.( واحد افزايش مي يابد 0.7 به ميزان  Q مقدار متغير وابسته  Lبه ازاي يك واحد افزايش در متغير مستقل 
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  ۸۹سوالات سراسري سال 
  و حسابداري ديريتم

 هاي نامطلوب کدام است؟ واریانس داده. باشد  می0,9,5,8,12,7,4,5,6,2,4,10 ماه سال به ترتیب12سود شرکتی در  . 1
1 (10.33  2 (10.82  3 (11.63  4 (13.20   

) داده آماري    75در    .  2 )
75

i
i 1

x 15 0
=

− ) و   ∑= )
75

2
i

i 1
x 15 432

=

− iهاي    اگر ضریب پراکندگی داده   . باشد   می ∑= i
1y x a
2

=  a باشد،   0.2 برابر   +

  کدام است؟
1 (1.5  2 (1.5−  3 (2  4 (2−  

  ها کدام است؟  درصدي داده80متغیر . اند بندي شده متغیرهاي پیوسته در جدول زیر گروه  . 3
27 30−  24 27−  21 24−  18 21−  15 18−  12   حدود دسته  −15

  فراوانی  5  10  9  11  8  7
1( 25.875  2 (25.625  3 (26.125  4 (26.225  

) و2.5ماري مقدار انحراف معیار برابر داده آ40در   .  4 )3
ix x−∑نوع چولگی آن کدام است؟. باشد  می60 برابر  

  چوله به راست ـ تفاوت زیاد با نرمال) 2  چوله به راست ـ تقریباً نرمال) 1
  وله به چپ ـ تفاوت زیاد با نرمالچ) 4  چوله به چپ ـ تقریباً نرمال)  3

  توان ساخت؟  میچهارحرفی چند رمز عبور ”SUCCESS“با حروف کلمه   .  5
1 (114  2 (124  3 (141  4 (142  

بـا  . دهیم تا عدد شش رقمی حاصـل شـود           را بر روي شش کارت باریک نوشته به طور تصادفی در کنار هم قرار می               1,2,3,4,5,6هر یک از ارقام     .  6
  باشد؟  می5 یا مضرب 6مضرب ، کدام احتمال عدد حاصل

1 (1
2

  2 (2
3

  3 (1
3

  4 (3
4

  

  مقدار کوواریانس کدام است؟.  به صورت زیر استY وXیرتابع احتمال توأم دو متغ  .  7

1 (1.05  2 (1.25  

3 (1.45  4 (1.65  

X
Y

1 2 5

2 0.2 0.3 0
4 0.1 0.15 0.25

−

  

 برد و یـک باخـت و   3با کدام احتمال این تیم.  است0.35 و0.4،0.25 مسابقه دارد، احتمال برد و باخت و مساوي در هر بازي به ترتیب            5تیمی  .  8
  یک مساوي ممکن است داشته باشد؟

1 (0.108  2 (0.112  3 (0.124  4 (0.128  
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درصد صنایع دستی معیوب این     . کنند   درصد ظروف سرامیک فروشگاهی را تولید می       24 درصد و  36 درصد، 40 به ترتیب    C و A،Bسه کارگر   .  9
   تولید کرده است؟Cاگر یک ظرف تولیدي معیوب باشد، با کدام احتمال این ظرف معیوب را کارگر. باشد  می1 و3،2ترتیبکارگران به 

1 (1
6

  2 (1
8

  3 (1
9

  4 (2
9

  

با کدام احتمال، ممکن    .  است 0.6احتمال اینکه حسابرسی داخلی متوجه هر اشتباه باشد         . هاي شرکتی داراي اشتباه است      هشت مورد از حساب     . 10
  ابی باشد که وي متوجه شده است؟است پنجمین حساب اشتباه دومین حس

1 (0.09216  2 (0.0512  3 (0.0532  4 (0.01152  

)در این توزیع احتمال اگر . باشد  می2در توزیع پواسون، انحراف معیار برابر   . 11 )P X 0 0.018= ) گاه آن ، باشد= )P X   ، کدام است؟=3
1 (0.108  2 (0.186  3 (0.192  4 (0.204  

)چگالی یکنواخت  با تابع Xواریانس متغیر تصادفی  . 12 )
1 ; 1 x 5

f x 6
0 ;

 − < <= 


   کدام است؟

1 (2  2 (2.5  3 (3  4 (3.6  

  انحراف معیار توزیع میانگین نمونه، کدام است؟. کنیم تایی انتخاب می16هاي ، نمونه6 عضوي با واریانس97از یک جامعه  . 13
1 (0.5625  2 (0.5675  3 (0.6525  4 (0.6575  

   در جدول زیر کدام است؟y و xضریب همبستگی بین دو صفت   . 14
1 (0.25  2 (0.25−  
3 (0.3  4 (0.3−  

x 2 3 4 5 6
y 4 2 5 1 3

 

با استفاده از فراوانـی     .  نفر کارمند در مورد وضع بهداشت محل کار به طور تصادفی سؤال شده است              10 نفر کارگر و   40در یک کارگاه تولیدي از      .  15
  کدام است؟» کاي دو«مورد انتظار، آماره 

  کارمند کارگر
18  7   2.25) 2  2) 1 راضی 

3 (2.75  4 (3  
22  3  ناراضی 

 جاي دیگر
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  علوم اقتصادي

  .)باشند ها برحسب انحراف از میانگین می  شیب خط رگرسیون و داده2β̂(آید؟  رمول به دست می از کدام ف2rمقدار  . 1

1 (2 2 t t
2 2

t

x yˆr
y

∑
=β

∑
  2 (

2
2 2 t

2 2
t

xˆr
y

∑
=β

∑
  3 (

2 2
2 t t

2 2
t t

x y
r

x y
∑

=
∑ ∑

  4 (
2

2 X
2 2

Y

Sˆr
S

 
=β   

 
  

)خطا منظور از میانگین مجذور   .  2 )ˆMSE β چیست؟   

1 (( ) ( )2ˆ ˆMSE Eβ = β−β    2 ()تورش( )ˆ ˆ ˆMSE V ar ( β = β+ β   

)اریبی(2) 3 ) ( )ˆ ˆ ˆMSE V ar (β = β − β  4 (( ) ( ) 2ˆ ˆMSE E E β = β− β   

1هاي آماري اگر واریانس داده  . 3 2 nx , x ,..., xهاي آماري زیر کدام است؟  باشد، واریانس داده15 برابر  
1 2 n3x 2,3x 2,...,3x 2+ + +  

1 (135  2 (220  3 (155  4 (225  

nاي تصادفی به حجم        منطقه، از هر یک از این مناطق نمونه        4نظور مقایسه هزینه مواد غذایی خانوارها در      به م   .  4 بـر  .  خانوار انتخاب شده است    =5
.  به دسـت آمـده اسـت       32برابر با ) خطاها( و مجموع مربعات درون گروهی       12برابر) تیمارها(گروهی    اساس نتایج مشاهدات، مجموع مربعات بین     
  :مقدار عددي آماره آزمون عبارت است از

1 (16,3
3F

10
=  2 (16,3F 0.5=  3 (3,16

10F
3

=  4 (3,16F 2=  

 درصد افـزایش    25اندازه  ها در این سازمان به      اگر حقوق .  هزار تومان است   20 و 50ترتیب برابر   گین و انحراف معیار حقوق در یک سازمان به        میان  .  5
  :یابد، در آن صورت ضریب تغییرات حقوق

  .یابد  درصد افزایش می25) 2  . درصد افزایش خواهد داشت25بیش از) 1
  .هیچ تغییري نخواهد کرد) 4  .یابد  درصد افزایش می25کمتر از) 3

)اگر آماره  .  6 )
n

i i

i 1

T X a x
=

 یک تابع خطی از نتایج مشاهدات و ∑=
n

i

i 1

a 1
=

  شود؟ یک از شرایط ذیل حداقل می  برقرار باشد، واریانس با کدام∑=

1 (1 2 3 na a a ... a< < < <    2 (1 2 3 na a a ... a> > > >  

3 (1 2 n
1a a ... a
n

= = = =    4 (1 2 n
1a a ... a
n

= = = =  

هـاي مسـاوي چقـدر         متر با سه قطعه زمین مربعی یکسان تعویض شود، ابعاد زمین           1 و 7،5 به ابعاد  C و A،Bاگر سه قطعه زمین مربعی شکل       .  7
  است؟

1 (2  2 (4  3 (2.5  4 (5  

) داراي تابع چگالی احتمال به صورت Xاگر کمیت تصادفی  .  8 ) 5xf x 5e ; x 0−=    باشد، دهک هشتم توزیع کدام است؟<

1 (55e−  2 (( )1 ln 8
8

  3 (( )1 ln 5
5

  4 (88e−  
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) وα مقدار  داراي توزیع یکنواخت به صورت ذیل باشد،Xدر صورتی که متغیر تصادفی  .  9 )E Xبرابراست باترتیب  به :  

( )
0 x 0

f x 0 x 7
0 x 7

<
= α ≤ ≤
 >

  

1 (( ) 1E X 3.5 ,
7

= α =    2 (( )E X 171.5 , 7= α =  

3 (( )E X 2.5 , 7= α =    4 (( ) 1E X 2.5 ,
7

= α =  

  : tاي، مقدار بحرانی توزیع دار و اندازه نمونه براي هر سطح معنی  . 10
  .باشد  میZتر از مقدار بحرانی توزیع همیشه بزرگ) 2    .برابر صفر است) 1
  .باشد  میZتر از مقدار بحرانی توزیع همیشه کوچک) 4  .باشد  میZبرابر با مقدار بحرانی توزیع) 3

 برابر سال قبل، در سال دوم، سه برابر سال قبل و در سال سوم، چهار برابر سال قبل شده                    2ک کارخانه، فروش در سال اول     با تغییر مدیریت در ی      . 11
  به طور متوسط، مقدار فروش از شروع مدیریت جدید چند برابر شده است؟. است

1 (2.5  2 (36
13

  3 (32 3  4 (3  

هاي اقتصاد نیز کنار      هاي ریاضی کنار هم و کتاب       احتمال اینکه کتاب  . دهیم  کتاب ریاضی و چهار کتاب اقتصاد را در یک ردیف کنار هم قرار می               سه  . 12
  :هم قرار بگیرند، برابر است با

1 (2
35

  2 (1
2

  3 (12
7!

  4 (1
6!

  

)، کمترین مقدار عبارت2x و1xبراي دو مقدار  . 13 )
2

2
i

i 1

x a
=

  : برابر است با∑−

1 (2 2
1 2x x+  2 (3  صفر (( )2

1 2
1 x x
2

+  4 (( )2
1 2

1 x x
2

−  

2S روز گذشته    100اي واریانس قیمت نفت در      اگر تخمین نقطه    . 14 مقـادیر  (است؟  درصدي براي واریانس جامعه کدام   95 باشد، فاصله اعتماد   =10
2بحرانی 2

0.975,d.f 0.025,d.fX 73.361 , X 128.422=   .)باشند  می=

1 (990 990,
128.422 73.361

 
 
 

    2 (73.361 128.422,
990 990

 
 
 

  

3 (99 99,
1284.22 733.61

 
 
 

    4 (733.61 1284.22,
99 99

 
 
 

  

)اند  که به ترتیب در فرضیه صفر و یک بیان شده1µ و0µاگر اختلاف بین مقدار  .  15 )0 0 1 1H : , H :µ =µ µ =µبا ∆µبیان شود، توان آزمون :  
  . استµ∆مستقل از) 2    .یابد  کاهش میµ∆با افزایش) 1
  . متناسب استµ∆با) 4    .یابد  افزایش میµ∆با افزایش) 3

اگر تخمین زننده    .  16 min maxX X
X

2
+

 تعریف شده 2σ و واریانسµ با توزیع نرمال با امید ریاضی  nاي به حجم     در نمونه  Xاي   و میانگین نمونه   =

) نسبت کارایی باشد، ) ( )( )V ar X / V ar Xعبارت است از :  

1 (n
2

  2 (2
n

  3 (n
2

  4 (n
2
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)نمایی واریانستخمین حداکثر درست  .  17 )2σاي به حجم اي با توزیع نرمال مبتنی بر نمونه  در جامعهnبرابر است با :  

1 (
( )

n
2

i

i 1

X X

n
=

−∑
  2 (

( )
n

2
i

i 1

X X

n 1
=

−

−

∑
  3 (

( )
n

2
i

i 1

X X

n 2
=

−

−

∑
  4( 

( )
n

2
i

i 1

X X

n 1
=

−

+

∑
  

)در یک توزیع پواسون داریم  . 18 ) ( )1P X 0 P X 2
2

= = ) مقدار= )P X   : برابر است با<0

1 (11 e−−  2 (1
2

  3 (21 e−−  4 (41 e−−  

 معیـوب   B درصد محصولات خط   30و    Aده درصد محصولات خط   . شوند   تولید می  B و Aط دو خط تولید   اي به تساوي توس     محصولات کارخانه   . 19
  باشد چیست؟  B احتمال اینکه این محصول از خط تولید الم باشد،اگر کالایی به طور تصادفی انتخاب شود و س. هستند

1 (3
4

  2 (7
16

  3 (7
8

  4 (1
3

  

)وزیع کاي ـ دو داراي تXمتغیر تصادفی  . 20 )2χضریب تغییرات این متغیر کدام است؟.  است15 با امید ریاضی  

1 (1
2

  2 (1
2

  3 (2  4 (2  
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  ابداري و حسمديريت
  . درست است1گزینه   . 1

  :بنابراین. است از واریانس سودهایی که از میانگین سود کمتر باشند براي شرکت عبارت) واریانس نیمه(واریانس سودهاي نامطلوب 
   :کنیم ها را محاسبه می ابتدا میانگین داده

  ix 0 9 5 8 12 7 4 5 6 2 4 10 72 6
N 12 12

+ + + + + + + + + + +
µ = = = =∑  

)هاي نامطلوب سپس داده )ix < µکنیم  را مشخص می:  
  i; x 6 0 , 2 , 4 , 4 , 5 , 5<   هاي نامطلوب داده→

  :کنیم هاي نامطلوب را محاسبه می در انتها واریانس داده

  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k
2

i 2 2 2 2 2 2
i 1

x
0 6 2 6 4 6 4 6 5 6 5 6

: S.V
k 6

=

− µ
− + − + − + − + − + −

= =
∑

  واریانس نیمه

  36 16 4 4 1 1 62 10.33
6 6

+ + + + +
= = =  

  . درست است2 گزینه   .  2
)میانگینخواص  :یادآوري )µ :    

( ) ( )2
i ix 0 , x : min− µ = − µ∑ ∑ 

    :بنابراین

 ( )
75

i
i 1

x 15 0 15
=

− = → µ =∑  

  ( )2
i2 x 432 5.76 5.76 2.4

N 75

− µ
σ = = = → σ = =∑  

  : داریم، است0.2 برابرiy ضریب تغییراتازآنجاکهحال 

  
( )

( )

i

i

i
i

i

1
X a XY 2

Y
Y 1

X a X
2

1 1 2.4
2 2CV 0.2

1 1a 15 a
2 2

+

+

σ σσ
= = = = =

µ µ µ + +
  

  1 152.4 0.2 0.2a 1.2 1.5 0.2a 0.2a 0.3 a 1.5
2 2

→ × = × + → = + → = − → = −  
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  . درست است1 گزینه   . 3
  :ام است؛ بنابراین80 درصدي همان صدك80نظور از متغیرم

) الف
icFکنیم  را در جدول محاسبه می:  

  

i

i i

c

C L 12 15 15 18 18 21 21 24 24 27 27 30

F 5 10 9 11 8 7 N F 50

F 5 15 24 35 43 50

− − − − − − −

= =∑  

است کهاي  اولین طبقهصدك در ) ب
ic

aN 80 50F 40
100 100

×
≥ = ) طبقهباشد؛ بنابراین = )24   .استدار  كصد طبقه −27

  .طبقه پیوسته است) ج
  :مقدار صدك هشتادم برابر است با) د

  i 1 a 80
a i 80N 50i

c
aN 80 50F 35 5100 100P L I P 24 3 24 3 25.875

F 8 8
− =

=

×
− −

= + × → = + × = + × =  

  . درست است1 گزینه   .  4
  : آوریم  گشتاوري به دست میرابطههاي مسئله ابتدا مقدار چولگی را به کمک  با توجه به داده
  :راه حل اول

  
( )

( )

3
i

3 3

x 60
1.5N 40Sk 0.096

15.6252.5

− µ

= = = =
σ

∑
  

Sk ازآنجاکه ،اولاً   .چوله به راست است، توزیع <0
Sk ازآنجاکه ،ثانیاً   . تقریباً نرمال است، توزیع≥0.1

   :)تستی(دوم  راه حل
) مقدار ازآنجاکه ،اولاً )3

ix − µ∑بت است پس چولگی مثبت و به سمت راست است مث.  
 0.5 از تر بزرگتواند   مخرج است و مقدار چولگی نمی ازتر کوچک با جایگذاري مقادیر در کسر چولگی گشتاوري مشخص است که صورت خیلی ،ثانیاً
  . پس اختلاف زیادي با نرمال ندارد،باشد
    :ادآوريی

Skتقریباً نرمال 0.1≤ → 
0.1تفاوت اندك با نرمال   Sk 0.5< ≤ →  

Skتفاوت فاحش با نرمال   0.5> →  

  . درست است1گزینه   .  5
  .  بار در آن تکرار شده استC،2 بار و حرفS،3 است که حرفE وS،U،C شامل حروفSUCCESSکلمه

  : کنیم زیر را بررسیحالاتبراي ساختن رمزهاي چهارحرفی باید 

  :E وS،U،C حرف غیر تکراري4حرفی با چهارـ تمام کلمات 
4

4! 24
4

 
 × =
 
 
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  :E وS،U حرف دیگر از حروف2 و انتخاب C حرف2با چهارحرفی ـ تمام کلمات 
3 4! 36

2!2

 
 × =
 
 

  

  :E وC،U حرف دیگر از حروف2 و انتخاب S حرف 2با چهارحرفی ـ تمام کلمات 
3 4! 36

2!2

 
 × =
 
 

  

  :E وC،U حرف دیگر از حروف1 و انتخاب S حرف3با چهارحرفی ـ تمام کلمات 
3 4! 12

3!1

 
 × =
 
 

  

!S:  4 حرف2  وC حرف 2 باچهارحرفی ـ تمام کلمات  6
2!2!

=  
24  :برابر است باچهارحرفی  تعداد کل رمزهاي بنابراین، 36 36 12 6 114+ + + + =  

  . درست است2گزینه   .  6
6 5 1 6!= × × × =  تحالاکل  

  :  باشد5 باشد رقم یکان باید 5 اولاً، براي آنکه عدد مضرب :حالات مساعد
5 4 3 2 1 1 5! 1= × × × × × =   5 تعداد اعداد مضرب:   حالت5   حالت4   حالت3  لت حا2   حالت1   حالت1×

        
    6 و1،2،3،4اعداد   5عدد  

1که هست زیرا پذیر باشد   بخش3مجموع ارقام بر( باشد 3 باشد باید هم مضرب 6 براي آنکه عدد مضرب ،ثانیاً 2 3 6 21+ + + + = ( و هم
  : بنابراین؛)6 و2،4یکی از اعدادرقم یکان زوج باشد یعنی  (2مضرب 

      یکان  

5 4 3 2 1 3 5! 3= × × × × × =   6 تعداد اعداد مضرب :   حالت5   حالت4   حالت3   حالت2   حالت1   حالت3×
    

  یکی از اعداد
  6یا 2،4

    مانده  عدد باقی5

5! 1 5! 3 5! 4= × + × =   حالات مساعد تعداد ×
  حالات مساعد  :و احتمال مورد نظر برابر است با

  
5! 4 5!

6!
×

= =
4

6 5!
×

×
4 2
6 3

= =  
  حالات ممکن

   احتمال=

  . درست است1 گزینه   .  7

  

X
Y

( )

( )

1 2 5 f y

2 0.2 0.3 0 0.5
4 0.1 0.15 0.25 0.5

f x 0.3 0.45 0.25

−

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

Cov X , Y E XY E X E Y 6.6 1.85 3 1.05

E XY xy f x , y 2 1 0.2 2 2 0.3 2 5 0 4 1 0.1 4 2 0.15 4 5 0.25 6.6

E X x f x 1 0.3 2 0.45 5 0.25 1.85

E Y y f y 2 0.5 4 0.5 3

 = − = − × =

 = = × − × + × × + × × + × − × + × × + × × =


= = − × + × + × =


= = × + × =

∑∑
∑
∑
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  . درست است2 گزینه   .  8
  :اي است؛ بنابراین  مساوي داراي توزیع چندجمله وبرد، باختنعداد 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 1
1 2 3

5!P X 3 , X 1 , X 1 0.4 0.25 0.35 0.112
3!1!1!

= = = = × × × =  

  :براي سادگی محاسبات بهتر است موارد زیر را در نظر بگیرید

( )
3 3

3

5! 20
3!1!1!

4 2 80.4
10 5 125 8 1 7 112020 0.112

125 4 20 1000025 10.25
100 4

35 70.35
100 20

 =



    = = =        → × × × = =


= =


 = =


  

  . درست است3 گزینه   .  9
  : برقرار استز که شرایط قضیه بیشود میمشخص با بررسی مسئله و اطلاعات آن 

  تولید  معیوب
A : 0.40 0.03
B : 0.36 0.02
C : 0.24 0.01

→
→
→

  

  

  P(Cکالا معیوب و کارگر(
24 1

24 24 1100 100
40 3 36 2 24 1 120 72 24 216 9

100 100 100 100 100 100

×
= = = =

+ +× + × + ×
  

  )Pکالا معیوب(
)   P(Cکارگر|کالا معیوب=

  . درست است1 گزینه   . 10
   : در آناي منفی است که  توزیع دوجمله در هر آزمایش دارايpی با احتماللامین آزمایش برنوxامین موفقیت درrوقوع

  ( ) r x r
x 1

P x p q
r 1

−
− 

 =
 − 

  

)شود مین اشتباهی که حسابرسی متوجه میدودر این سؤال احتمال آنکه  )r )مین اشتباه باشدپنج ،=2 )x   :آید  از رابطه زیر به دست می،=5

  ( ) ( ) ( )2 35 1 36 64P x 0.6 0.4 4 0.09216
100 10002 1

− 
 = = × × =
 − 

  

  . درست است3 گزینه   . 11
  :  داریمλدر هر توزیع پواسون با پارامتر 

  

( )
x

2

eP x
x!

−λ λ
=


µ = λ


σ = λ → σ = λ
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  :حال با توجه به اطلاعات مسئله داریم

( )
0eP X 0 0.018 e 0.018

0!
2 4

−λ
−λ λ

= = = → =

σ = λ = → λ =

  

  :بنابراین

( )
3 3e 0.018 4 18 64 192P X 3 0.192

3! 3! 1000 6 1000

4 ; e 0.018

−λ

−λ

 λ ×
= = = = × = =




λ = =

  

  . درست است3 گزینه   . 12
xαر تصادفی براي یک متغی < < βبا توزیع یکنواخت داریم :  

( )

( ) ( )
X

2
2

1f x

E X ,
2 12

 = β − α

 β − αα + β

= σ =


  

1 متغیر واریانس ،بنابراین x 5− <   :برابر است با با توزیع یکنواخت >

( ) ( )( )
X

22
2 5 1 36 3

12 12 12

− −β − α
σ = = = =  

  . درست است1 گزینه   . 13

nیگذاري است و داریمازآنجاکه جامعه محدود و انتخاب بدون جا 16 0.15 0.05
N 97

= > از ضریب انحراف معیار توزیع میانگین نمونه ، براي محاسبه
  :کنیم؛ بنابراین تصحیح استفاده می

X
X

X
2

6N n 97 16 81 6 81 9 0.5625
N 1 97 1 96 16 16 16 16n 16

n 16 ; N 97 ; 6

 σ− − ×
σ = × = × = = = = − − × ×


= = σ =

  

  . درست است4 گزینه   . 14
( ) ( ) ( ) ( )2 2x x y y x x y y

x y x x y y
4 1 2

2 4 2 1
x 1 1 120x 4 3 2 1 1n 5 0 4 0;
y 4 5 0 215y 3 1 4 2

n 5 5 1 1 2
4 0 0

6 3 2 0
10 10 3

− − − −
− −

−
−


 = = = − − →


= = = −
 −

= = = −

∑

∑

∑ ∑ ∑

  

( )( )

( ) ( )2 2

x x y y 3r 0.3
10 10x x y y

− − −
= = = −

×− −

∑
∑ ∑
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ijeF    ijoF  

    کارمند  کارگر        کارمند  کارگر
25 40 20

50
×

=  25 10 5
50
×

  راضی  7  18  25  راضی  =

25 40 20
50
×

=  25 10 5
50
×

  ناراضی  =
→  

  ناراضی  3  22  25

        N 50=  40  10    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij

ij

2
2 2 2 2o e2

e

F F 7 5 18 20 3 5 22 20 4 4 4 4 10 2
F 5 20 5 20 5 20 5 20 5

− − − − −
χ = = + + + = + + + = =

∑ ∑  
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  ي اقتصادعلوم
  . درست است2 گزینه  . 1

  :هاي مسئله برحسب انحراف از میانگین هستند، داریم ازآنجاکه داده

  

( )

( )
( )( )

2 2
t

2 2
t

t t

x x x

y y y

x x y y x y

 − =

 − =


− − =


∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑

  

  :داریم) ضریب همبستگی نمونه (rرابطهبا توجه به 

( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( )22

t t2
2 2 2 22 2 t t

x yx x y yx x y y
r r

x yx x y yx x y y

 − −− −  = → = =
− −− −

∑∑∑
∑ ∑∑ ∑∑ ∑

  

)جاي  اشتباهاً به3در گزینه (ها نیست  که در گزینه )2
t tx y∑2 از 2

t tx y∑استفاده شده است (.  
1معادله خط رگرسیون به صورتاگر  2

ˆ ˆŷ x= β + β،2 باشدβ̂ و داریماست شیب خط رگرسیون :  
( )

Y X X

X Y Y

2

2
2 2 2

2 2 2 22

x x
S S S n 1ˆ ˆ ˆ ˆr r r
S S S

−

−β = → = β → = β = β

∑

( )2y y

n 1

−

−
∑

( )
( )

2 2
t2 2

2 22 2
t

x x xˆ ˆ
yy y

−
= β = β

−

∑ ∑
∑∑

  

  .پاسخ سؤال است و وجود دارد 2که رابطه آخر در گزینه 
  . استفاده شده استβ̂ از2β̂جاي اشتباهاً بهنیز  4در گزینه 

  . درست است1 گزینه  .  2

+)ˆاریبی یا تورش(2   βاریانسو( ) ( ) ( ) ( )( )22ˆ ˆ ˆ ˆ ˆMSE E V ar Eβ = β − β = β + β − β = β  
  :شود  دیده میطورکه همان

  .  استفاده شده است»−« از »+«جاي  نادرست است، زیرا به3گزینه 
  .استفاده شده است) β̂تورش( از β)ˆتورش(2جاي زیرا به  ست است، نادر2گزینه 

  . درست است1 گزینه  . 3

( ) XX

X

2 2
3 2

2

9 9 15 135

15

+
σ = σ = × =

σ =

  

  . درست است4 گزینه  .  4
) جامعهkبراي مقایسه میانگین )k   :شود  می زیر استفادهبه صورته فیشر  از آزمون تحلیل واریانس آمار≤2

( )

( )

( )
3,16k 1,k n 1

SS Tr 12
43k 1F F 2

SSE 32 2
k n 1 16

− −
−= → = = =

−

  

( ): SS Tr   مربعات بین گروهی=12
: SSE   مربعات درون گروهی=32

n 5 , k 4= =  












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  . درست است4 گزینه  .  5
( )

( )
X X

X
X X

1.25X
X 0.25X 1.25X

1.25X

1.25
CV CV CV

1.25+

σ σ σ
= = = = =

µ µ µ
  

X تغییرات وقتی ضریب،دقت کنید
X

X
CV

 σ
= µ 

50µکند دیگري نیازي به مقادیر  تغییر نمی 20σ و=   .نیست =

  . درست است3 گزینه  .  6

)کمترین واریانس )
1 2 n

n

1 in a a .... a
i 1n

i i
i 1

x

T a x T X X
n

= = = =
=

=

= → = = →
∑

∑  

  . درست است4 گزینه  .  7
  : برابر است باC وA،B است، بنابراین مجموع مساحت سه قطعه2a برابر باaدانیم مساحت هر مربع به ضلع  میطورکه همان

2 2 27 5 1 75= + +   C وA،Bمجموع مساحت سه قطعه=

  : پس؛ شود23aها آن باید مجموع ، تقسیم کنیمaمجموع را بین سه قطعه مربع با ضلع یکساناین حال اگر بخواهیم 
2 23a 75 a 25 a 5= = → = →    قطعه یکسان سهمجموع مساحت=

  . درست است3 گزینه  .  8

( ) 5x 5x 5
00

ln5

P X 0.8 5e dx 0.8 e 0.8 1 e 0.8

1 1 ln 5e 0.2 5 ln 5 ln 5
5 5 5

α α− − − α

− α

 < α = → = → − = → − = 

→ = = → − α = → − α = − → α =

∫  

  . درست است1 گزینه  .  9
xαبراي هر متغیر تصادفی  < < βبا توزیع یکنواخت داریم :  

( )

( )

( )

( )

0 , 7

1 1f x f x
7
7E X 3.5E X
22

α = β =

 = = β − α → 
α + β  = ==  

  

  . درست است2 گزینه  . 10
، با توجه به شکل، مقدار ناحیه بحرانی براي سطوح برابر در آن از نرمال )پراکندگی بیشتر(تر است  ع نرمال کوتاه متقارن و از توزیtازآنجاکه توزیع
  .بیشتر است
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  سال اول

2=  
1x  سال قبل =  

  سال دوم
2x  سال اول  =3 =  

  سال سوم

33 3
Gx 2 3 4 24 2 3⇒ = × × = =  

4=  
3x  سال دوم =  

  . درست است1 گزینه  . 12
3 را باهاي ریاضی کتاباگر  :کل حالات 2 1R ,R ,R4 ا ب را اقتصادهاي  کتاب و 3 2 1E ,E ,E ,E ،گاه آن نمایش دهیم:  

  ها حالات جایگشت کل کتاب=!7
  :هاي اقتصاد نیز کنار هم باشند، داریم کتابهاي ریاضی کنار هم و  حال اگر بخواهیم کتاب: حالات مساعد

1 2 3 1 2 3 4

R E

R R R E E E E
  

2! 3! 4!= ×   حالات مساعد×
  :نابراین احتمال مورد نظر برابر است باب

!2  حالات مساعد 3! 4! 2! 3!
7!

× × ×
= =

4!×
7 6× 5 4!× ×

2
35

=  
  حالات ممکن

  احتمال  =

  . درست است4 گزینه  . 13

)کمترین مقدار )
2

2
i

i 1
x a

=

1 زمانی است که ∑− 2x x
a

2
+

= µ   : باشد، بنابراین=

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 2 2
1 2 2 1 1 2 1 21 2 1 2 1 2

i 1 2
i 1

x x x x x x x xx x x x x xmin x x x 2
2 2 2 4 4 4 2

=

− − − −+ + +     = − = − + − = + = =     
     ∑  

)همواره: یادآوري ) ( )2 2a b b a− =   . است−

  . درست است1 گزینه  . 14

( ) ( ) ( )
2 2

0.025 0.975

2 2 2
2 2

2

2

n 1 S n 1 S n 1 S 99 10 99 10, ,
128.422 73.361

n 100 ; S 10

  
− − − × ×   χ = → σ = =     σ χ χ  

 = =

  

  . شودتر کوچک مقدار آنشود تا   پایین گذاشته میدحتر در مخرج کسر  عدد بزرگ است، تر کوچکازآنجاکه در یک بازه همواره حد پایین : یادآوري

  . درست است3 گزینه  .  15
  :دانیم، توان آزمون عبارت است از طورکه می همان

0H وقتی نادرست باشد0Hاحتمال رد کردن فرض ) 0Pرد|نادرست= (H  



  ۸۹سوالات آزمون سراسري 
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  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………… 

)حال اگر اختلاف میان مقدار بیان شده در فرض صفر          )0H   و فرض مقابل ( )1H    0 زیاد شود، در صورت نادرست بودنH  آن را با احتمال بیشـتري رد ،
  :هاي زیر براي مثال، در فرض. کنیم می

( ) ( )
0 0

1 1

H : 8 H : 8
1 4 2 0.5

H : 12 H : 8.5

µ = µ =  → ∆µ = → ∆µ = 
µ = µ =  

  

) در حالت0Hفرض   .شود؛ بنابراین، توان آزمون بیشتر خواهد بود  با اطمینان بیشتري رد می1(

  . درست است2 گزینه  .  16
  :کنیم ها را محاسبه می زننده ابتدا واریانس هر یک از تخمین

( )

( ) ( )
2

2

min

V ar X
n

V ar x
V ar X

σ

σ
=

=
( )

2

maxV ar x
σ

+ 2 22
4 4 2





 σ σ = =


  

  :آوریم را به دست میحال نسبت کارایی 

( )
( )

2

2

V ar X 2n
nV ar X

2

σ

= = =
σکاراییX بهX  

  . درست است1 گزینه  .  17
 این پارامترها ماننـد روش گشـتاوري عبـارت        MLE باشد، در این صورت برآورد     2σ و واریانس مجهول   µ داراي توزیع نرمال با میانگین مجهول      Xاگر

  :است از

( )
n 2

i
2 2 2i 1

ˆ X

X X
ˆ X X

n
=

µ =

 −
σ = = −

∑  

  . درست است3گزینه   . 18
  : داریم)متوسط تعداد اتفاقات (λ با پارامتر پواسوندر توزیع 

( )
xeP x ; x 0,1,2,...

x!

−λλ
= =  

)ازآنجاکه ) ( )1P X 0 P X 2
2

= =   : داریم،=
0 2

02e 1 e 4 2 2
0! 2 2!

−λ −λ
λ≥λ λ

= × → λ = → λ = ± → λ =  

)بنابراین )P X   :برابر است با <0

( ) ( )
2 0

2e 2P X 0 1 P X 0 1 1 e
0!

2

−
−

 > = − = = − = −

λ =
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    0.1معیوب        تولید  
  

1A :
2

  
      0.9سالم    

    0.3معیوب       
  

1B :
2

  









  

        0.7سالم    
  :بنا بر قضیه بیز داریم

Pکالا سالم و خط( (B  1 0.7 72
1 1 160.9 0.7
2 2

×
= =

× + ×
  

Pکالا سالم( (  
) Pخط|کالا سالم= (B  

  . درست است4 گزینه  . 20
  : درجه آزادي باشد، داریمn دو با-  داراي توزیع کايXمتغیراگر 

( ) ( )X

X X

X X

n 152 2

E X n E X 15

2n 30

2n 30

=

= µ = = 
  σ = → σ = 
 

σ = σ =  

  

  : را محاسبه کنیمXتوانیم ضریب تغییرات حال می

X
X

X

30 2 15CV
15 15

σ ×
= = =

µ
  

 د در کلی4 یعنی گزینه 2 که جواب  ساده کرده است15ا را ب15احتمالاً طراح سؤال هنگام ساده کردن صورت و مخرج کسر آخر، به اشتباه 
  .سنجش انتخاب شده است


