
Voronoi Diagram
The postoffice problem 

بھ نام خدا                          

دریجانی محبوبھ                          



صورت مساله
ھایی را برای  خواھد مکان ای می فرض کنید یک فروشگاه زنجیره

برای بررسی مناسب بودن محل باید . احداث فروشگاه تعیین کند
تواند در جلب مشتری  اندازه می  بررسی کرد کھ فروشگاه جدید چھ

ای کھ تحت پوشش ھر  برای این کار باید بتوان ناحیھ. موفق باشد
.گیرد را تعیین کرد مرکز خرید قرار می
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صورت مساله
کنیم  فرض می

قیمت ھرکالا در ھمھ جا یکسان است.
ھزینھ حمل کالا از + ھزینھ بھ دست آوردن ھر کالا برابر است با قیمت آن

فروشگاه 
ھزینھ حمل کالا از فروشگاه بھ یک محل با فاصلھ آنھا متناسب است.
کنند ھزینھ بھ دست آوردن کالا را مینیمم کنند مشتریان سعی می.
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صورت مساله
 با این فرض ھا باید نقطھ ای برای احداث فروشگاه تعیین شود کھ فاصلھ

بھ طور دقیق تر باید نقطھ ای . آن با ھمھ فروشگاه ھای موجود زیاد باشد
.تعیین شود کھ فاصلھ آن تا نزدیکترین فروشگاه تا اندازه ممکن زیاد باشد
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تعبير هندسی - صورت مساله
ھایی است کھ  مدل ھندسی این مسالھ یک زیرتقسیم از صفحھ بھ ناحیھ

ھای قبل افراد  با فرض. روند ساکنان ھر ناحیھ ھمھ بھ یک مرکز خرید می
.کنند کھ بھ آنھا نزدیکتر است مرکز خریدی را انتخاب می

 پس برای ھر مرکز خریدt ای را طوری تعیین کرد کھ  توان ناحیھ می
.باشد tنزدیکترین مرکز خرید ھمھ نقاط آن 

 نام دارددیاگرام ورونوی این ساختار.
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6

دیاگرام ورونوی 



دياگرام ورونوی 
 مھمترین و پرکاربردترین ساختار بعد ازconvex hull
 ھمھ اطلاعات مربوط بھ فاصلھ ھای مجموعھ ای از

) یا اشیای کلی تر(ھا  نقطھ     
 توسط دیریکلھ مطرح شد و اولین مقالھ در این زمینھ در  1850در سال

.توسط ورونوی چاپ شد 1908سال 
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دیاگرام ورونوی یک •
نقطھ تنھا از ھمان نقطھ 

.تشکیل شده است
خط  عمودمنصف پاره•

متصل کننده دو نقطھ 
دیاگرام ورونوی آنھا 

.است

 چند مثال

ھای ساده دیاگرام ورونوی در حالت•
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 چند مثال

ھای ساده دیاگرام ورونوی در حالت•

دیاگرام ورونوی یک •
نقطھ تنھا از ھمان نقطھ 

.تشکیل شده است
خط  پارهعمودمنصف •

دو نقطھ متصل کننده 
دیاگرام ورونوی آنھا 

.است
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 چند مثال

ھای ساده دیاگرام ورونوی در حالت•

دیاگرام ورونوی یک •
نقطھ تنھا از ھمان نقطھ 

.تشکیل شده است
خط  پارهعمودمنصف •

دو نقطھ متصل کننده 
دیاگرام ورونوی آنھا 

.است
ھای  ھای ضلع عمودمنصف    

مثلث دیاگرام ورونوی 
ھای آن را تشکیل  راس
.دھند می

برای سھ نقطھ غیر ھم خط دیاگرام •
خط تشکیل شده  ورونوی از سھ نیم

.است



چند مثال
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v

سلول، ناحیھ
یا وجھ ورونوی 

یال ورونوی

 چند مثال

اجزای دیاگرام ورونوی•

راس ورونوی

سایت



مثال
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مثال
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مثال
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مثال
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های اولșه   تعرȘف

17

)ھا سایت( صفحھ در نقاط از                           مجموعھ•
  بھ )ھا سایت با متناظر( ناحیھ n بھ صفحھ از زیرتقسیم یک   
است اگر و تنھا  piدر ناحیھ متناظر با   qنقطھ کھطوری    

،                                             کھ        ھراگربرای
.نام دارددیاگرام ورونوی 

( )Vor P

( )iV p
ip



های اوليه تعريف
 فاصلھ اقلیدسی دو نقطھp  وq بھ صورت زیر تعریف شده است:

 منصف دو نقطھp  وq خط  عمود منصف پارهpq است.

18

pq

( , )h q p

( , )h p q

اگر و تنھا اگر



ساختار دياگرام ورونوی 
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ساختار دياگرام ورونوی 
.  در صفحھ باشد) سایت(نقطھ  nیک مجموعھ از  Pفرض کنید : قضیھ     

موازی   خط n-1ای از  باشند، دیاگرام ورونوی مجموعھ  اگر نقاط ھمخط
در غیر این صورت دیاگرام ورونوی ھمبند است و  ھر ضلع آن . است

.  خط است خط یا نیم یک پاره
:ایده اثبات

 ھا ھستند ھا قسمتی از عمودمنصف ضلع.
 اگر یک ضلع خط باشد، مثلا عمودمنصفpi  وpj.

خط نیست ھست کھ با این دو ھم pkای مانند  نقطھ
. کند پس عمودمنصف آن این خط را قطع می

اگر دیاگرام ورونوی ناھمبند باشد یک ضلع آن خط است
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ساختار دياگرام ورونوی 
سایت دارای حداکثر           راس و   n ≥ 3دیاگرام ورونوی با : قضیھ

.ضلع است            

خط باشند دیاگرام ورونوی  ھا ھم اگر راس: ایده اثبات
.خط موازی است n-1ای از  مجموعھ
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ساختار دياگرام ورونوی 
سایت دارای حداکثر           راس و                  n ≥ 3دیاگرام ورونوی با : قضیھ

.ضلع است
خط باشند دیاگرام ورونوی  ھا ھم اگر راس: ایده اثبات

.خط موازی است  n-1ای از  مجموعھ
در غیر این صورت یک راس جدید       بھ دیاگرام 

. شود کنیم تا تبدیل بھ یک گراف مسطح  اضافھ می
با استفاده از فرمول اویلر 

بھ علاوه ھر ضلع روی مرز دو ناحیھ است و ھر راس با 
پس. حداقل سھ یال مجاور است

در نتیجھ                      و  
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ساختار دياگرام ورونوی 
 بزرگترین دایره خالیq  نسبت بھ مجموعھ

است q، بزرگترین دایره با مرکز Pھای  نقطھ
.درون آن نیست Pکھ ھیچ نقطھ 
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ساختار دياگرام ورونوی 
ھای زیربرقرار  از نقاط  خاصیت Pبرای دیاگرام ورونوی مجموعھ : قضیھ 

.است
راسی از دیاگرام ورونوی است اگر و تنھا اگر حداقل سھ راس  qنقطھ ) 1

P  باشند          روی.
Vorضلعی از  pjو  piعمودمنصف دو راس ) 2 (P)  است اگر و تنھا اگر

روی                  pjو  piروی عمودمنصف باشد بطوریکھ فقط   qراسی مانند 
.باشند
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ساختار دياگرام ورونوی 
:ایده اثبات

  3ای باشد کھ           از حداقل  نقطھ qاگر ) 1
عبور کند، آنگاه فاصلھ این  pkو  pjو  piسایت   
qھیچ سایتی بھ برابر است و qسھ نقطھ تا   

در مرز ناحیھ ورونوی ھر سھ  qپس . نزدیکتر نیست
.  سایت قرار دارد و یک راس ورونوی است

راسی از دیاگرام ورونوی باشد، روی مرز حداقل qاگر   
ھای این سھ ناحیھ فاصلھ پس سایت. سھ ناحیھ قرار دارد  
در نتیجھ حداقل . ندارد qدارند و ھیچ سایتی فاصلھ نزدیکتر تا  qمساوی تا   

.روی مرز           قرار دارند Pسھ راس 
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ساختار دياگرام ورونوی 
:ایده اثبات

سایت 2ای باشد کھ          از دقیقا  نقطھ qاگر ) 2
یک راس یا یک  qبا استدلال قبل . عبور کند

روی مرز دو  qاما . ضلع از دیاگرام ورونوی است
.پس روی یک ضلع است. ناحیھ است

  pjو  piبرعکس، اگر قسمتی از عمودمنصف دو سایت 
روی این  qیک ضلع از دیاگرام ورونوی باشد، بزرگترین دایره خالی در ھر راس 

.کند عبور می  pjو  piضلع از دقیقا دو سایت  
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ساختن دياگرام ورونوی 
:یک الگوریتم اولیھ

 ،    با توجھ بھ این برای ھر سایت

.  ھا استفاده کرد صفحھ توان برای تعیین ھر ناحیھ ورونوی از اشتراک نیم می
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ساختار دياگرام ورونوی 
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ساختار دياگرام ورونوی 
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ساختار دياگرام ورونوی 
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 O(n log n)برای ھر سایت زمان 
O(n2و در مجموع زمان  log n) 

.لازم است

آیا الگوریتم سریعتری وجود دارد؟ •



ساختن دياگرام ورونوی           
ایده استفاده ازالگوریتم

دیاگرام ورونوی ھم بھ سایت ھای: اشکال
بستگی دارد و ھمsweep lineبالای   
 sweep lineبھ سایت ھای زیرخط 

در ھر لحظھ تنھا قسمتی از : راه حل
دیاگرام ورونوی کھ بھ سایتھای زیر  

این قسمت با پایین رفتن   . بستگی ندارد را درنظرمی گیریم               
تغییر نمی کند              
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ساختن دياگرام ورونوی
تغییرنمی کند؟ lکدام قسمت از دیاگرام ورونوی با پایین رفتن 

   
قسمتی از صفحھ کھ فاصلھ آن تا•
ازفاصلھ آن lھر سا یت زیر خط   

.  خط بزرگتر باشد   

قسمتی از صفحھ کھ فاصلھ آن تا
برابر با فاصلھ آن تا سایت lخط    
    P باشد.

مکان ھندسی نقاطی از صفحھ کھ فاصلھ آنھا از یک نقطھ ویک خط مساوی است
استسھمی  یک
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ساختن دياگرام ورونوی
 ھر سایت بالایl یک سھمی تعریف می کند.

تابعی است کھ از پایین ترین نقطھ ھمھ سھمی ھا )             (خط ساحلی
.عبور می کند
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 beach lineخواص
                  نسبت بھ محورxبھ این معنی کھ برای ھرخط .ھا یکنواست

.عمودی آن را دقیقا در یک نقطھ قطع می کند
یک سھمی ممکن است در دوقسمت از                   ظاھرشود
محل تقاطع سھمی ھا روی یک ضلع دیاگرام ورونوی قرار دارد
                 میان نمودارھای سھمی مختلف روی یالھای دیاگرام

ورونوی قرارمی گیرند
                 نقاط شکست دقیقا دیاگرام ورونوی را رسم می کنند درحالیکھ

ازبالا بھ پایین حرکت می کند
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beach lineتغييرات
               :وقتی              بھ یک سایت

سھمی باز lمی رسد یک پاره خط کھ با پایین رفتن    
می شود   

تغییرات دیاگرام ورونوی:
ابتدا یک نقطھ و سپس یک پاره خط جدا از بقیھ دیاگرام اضافھ می شود کھ    

بھ تدریج بھ بقیھ دیاگرام متصل می شود
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می افتد؟ site eventچه اتفاقی برای دياگرام ورونوی در
دریک                 دونقطھ جدید ظاھر می شود کھ شروع بھ رسم کردن   

:یالھا می کند
دونقطھ شکست درابتدا برھم منطبقند
سپس درخلاف جھت برای رسم ھمان یال حرکت می کنند
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 تنھا راھی کھ کمان جدید می تواند در              ظاھر شود توسط یک : لم
.است                 

فرض کنید سھمی     موجود توسط سایت    تعریف می شودو              را : اثبات
می شکند

:دوحالت وجود دارد کھ این اتفاق می افتد 

حالت اول این است کھ     درمیان یک سھمی ھمچون     باشد
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از                را نشان می دھد yمختص :     
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حالت دوم این است کھ     در بین دو منحنی      و    ظاھرشود:
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  :نقطھ برخورد از    و     است
     حول نقطھ    روی               ظاھر می شود
     در               سمت چپ
    در                سمت راست

40



يک نتيجه مهم از لم
                 زیرا اضافھ شدن . حداکثرشامل          منحنی سھمی است

ھر سایت جدید یک سھمی جدید تولید می کند کھ حداکثر یکی از سھمی 
.ھای  قبل را بھ دو قسمت تقسیم می کند
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 این است کھ یک کمان از        در الگوریتمنوع از       دومین

بھ یک نقطھ کاھش یابد                 
:فرضیات

کمانی باشدکھ حذف می شود:       
دو کمان ھمسایھ     قبل از حذف شدن آن باشند: و          
نقطھ متساوی الفاصلھ از   و ھر یک از سھ سایت است:      
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:  نکته
یک راس(            ) در زمانی کھ یک سھمی از               حذف شود

در دیاگرام ورونوی تولید می شود   

     در ھر              یک ضلع جدید ایجاد شده رشد می کند تا بھ بقیھ
دیاگرام متصل شود

در ھر             یک راس تولید می شود



ساختمان داده مورد نياز
 یک ساختمان داده کھ قسمتی از دیاگرام ورونوی کھ تا کنون محاسبھ شده

را ذخیره کند
  اگر دیاگرام ورونوی را بایک مستطیل کراندارکنیم، یک زیرتقسیم بھ

ذخیره می شود DCELدست می آید کھ با 



ساختمان داده مورد نياز
                برای الگوریتم:
                  کھ ( یک درخت جستجوی دودویی  برای حفظ وضعیت

)این جا               
یک صف از پیشامدھا



               متوازن نشان داده می شوددرخت جستجوی دودویی  با یک



صف پيشامدها 
پیشامدھایی کھ تا کنون مشخص شده اند در صف ذخیره می شوند
پیشامدھا در صف بر اساس مختصاتy  آن ھا ذخیره می شوند
در ھر             خود سایت ذخیره می شود
 در ھر             پایین ترین نقطھ دایره بھ اضافھ یک اشاره گر بھ برگی

از درخت جستجوی دودویی کھ کمانی کھ در این پیشامد حذف می شود را 
نشان می دھد، ذخیره می شود 



circle eventتعيين
 تعیینcircle eventھا کمی پیچیده تر است
در ھرپیشامدھمھ سھ تایی ھای جدید کمان ھای متوالیbeach line بررسی

می شوند
 دریک سھ تایی کمان جدید سمت راست در یکی وسط و در دیگری در سمت

چپ قرار دارد
اگر نقاط تلاقی سھمی ھا بھ ھم نزدیک شوند ممکن است یکcircle 

eventبھ وجود آید
 پس سھ تایی دومcircle event تولید نمی کند



circle eventتعيين 
 نقاط تلاقی سھمی ھا بھ ھم نزدیک شوند ممکن است یک اگرcircle 

eventنباشد







site eventاجرای الگوريتم 
نقطھ پیشامد جدید در درخت جستجوی دودویی  xبا استفاده ازمختصات 

کمانی کھ بالای نقطھ پیشامد است را پیدا می کنیم



درخت جستجوی دودویی)( beach lineرا بھ روز می کنیم


