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• نمره ٨امتحان ترم                                      
• نمره ۶پروژه                                           
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.تكنیكي قدرتمند جھت حل سازه ھاي اسكلتي :روش تحلیل ماتریسي
)۶٠و  ۵٠دھھ .(مقدمھ اي براي تكنیك عمومي تر اجزاء محدود

روشي مبتني بر اصل تعادل

)٧٠و ۶٠دھھ ( روشي براي تحليل سازه هاي پيوسته: اجزاء محدودروش 
روشي مبتني بر اصل كار مجازي و اصل انرژي پتانسیل مینیمم
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:یك بعدي  خرپایتحلیل ماتریسي سازه ھاي 
 

                                                      (Equilibrium)تعادل اصل

 (Minimum Total potential Energy)كمینھ سازي انرژي پتانسیل كل 

                               (Virtual work Principle)اصل كار مجازي

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      



 :یك بعدي  خرپایتحلیل ماتریسي سازه ھاي 
 تعادل اصل

مجهولات
Taaaaa ],,,,[ 54321a =

مفصها تعادل
سازه  تعادل اصل

هر یک از اعضا  تعادل
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رابطه نيرو ـ تغيير مكان: فرضی عضو تعادل
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رابطھ ماتریسي تعادل سازه

Ka=R

یا

K  ماتریس سختي كلي وa  وR  بترتیب بردارھاي تغییر مكان و نیروي كلي

 

داراي مقادیر از پیش تعیین شده  معلوم اند ولي عكس العملھاي مربوطھ  و
.را باید محاسبھ كرد  و 

2a5a2R

5R
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 :تعادل اصلفرمولبندی ماتریسی 
 

) تعادل عضو( رابطه نيرو ـ تغيير مكان دوانتهاي  عضو
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 رابطھ تعادلماتریسي شكل 

یا در شکل فشرده
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تعادل گرهها شرط 
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شکل گسترده رابطه سختی برای عضو فرضی   
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 :جمع بندي فرآیند
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كھ در شكل  نشان  بصورتي  i ،jواقع شده بین مفصلھاي  eماتریس سختي عضو فرضي 
داده شده است در تشكیل ماتریس سختي كلي مشاركت مي كند
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:مینیمم انرژي پتانسیل كل اصل
.  یك سازه فرضي وقتي در حال تعادل است كھ مقدار انرژي پتانسیل كل آن كمینھ باشد

انرژي پتانسیل كلي جسمي تحت بارھاي  نقطھ اي را مي توان در حالت كلي بصورت 
 .زیر نوشت

بھ ترتیب نمایشگر تنشھا و كرنشھاي محوري داخلي حاصل از بارگذاري  εو
نماینده بارھاي جملھ  . جسم صورت مي گیرد Vاند و انتگرال گیري در حجم 

نمایشگر تغییر مكانھاي مربوطھ است و مجموعیابي  نسبت بھ ھمھ  نقطھ اي و 
بارھاي وارده صورت مي گیرد
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: اصل كار مجازي
است و تنشھاي داخلي       تعادل  در وضعیت      یك سازه فرضي تحت تاثیر بارھاي خارجي

تغییر  ي قرار گرفتھ و سیستم بارگذاري مستقل دیگراگر سازه تحت . در آن ایجاد شده است
در ان ایجاد شود در این صورت کار انجام شده توسط      و كرنشھاي داخلي      مكانھاي 

نیروھای داخلی و خارجی در حین تغییر مکانھای مجازی برابر خواھد بود

iRσ

∗
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:مينيمم و اصل کار مجازی انرژي پتانسيل کاربرد اصل

مستلزم تامین تعادل مفصلها: تعادل هر یک از اعضا: ۱
تعادل کل سازه: ۲
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عضو نمونه انرژي پتانسيل كل
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رابطھماتریسي شكل 

یا در شکل فشرده
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:برای تعادل اعضا اصل كار مجازي

i j x
e l

e 
i R i j e 

jR
i a ja

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      

( ) 0.0Raak e
iji

)e( =−−

( ) 0.0Raak e
jji

)e( =−−−



1 2
x

e l

e 
1R 1 2 e 

2R
e 

1a e 
2a

رابطھماتریسي شكل 

یا در شکل فشرده
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:مینیمم برای تعادل کل سازه انرژي پتانسیل كل اصل
.  یك سازه فرضي وقتي در حال تعادل است كھ مقدار انرژي پتانسیل كل آن كمینھ باشد

انرژي پتانسیل كلي جسمي تحت بارھاي  نقطھ اي را مي توان در حالت كلي بصورت 
 .زیر نوشت

بھ ترتیب نمایشگر تنشھا و كرنشھاي محوري داخلي حاصل از بارگذاري  εو
نماینده بارھاي جملھ  . جسم صورت مي گیرد Vاند و انتگرال گیري در حجم 

نمایشگر تغییر مكانھاي مربوطھ است و مجموعیابي  نسبت بھ ھمھ  نقطھ اي و 
بارھاي وارده صورت مي گیرد
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: کرنشیاز انرژي پتانسیل  eسھم جزء 

مقدار انرژي پتانسیل كل براي سازه نشان داده شده درشكل
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:برای تعادل کل سازه اصل كار مجازي
است و تنشھاي داخلي       تعادل  در وضعیت      یك سازه فرضي تحت تاثیر بارھاي خارجي

تغییر  ي قرار گرفتھ و سیستم بارگذاري مستقل دیگراگر سازه تحت . در آن ایجاد شده است
در ان ایجاد شود در این صورت کار انجام شده توسط      و كرنشھاي داخلي      مكانھاي 

نیروھای داخلی و خارجی در حین تغییر مکانھای مجازی برابر خواھد بود
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كه هر يك از اعضاء منفرد بگونه اي كه در شكل نشان داده شده است ، با فرض اين
و انتهاي سمت راست ١بعبارت ديگر انتهاي سمت چپ همواره انتهاي شماره . قرار گرفته اند 
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 روشھاي مستقیم
حذف مستقیم گوس

)یا چولسكي اصلاح شده ( تحویل چولسكي 
روشھاي تكراي

روش تكراري گوس ـ سایدال 
روش شیب مزدوج

طرحھاي تخفیفي

 مثلثيتبدیل معادلات بصورت  :حـذف گــوسروش 
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:روش حذف مستقیم گوس براي حل دستگاه معادلات

ijij faK =

 

 aiآزادي  عنصري از ماتریس سختي كھ درجات Kijام ،  iدرجھ آزادي  aiكھ در آن 
مربوط بھ درجھ  نمایشگر نیرو یا عكس العمل fiرا بھ ھم مربوط مي كند و  ajو 

است aiآزادي 

یا
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: حذف تحویل یا مرحلھ
ام،nتا معادله ام  i+1از همه معادلات زيرين ، يعني معادله   aiام  براي حذف  iبكارگيري معادله 

.كرد استفاده n تا ٢ معادلھ از  a1 حذف براي زیر صورت بھ اول معادلھ از توان مي مثال براي
 

ام  rاز معادلھ                         ام در ضریب  iتفریق حاصلضرب معادلھ 
ii

ri
K

K

. است متقارن كماكان شده اصلاح معادلات دستگاه
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 :تغییر مكانھاي از پیش تعیین شده

 

در این مورد . باشد   apداراي مقدار از پیش تعیین شده اي برابر  a2مثال فرض كنید كھ 
و سپس انتقال مقدار معلوم     nتا  ٣در معادلات   ap=a2بھ سادگي با جایگزیني  a2حذف 

.  بھ سمت راست ھریك از معادلات صورت مي گیرد 

 گاه تكیھ وجود بدلیل مثلاً ـ شده تعیین پیش از مكان تغییر مقدار آن در كھ خاصي حالت براي
 صفر مكان تغییر بھ مربوط ستون و سطر كھ است این مناسب روش ، باشد صفر ـ مفصلي

  توان مي لزوم صورت در را گاھي تكیھ العمل عكس. كنیم حذف معادلات دستگاه از را
  بدست مشتركند نظر مورد مفصل در كھ اعضایي نیروھاي از استفاده با و جداگانھ بصورت

. آورد
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مثال ـ جمع بندي اعضاي با بارگذاري  
محوري

با مراجعھ بھ سازه نشان داده شده در شكل و فرض مقادیر زیر

:داریم سختي رابطھ در آنھا جایگزیني با
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 مرحلھ حــذف

 

 
 a1حذف 

 a2حذف 
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 a3حذف 

 a4حذف 
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:مرحله جايگذاري پسرو
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:اجزاي محدود
  :مراحل اساسي روش اجزاي محدود

 .سازه مورد نظر بھ نواحي متمایز ناھمپوش موسوم بھ اجزاء تقسیم مي شود - ١
فرض مي شود كھ این اجزاء تنھا در تعداد محدودي از نقاط موسوم بھ نقاط گرھي بھ یكدیگر متصل   - ٢

بوده و با یكدیگر اندركنش دارند
 .ماتریس سختي و بردار بار ھر یك از اجزاء محاسبھ مي شود - ٣
ماتریس سختي و بردار بار اجزاء جمع بندي شده و ماتریش سختي كلي و بردار بار كلي بدست مي  - ۴

.آیند
دستگاه معادلات حاصل براي بدست آوردن متغیرھاي گرھي مجھول كھ در مورد مسائل سازه اي   - ۵

 .ھمان تغییر مكانھاي گرھي اند، حل مي شود
و سرانجام كمیتھاي ثانویھ ھمچون مولفھ ھاي تنش و كرنش در داخل ھر یك از اجزاء محاسبھ مي  - ۶

 .شود

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      



عمده روش اجزاي محدود و روش تحليل ماتريسي سازه ها است كه از   هایتفاوت از یکی : مرحلھ اول یعني گسستھ سازي
.طريق آن تعداد متغيرهاي مجهول مسئله از تعداد نامتناهي به تعداد متناهي تبديل مي شود

:محاسبه ماتريس سختي و بردار بار هر يك از اجزاء 

"  اجزاء محدود"بھ تعدادي ) فرضي(پیوستار مورد نظر با استفاده از خطوط یا رویھ ھاي موھومي   - ١
 .ھر چھ اندازه اجزاء كوچكتر باشد نتایج حاصل از تحلیل دقیقتر خواھد بود .تقسیم مي شود

 .فرض مي شود كھ اجزاء تنھا در نقاط محدودي بر روي محیط آنھا واقع شده بھ یكدیگر متصلند - ٢
 .تغییر مكان این نقاط موسوم بھ نقاط گرھي بمنزلھ مجھولات اصلي مسئلھ منظور خواھد شد

مجموعھ اي از توابع بگونھ اي انتخاب مي شوند تا وضعیت تغییر مكان در داخل ھر یك از اجزاي   - ٣
 .محدود را بصورتي یكتا و منحصر بفرد بر حسب تغییر مكانھاي گرھي تعریف كنند

توابع تغییر مكان امكان تعیین وضعیت كرنش در داخل ھر جزء بر حسب تغییر مكان ھاي گرھي   - ۴
این كرنشھا بھ نوبھ خود وضعیت تنش را در   .آن را بصورتي یكتا و منحصر بفرد فراھم مي كند

 .داخل جزء و مرزھاي آن بدست مي دھند
مجموعھ اي از نیروھاي متمركز گرھي بگونھ اي تعریف مي شود تا تنشھاي مرزي و بارھاي  - ۵

 .گسترده را متعادل كند
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:بعدي یك محدود اجزاء

در واحد طول و مجموعھ اي از بارھاي نقطھ اي   b(x)را كھ تحت تاثیر نیرویي حجمي برابر  lمیلھ اي بطول 
Ri ی از نقاط  علاوه بر این فرض مي كنیم كھ مقدار تغییر مكان در تعداد . قرار گرفتھ است در نظر بگیرید
.باشد معلوممورد نظر  میلھ

 

P

.ء تقسیم مي كنیماجزاابتدا میلھ مورد نظر را بھ 

1 .. 

e

i j .. n
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جزء توابع شكل
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توابع شكل باید شرایط خاصي را جھت حصول اطمینان از ھمگرایي نتایج بھ سمت جواب دقیق ،  
وقتیكھ تعداد اجزاء مورد استفاده در تقریب افزایش مي یابد، تامین كنند
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با مشتق گیري نسبت بھ تغییر مكانھاي گرھي 
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با جایگذاری

نماد گذاری ماتریسی محاسبھ رابطھ سختی 
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با مشتق گیري نسبت بھ تغییر مكانھاي گرھي 
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با فرض استفاده از یک جزئ
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 :استفاده از دو جزء تحیل سازه با 
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عمیات جبری
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عمیات ماتریسی با استفاده از روابط سختی اجزا
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حل دستگاه معادلات

در صورتي كھ اندازه اجزاء یكسان باشد، 
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)(1 blpR +−=



 ١كرنش در داخل جزء 
 

 ٢جزء در داخل كرنش 
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خواص توابع شكل
 (m+1) مرتبھ تا مشتقھایي بردارنده در ھا تابعك یا انتگرالي معادلات در موجود انتگرالده جملھ كھ كنید فرض

  استفاده مورد شكل توابع صورت این در .}شوند تعریف مکان تغییر ام (m+1) مشتق با کرنشھا { باشند ام
.كنند تامین اجزاء اندازه كاھش بھنگام جوابھا ھمگرایي تضمین براي  را زیر شرایط باید

(i)ـ توابع شكل بــاید از پیوستگي  شرایط ھمخوانيC(m) دقت كنید كھ  ( مابین اجـــزاء برخوردار باشند
بھ معني  پیوستگي مشتق اول ، پیوستگي   C(1)بھ معني پیوستگي متغیر اصلي ، پیوستگي  C(0)پیوستگي 

C(2)  بھ معني پیوستگي مشتق دوم و غیر آن است
(ii) ـ توابع شكل باید در درون اجزاء از پیوستگي  شرط كمالC(m+1) شرط کرنش { .برخوردار باشند
}ثابت
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مفاهيم پيشرفته اجزاء محدود يك بعدي
ـ اجزاء لاگرانژي

در داخل يك جزء يك بعدي ) مثلاً تغيير مكانهاي محوري (  uبسط چند جمله اي مربوط به نمايش تقريبي متغيري چون 

...,xpxppu 2
210 +++=
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مورد یك چند جملھ اي خطي باید از جزئي دو گرھي استفاده كنیم 

وبھ ترتیب در ٢و  ١ھاي و گره با طول eبراي جزء خطي نمونھ 

)()(
2

)(
1 /)( eee lxxN −=

)()(
2
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2 /)( eee lxxN −=

)e(
2x )e(

1x )e(l
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توابع درونیاب لاگرانژي 

گرھي nام از یك جزء iه ام مربوط بھ گر (n-1)تابع شكل لاگرانژي از درجھ 

1 .. 

e

i-1 i i+1 n
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:را بصورت زیر تعریف مي كنیم ξدر این مرحلھ دستگاه مختصات بدون بعد 
          -1  =ξ در انتھاي چپ جزء

                               0 =ξ در مركز جزء
                              1  =ξ در انتھاي راست جزء

و شكل یك جزء خطي دو گرھي با گره ھايتوابع 
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11سوم باگره هايگرهي درجه  4توابع شكل يك جزء  −=ξ3/12 −=ξ3/13 +=ξ14 +=ξ

11گرهي درجه دوم باگره هاي ٣توابع شكل يك جزء  −=ξ02 =ξ13 +=ξ
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جزء میلھ اي تحت بار گذاري محوري ـ نسخھ ھم پارامتر 

انرژي پتانسیل كل میلھ اي تحت بارگذاري محوري

جزء خطي دو گرھي 

 xمختصات 

)(
1

ex و)(
2
ex  مختصات دو گره جزء

∑∫∫ −−







= iix

2

x
aRbdx)x(udx

dx
)x(duEA

2
1I

ξ

1=ξ1−=ξ

e

١ ٢
١ ٢x

1x 2x

 ٢و  ١با گره ھاي eتغییر مكان یك جزء خطي نمونھ تابع 
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 :جزء ھم پارامتر

تعریف شده است تغيير مكان تابع ھندسھ جزء با استفاده از ھمان توابع شكل بكار گرفتھ شده در تعریف 
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رابطھ نگاشت
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( ) )(edxdu محاسبھ 

 ξ با مشتق گیري از رابطھ نگا شت نسبت بھ

با توجھ بھ رابطھ
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نقطھ اي   با صرفنظر از بارھايدر مقدار انرژي پتانسیل كل eمشاركت جزء نمونھ 
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 گرھي سھ دوم درجھ جزء

11گرهي درجه دوم باگره هاي ٣جزء  −=ξ02 =ξ13 +=ξ

فرمولبندي ھم پارامتر
ξ

1=ξ1−=ξe

١ ٣ ١ ٣
x

1x 2x

٢ ٢

0=ξ
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با مشتق گیري از توابع شكل 

در نتیجھ 
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قرار داشتھ باشد  ٣و  ١در وسط گره ھاي دستگاه مختصات کلیجزء  ٢اگر گره 
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2x



( ) )(edxdu محاسبھ 

كھ در آن
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 Iمشاركت جزء در مقدار 
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و بردار نیروي جزء  ماتریس سختي
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 عددي گیري انتگرال

در داخل جزء مد نظر باشدفرض كنید كھ انتگرال گیري تابعي چون  )(f ξ

.d)(fI
1

1∫
+

−
= ξξ

نقطھ اي  Pقاعده 
)()()( 2211 ppp fWfWfWI ξξξ +++= K
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حال انتگرال زیر را در نظر بگیرید

با استفاده از قاعدة دو نقطھ اي داریم

كھ در واقع بیانگر جواب دقیق است

.ام یا كمتر را دقیقاً انتگرال گیري كند 2nـ ١نقطھ اي مي تواند توابع چند جملھ اي از درجھ  nقــاعده 
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 خمشيھايتیر

ست نیتیري كھ در آن تغییر شكلھاي برشي جانبي مھم 

(i) خیزھاي جانبي در مقایسھ با ضخامت تیر كوچكند
(ii)  باقي میمانند  قائم بر این محورو خطوط قائم بر محور خنثاي تیر در حین تغییر شكل مستقیم

تیر اولر ـ برنولي  :جزء تیرسنتي
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و  را كھ تحت تاثیر بارھاي جانبي گسترده ،  نیروھاي جانبي نقطھ اي  lو طول  EIتیري با سختي خمشي 
در نظر بگیریدقرار دارد لنگرھاي 

انرژي پتانسیل كل 
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w(I)w(I(.پیوستھ  C(0)در صورت استفاده از جزء 
e

)e(∑≠
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اجزاء یك بعدي ھرمیتي

 اول پیوستگي مشتق
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 ξو xام تابع در دو دستگاه مختصات  nمشتق ھاي 

پیوستگي مشتقھاي دوم 
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در نبود بارھا و نیروھاي عكس العمل نقطھ اي ،   Iدر مقدار انرژي پتانسیل كل  eمشاركت جزء نمونھ 
لنگرھا یا لنگرھاي عكس العمل 

.dxwqdx
dx

)e(wd
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تغییر مكان جانبي در مورد جزء تیر درجھ سوم 

,با توجھ بھ رابطھ 
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 نقطه ايبا صرفنظر از بارهايدر مقدار انرژي پتانسیل كل  eمشاركت جزء 

[ ] [ ] ,I )e(T)e()e()e(
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1)e( faaKa −=
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ماتریس سختي و بردار نیروي جزء 

لنگر خمشي در ھر نقطھ از داخل جزء 
)()()()()( eeee aBDM =ξ
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 :مثال

تحت تاثیردو مجموعھ ازبارھاي جداگانھ زیر قرار گرفتھ است EIبا سختي خمشي  lتیر طره اي بھ طول 

(i) بار انتھایيp  ١ـ بارگذاري شماره 
(ii)  بار گسترده یكنواختq   ٢ـ بارگذاري شماره
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اگر از یك جزء تیر درجھ سوم منفرد براي حل این مسئلھ استفاده شود

٢بارگذاري شماره 

T)1(

T

]0,0,0,0[f
]0,p,0,0[R

−=

=

 ١بارگذاري شماره 

.بردار تغییر مكانھاي گرھي
dx
dw,w,0,0
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1 شماره بارگذاري براي

2 شماره بارگذاري براي
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=
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.
6

,
8

3

2

4

2 EI
ql

dx
dw

EI
qlw =






=

جوابھاي بدست آمده ھر دو دقیق اند

از درجھ سوم است و لذا تغییر مكان   ١تذكر این نكتھ لازم است كھ جواب دقیق مربوط بھ بارگذاري شماره 
جواب  . جانبي ، انحناء و لنگرھاي خمشي محاسبھ شده از طریق روش اجزاء محدود در تمامي نقاط دقیق اند

از درجھ چھارم و در نتیجھ جوابھاي اجزاء محدود محاسبھ شده فقط در   ٢دقیق مربوط بھ بارگذاري شماره 
گره ھا دقیق اند  

ونيز در دو نقطه گوس يعني نقاط )انحناء(علاوه بر اين مشاهده مي شود كه مقادير لنگرهاي خمشي 
دقيق اند 31−=ξ31=ξ

.
EI2

pl
dx
dw,

EI3
plw

2

2

3

2 =





= 1 شماره بارگذاري براي

2 شماره بارگذاري براي
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(Optimal Stress Ponts) نقاط تنشھاي بھینھ

بعضي از مدلھاي اجزاء محدود شامل نقاطي خاص و یكتایند كھ مقادیر تنشھا یا برآیند تنشھا در آنھا دقت  
بیشتري از نقاط دیگر دارد

براي اجزاء تیر درجھ سوم سنتي 

]بھ روشي دیگر ] ,,,,)(w )e( αξξξξα
321= [ ] T

4321 ,,, ααααα =

مرتبھ چھارم زیر استفاده شده باشدمعلوم  فرض كنید كھ از این جزء براي نمایش میدان تغییر مكان 

[ ] ,,,,,1)( 432)( βξξξξξβ =ew [ ] T
54321 ,,,, ββββββ =
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eaα)( با استفاده از مقادیر گرھي        گرھي جزءتغییر مكانھايمحاسبھ 

.)( αα Aa e =

[ ] ,,,,)(w )e( αξξξξα
321=

[ ] ,,,,)(w )e( αα 11111 −+−=−

[ ] ,,,,)(
d

dw )e( α
ξ

α 32101 −=−

[ ] ,,,,)(w )e( αα 11111 =

[ ] ,,,,)(
d

dw )e( α
ξ

α 32101 =
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−−
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1111
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A
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 با استفاده از مقادیر گرھي        گرھي جزءتغییر مكانھايمحاسبھ 
)e(aβ

.Ba )e( ββ =

)(,گرھي جزء تغییر مكانھاي ββ Ba e =
)e(aβ

براي دقت جوابھاي اجزاي محدوددر این صورت 
,βα BA =

[ ] ,1 βα BA −=

[ ] ,,,,,1)(w 432)e( βξξξξξβ =

[ ] ,1,1,1,1,1)1(w )e( ββ +−+−=−

[ ] ,4,3,2,1,0)1(
d

dw )e( β
ξ

β −−=−

[ ] ,1,1,1,1,1)1(w )e( ββ =

[ ] ,4,3,2,1,0)1(
d

dw )e( β
ξ

β =
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43210
11111
43210

11111

B

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      



كھ در آن 
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 −
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حاصل از دومیدان تغییر مكان دقیق و تقریبي یكسان باشد  )كرنش و در نتیجھ تنش( براي اینكھ مقادیر انحناي

,
)(

2

2)(

2

2
ee

d
wd

d
wd











=








ξξ

βα

 βبر حسب  αبا جایگذاري 
[ ] [ ] .12,6,2,0,06,2,0,0 2 βξξαξ =

یا

[ ] [ ] .12,6,2,0,04,6,2,0,0 2 βξξβξ =

برقرار است كھ  βاین رابطھ در صورتي بازاي ھمھ مقادیر 

3
1±=ξ

[ ] ,,,,,1)( 432)( βξξξξξβ =ew

[ ] ,,,,1)( 32)( αξξξξα =ew

[ ] ,1 βα BA −=
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جزء تیر تیموشنكو 

تیري كھ در آن تغییر شكلھاي برشي جانبي مھم است 

(i) خیزھاي جانبي در مقایسھ با ضخامت تیر كوچكند
(ii)  خطوط قائم بر محور خنثاي تیر در حین تغییر شكل مستقیم باقي میمانند ولي این خطوط ضرورتاً بعد از

.تغییر شكل نیز قائم بر این محور نخواھد بود

φθچرخش قائم بر محور خنثي  −=
dx
dw

 φ  چرخش ناشي از تغییر شكل برشي جانبي
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را كھ تحت تاثیر بار گسترده   lو طول  GA/α، سختي برشي  EIحال تیر تیموشنكوي با سختي خمشي 
قرار گرفتھ در نظر بگیرید  و لنگرھاي ، بار نقطھ اي qجانبي 

dvI
v

T
p ∫= σε

2
1

كرنش خمشیانرژي 

,
dx
dy

R
y θ

ε −==

rM rX

:نوشت زیر بصورت مي توان اكنون را كل پتانسیل انرژي
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α مقطع مورد  ناشي از توزیع غیر یكنواخت تنش برشي در كھ براي منظور كردن پدیده طبلگيپارامتریست
براي توزیع سھموي α =۵/۶. استفاده قرار گرفتھ است

φ .θφكرنش برشي  −=
dx
dw

تیر در ھر نقطھ از محور خنثاي Qو نیروي برشي  Mمقدار لنگر 

,
dx
dEIM θ

=

.φ
α

GAQ =

,خمشيكرنش 
dx
dθ
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اجزاء تیر تیموشنكو 









dx
dw









dx
dθ

مورد نظر است يبالاتـرین مـرتبه مشتقهاي موجود در انتگرالده تابع نماومشتقهاي اول
است ، اجزاء تیر C)1(بنابراین ، بر خلاف اجزاء تیر سنتی که استفاده از آنها مستلزم پیوستگی  
است C)0(تیموشنکو فقط نیازمند پیوستگی  

است     و  بترتيب در نقاط ٢و١ساده ترین جزء تیر تیموشنكو داراي دو گره  11 −=ξ12 +=ξ 

ی خطی دو گرھیجزء تیر تیموشنكو

را مي توان بمنزله متغييرهايي كاملاً مستقل منظور كرد θو چرخش قائم  wتغيير مكان جانبي
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.است شده استفاده θ و w براي یکسانی شکل توابع از جا این در

بردار تغيير مكانهاي گرهي جزء 
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)()()(تیر كرنش خمشي يا انحناي
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رابطه به توجه با

ماتريس كرنش خمشي ـ تغيير مكان 
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ماتريس كرنش برشي ـ تغيير مكان 
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در مقدار انرژي پتانسيل كل را در نبود نيروهاي جانبي و لنگرهاي نقطه اي  eمشاركت جزء نمونه 
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با توجه به ماتریس توابع شکل

[ ],0,N,0,N )e(
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)e( =′N

b(e) = q(e) 

  
N0N0
0N0N

(e)
2

(e)
2

(e)
1

(e)
1)e(









=N

)e()e(
s

)e(
s aB=ε

)e()e(
f

)e(
f aB=ε
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,)e(
s

)e(
f

)e( KKK +=

در مقدار انرژي پتانسيل كل را در نبود نيروهاي جانبي و لنگرهاي نقطه اي  eمشاركت جزء نمونه 

(e)(e)(e)(e)(e)یا faaKa TT
2
1)e(I +=

که در آن

=)e(
fK

=)e(
sK

=)e(f
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.  در صورتي كه از انتگرال گيري عددي براي محاسبه ماتريس سختي جزء استفاده شود

)(e
fK بايد از قاعده تك نقطه اي                 براي محاسبه دقيق

)(e
sK

=)e(
fK

=)e(
sK

استفاده کردنقطه اي  دوبايد از قاعده                 براي محاسبه دقيق

=)e(f [ ],0,N,0,N )e(
2

)e(
1

)e( =′N

استفاده کردنقطه اي  تکبايد از قاعده                 براي محاسبه دقيق
)e(f
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با انجام اين محاسبات 
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 :قفل شدنپدیده 

اگر رفتار تير را  . تير طره اي كه تحت تاثير بار گسترده قرار گرفته و با استفاده از شانزده جزء تحليل شده است  را در نظر بگيريد
بازاي مقادير مختلف نسبت ضخامت به دهانه مورد بررسي قرار دهيم ،  در اين صورت مشاهده خواهيم كرد كه مطابق آنچه در 

اين در واقع ناشي از بروز پديده اي  . شكل نشان داده شده است ، نتايج بدست آمده براي تيرهاي نازكتر بيش از حد سخت است
. است” قفل شدن “ بنام 
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انتگرال گيري كاهش يافته 

در اين صورت. با استفاده از قاعده گوس ـ لژاندر تك نقطه اي محاسبه مي شود               در اين روش انتگرال گيري ماتريس
)e(

sK

   

انتگرال گيري كاهش يافته 

 دقیقانتگرال گيري 
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:نازكتر شدن تير عملاً به معني اعمال قيد زير است
dx
dw

=θ

منهای  [(n+1)2دارای                   چنين تيري . جزء مدلسازي شده است را در نظر بگيريد  n را كه با استفاده از  یحال تير
اگر تعداد كل قيود برابر يا بيشتر از تعداد كل درجات آزادي . بودقيد  خواهد  g*2و درجه آزادي  ]تعداد شرایط تکیه گاهی

.باشند در اين صورت پديده قفل شدن رخ خواهد داد

انتگرال گيري كاهش يافته 

.θφ −=
dx
dw

. نقطه گوس هر يك از اجزاء اعمال مي شود gاين قيد در واقــع در 

با توجه به رابطه کرنش برشی 
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برشیتغيير مكانهاي 
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بردار نيروهاي جزء حاصل از بارگذاري گسترده 
[ ] ,d

d
dxq
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                     ـ نقطه اي گوس ـ لژاندر است در حاليكه براي  ٣مستلزم استفاده از قاعده   انتگرال گيري دقيق ماتريس 
متاسفانه پديده قفل شدن معمولاً در مورد چنين اجزايي نيز رخ مي دهد و لذا استفاده از انتگرال . قاعده دو نقطه اي كفايت مي كند

ـ نقطه  ٢در اين مورد ، انتگرال گيري كاهش يافته مستلزم استفاده از قاعده . گيري كاهش يافته براي اجتناب از آن ضروري است
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اجزاي محدود دو و سه بعدي

:مقدمه اي بر تئوري ارتجاعي
تحت تأثير اين . تقسيم نمود) حجمي(نيروهاي وارده بر يك محيط پيوسته را مي توان به نيروهاي سطحي و نيروهاي كالبدي 

:نيروها تنشهايي در محيط مورد نظر ايجاد مي شود كه در هر نقطه مي توان آن را با تانسور تنش نشان داد
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با  .تحت تأثير تنشهاي وارده در سطوح مختلف آن و نيروي كالبدي در واحد حجم قرار دارد dzو  dyو  dxجزء حجمي با ابعاد 
فرض ثابت بودن تنشها بر روي هر وجه از جزء مورد نظر 
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,,0با فرض  →dzdydx
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:وضعيت كرنش در هر نقطه مي باشد
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رابطه كلي بين تنش ها و كرنش هاي ايجاد شده در يك جسم ارتجاعي  :)كرنش–روابط تنش  (معادلات اساسي 
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D  پارامتر مستقل از هم دارد و در صورتيكه مادة مورد نظر همگن و ايزوتروپ   ٢١ماتريسي است متقارن كه در كلي ترين حالت
در چنين حالتي كرنشهاي قائم تنها ناشي .مي باشد) و ضريب پواسون Eيعني مدول ارتجاعي (پارامتر مستقل  ٢باشد داراي 
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را براي يك جسم ارتجاعي، ايزوتروپ و همگن سه بعدي  Dماتريس ارتجاعي 
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وستار مورد نظر ابتدا بھ تعدادي جزء محدود تقسیم میشودپی:گسستھ سازي - ١

فرمولبندي مستقیم روش اجزاء محدود  
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  :تابع تغییر مكان جزءتعریف  - ٢
را مي توان ) اضلاع مستقیم  بادر این جا مثلثي (  m,j,iبا گرھھاي  eتابع تغییر مكان در داخل جزء نمونھ  

تعریف كرد زیر بصورت

ودر جهات مختصات  نمايشگر تغيير مكانهاي گرهي و                                                            كه در آن 
.موسوم به توابع شکل اندي از مكان مولمع ابعونمايشگر ت                              
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بدين  .گرهي آن را بدست بدهد در هر گره فرضي مقدار تغيير مكان بايستي چنان انتخاب شوند تا تابع تغيير مكانشکل توابع 
 .رابطه زير برقرار باشد منظور بايد

داراي   iباشد چرا كھ در غیر اینصورت تغییر مكان گره فرضي  منحصر بفرد و یكتاتوابع مورد نظر  بایستي 
مقادیر متفاوتي در اجزاي مجاور گره مورد نظر خواھد بود و لذا از اصل ھمخواني تغییر مكانھا تخطي خواھد  
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با معلوم بودن تغییر مكان در داخل جزء مي توان مقدار كرنش را در ھر نقطھ فرضي داخل جزء  : كرنش
  .بصورت زیر بدست آورد

ee SUε = S  كرنشعملگر

ee .ماتریس كرنش نامیده مي شود بنام                           كھ در آن  SNB =

اني  سپس از محاسبھ وضعیت كرنش در داخل جزء مي توان وضعیت تنش را با استفاده از رابطھ كش: تنش
.كرنش بصورت زیر محاسبھ كرد - تنش

              در صورتي كھ جسم قبل از بارگذاري قسمت تاثیر تنشھاي اولیھ .ماتریس كشاني استكھ در آن 
  قرار داشتھ باشد                و كرنشھاي اولیھ
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:نیروھاي گرھي ھم ارز

فرض كنید كھ
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.بارھایي ھستند كھ در واحد حجم جسم وارد شده و در دو بعد با بردار زیر تعریف مي شود) كالبدي(

i
j

m

e

iy

xe
i R

R









=R

e

y

xe

b
b









=b

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      



 :اصل كار مجازي محاسبھ رابطھ سختی با استفاده از

بردار تغییر مكان مجازي
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خارجیكار حاصل از نیروھاي گرھي ھم ارز 

در واحد حجم داخليی كار حاصل از تنشھا

eTe Raδ

)eTeTeeTe σ(Baσε δδ =

eTeTeeTe(در واحد حجم خارجیكار حاصل از نیروھاي كالبدي  b(NabU δδ =

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      



با مساوي قراردادن كار خارجي و كار داخلي 

  در نتیجھ. صادق است) مجازي(این رابطھ بازاي ھر تغییر مكان فرضي 
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خارجي و داخلي  تعادل نیروھای گرھی
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:تعمیم روش به کل حوزه
:انرژي كل يك سازه ارتجاعي حاصل جمع انرژي كرنشي و انرژي پتانسيل بارهاي خارجي مي باشد
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تابع تغيير مكان تقريبي 
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كرنشهاي تقريبي 
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در صورت وجود نيروهاي متمركز 
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روش كار مجازي

[ ] ∫∫ ∫∫∫ =−−+− RtNbNBDεBaDBB dA dvdvdv dv TTTTT
oo σ

تحليل سه بعدي محيطهاي پيوسته ارتجاعي با استفاده از روش اجزاء محدود از نظر محاسباتي بسيار پرهزينه است لذا بسيار 
بعد كاهش داد ١بعد يا حتي  ٢مطلوب است كه در صورت امكان با استفاده از فرضيات ساده كننده مسأله را به 

RfKa =+

∫ ∫∫ ++= RatUbUε TTTT dAdvdv δδδσδ

aBε δδ =

00 σ)εD(εσ +−=

NaU =

( )[ ] [ ]∫ ∫∫ ++=+− RtNbNaσεεDεa dA  dv  dv TTTTT δδ oo

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      



:تنش صفحه اي
در مقايسه با ديگر ابعاد بسيار ) zجهت محور(در مسائل تنش صفحه اي، ابعاد جسم ارتجاعي مورد نظر در يكي از جهات 

. كوچك بوده و هيچگونه بارگذاري در اين جهت صورت نمي پذيرد
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هيچگونه   در مؤلفه هاي كرنش از آنجا كه . خواهند بود) x,y(تمام مؤلفه هاي تنش، كرنش و تغيير مكانها تابعي از 
.مشاركتي در انرژي كرنشي ايجاد شده ندارد لذا در فرمولبندي وارد نمي شود و ما آن را حذف مي كنيم

ماتريس ارتجاعي 
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:كرنش صفحه اي
در مقايسه با ابعاد ديگر بسيار بزرگ بوده و علاوه بر ) zجهت محور (در اين حالت ابعاد محيط پيوسته مورد نظر در يكي از جهات 

ها ثابت و  zمحور  جهتدر  و هندسه مساله بارگذاري. صورت مي پذيرد) x,y(در صفحه ) نيروي حجمي و سطحي(اين بارگذاري 
.خواهد بود x,yدر اين جالت هم تنشها و كرنشها و تغيير مكانها تنها تابعي از  .فرض ميشودبدون تغيير 

















=

xy

y

x

γ

ε
ε

ε

























=

z

xy

y

x

σ

τ

σ
σ

δ









=
v
u

U








=
y

x

b
b

b

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      
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:اجزاي دو بعدي

):جزء مثلثي خطي(جزء مثلثي با كرنش ثابت 
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:كرنشهاي اوليه
در آغاز تحليل يك جسم ارتجاعي، ممكن است كرنشهايي در جسم قبل از بارگذاري موجود باشد كه مي توانند ناشي از عواملي  

:چون تغييرات درجه حرارت، انقباض، رشد و تغييرات كريستالي باشند كه به بردار كرنشهاي زير منجر مي شوند
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:جهات اصلي مصالح باشد نمودار  در صورتيكه ماده ايزوتروپ نباشد و xy ′′,
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Bکرنش ماتریس



مسائل محوري متقارن
با وجود سه بعدي بودن اين اجسام به دليل وجود تقارن، طبيعت آنها دو بعدي بوده و مي توان ازر روشهاي به كار گرفته شده در  

.تحليل مسائل صفحه اي در اين جا نيز استفاده كرد
بوده كه در جهت   v ,uهاي تغيير مكان بواسطه تقارن تنها فه در شكل زير نمونه اي از يك جسم دوراني نشان داده شده مول

.بوده و با آنها تغيير نمي نمايند       به دليل تقارن موجود اين تغيير مكانها مستقل از . در نظر گرفته مي شوندz ,rمحورهاي 
θ
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معادل صفر مي باشد         و           به دليل تقارن دو مولفه تنش برشي، 
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در حالت محوري متقارن، هر تغيير مكان شعاعي به يك كرنش مماسي منجر مي شود و از آنجا كه تنش در اين جهت نيز مخالف صفر مي باشد  
و اين امر تفاوت اساسي بين حالت محوري متقارن و مسائل صفحه اي مي باشد. لذا بايستي سهم اين مولفه چهارم در انرژي كل سازه منظور گردد
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هايي با سطح   اجزاء مورد استفاده در تحليل مسائل محوري متقارن حلقه
اما از آنجا كه تغيير مكان، كرنش، تنش، و نيز سطح  . باشند مقطع ثابت مي

توان جزء مورد نظر را با سطح   باشد لذا مي ها ثابت مي مقع بر روي اين حلقه
مقطع آن جايگزين نمود و روابط مورد نظر را با انتگرال گيري روابط موجود 

در اين جا از تمامي اجزايي  . بر روي اين سطح مقطع حول دايره به دست آورد
كه قبلا بحث شد به عنوان اجزاء مورد نظر از صحفه  يك جسم محوري متقارن  

.كنيم استفاده مي
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كرنش اوليه

به صورت زير تعريف         انبساط حرارتيمعمولترين كرنش اوليه، كرنشهاي ناشي از حرارت، براي يك ماده ايزوتروپ با ضريب
α.مي گردد

























=

0   

e

e

e

αθ

αθ

αθ

          به ترتيب در جهت محور تقارن و صفحه            اگر جسم ما لايه اي باشد در اين حالت دو ضريب انبساط حرارت 
منظور خواهد شد

zr αα ,
( )θ.r

























=

0    
 
 

 

e
r

e
r

e
z

θα

θα

θα

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      

e
0
ε



رابطه تنش و كرنش  

براي مصالح غير ايزوتروپ لايه اي روابط تنش و كرنش
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 .جزء ما حجمي است كه از دوران جزء مثلثي حول محور تقارن به دست ميآيد: ماتريس سختي جزء
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HIGHER ORDER RECTANGULAR ELEMENTS

Standard-Type Shape Functions-Lagrangian and Serendipity Elements

We can  generate higher order 
shape functions, if the element 
nodes are placed on a 
rectangular grid. 
if we label each point by a 
double suffix (r, s) (r = 0,1,2; s 
= 0,1,2 for the quadratic 
element), we can write the 
element shape function 
corre-sponding to node (r, s) as

)y()x(N p
s

p
r

e
rs ΛΛ=
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where for the quadratic element p = 2. is the Lagrangian interpolation polynomial of 
degree p, 
continuity of the global shape functions between adjacent elements is assured as the 
number of parameters associated with any side is sufficient to define the polynomial 
uniquely there ensuring Co continuity of the global approximation . 
only the nodes along the sides of each element are connected to other elements, and so 
the nodes in the element interior can be eliminated from the element matrices at the 
element level. 

Now we define two local normalized element coordinates

e
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=ξ e
xh
dx2d =ξ

e
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=η e
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the terms which occur in the element 
shape functions of a pth-degree 
Lagrangian-type element is in excess 
of the number of terms necessary to 
reproduce a complete polynomial of 
degree p in x and y.

the number of nodes associated with 
higher order elements could therefore 
be reduced leading to serendipity 
elements 

Pascal triangle
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the nodes are arranged (as 
far as possible) on the 
element boundaries, and 
the shape functions are 
formed by multiplying 
terms of degree p in one 
variable by linear terms in 
the other..

The serendipity family 
of elements for the first 
three members 

ll ξξξ = ll ηηη =

Where     and         are the coordinates of node llξ lη
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for the remaining midside nodes interchange the ξ and η
variables in this expression. 
For p≥4 it is necessary to introduce internal nodes.
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TWO-DIMENSIONAL SHAPE FUNCTIONS FOR TRIANGLES 

Standard-Type Shape Functions - Area Coordinates

triangular elements are a popular choice. if the nodes follow the intersection 
pattern of the lines shown in the Pascal triangle, we have at all times just a 
sufficient number of such nodes to generate a family of complete 
polynomials. 

"natural" set of coordinates
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area coordinates(L0, L1, L2).
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for the linear three-noded triangle, 
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Mapping and Numerical Integration

THE CONCEPT OF MAPPING 

The high degree of accuracy can be achieved with the higher order 
elements means that a small number of such elements can be used to 
obtain practically adequate solutions. 
the simple shapes of the elements so far derived restrict severely their 
application in the analysis of practical problems, with complex 
geometrical boundaries have to be modeled. 
This restriction would be removed if we could" map" a simple element, 
such as the rectangle in the local (ξ,η) element coordinates, into a more 
complex shape in the global (x, y) coordinate system.
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By mapping we understand here a unique, one-to-one relationship between the 
coordinates (ξ,η) and (x, y). 
relation between cylindri-cal polar and Cartesian coordinates 
x = rcos θ
y = rsin θ
this transformation a mapping by which a rectangu-lar (r,θ) domain (or element) is 
mapped into the (x, y) space.

A general mapping 
x=f1(ξ,η)
y = f2(ξ,η)
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Now the shape functions in the local element (ξ,η) space can be used to represent the 
function variation over the element in the global (x, y) space 
the derivation of the element matrices requires derivatives           and             calculation
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provided that J, the Jacobian matrix of the transformation, is nonsingular.
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For the transformation from polar to Cartesian coordinates
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The element of area dx dy

dxdy = det(J) dξdη 

in case of the polar coordinates 
dxdy = rdrdθ
Now any integral of interest dxdy
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is recast in terms of integration over a square domain as
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Parametric Mapping 

M
e
M1

e
10

e
0 xN..............xNxNx +++=

M
e
M1

e
10

e
0 yN..............yNyNy +++=

),(NN e
l

e
l ηξ= represents a standard type of finite element shape function

for an (M + 1) noded element in the local domain, 

non-proper mapping is produced ifthe 
determinant of the Jacobian matrix 
changes sign in the transformation 
domain. 
for quadrilateral elements, an interior 
angle of the element exceeds 180o 
for quadratic mapping, the distance 
between a center node and a corner 
node is less than one-third of the 
length of a quadrilateral side.
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NUMERICAL INTEGRATION 

complexity of the element matrices for higher order elements 
inversion of the Jacobian matrix

)(GW......)(GW)(GWd)(GI nn11

1

1 00 ξξξξξ +++≈= ∫−

),(GW......),(GW),(GWdd),(GI nnn111
1

1 000
1

1 ηξηξηξηξηξ +++≈= ∫ ∫− −

n10 ,.....,, ξξξchoose and then determine the  weights                           so that 

polynomial F(ξ) of degree n which is exactly equal to G(ξ) at each of these points. 

n10 w,.....,w,w

n
n10n ......)(F ξαξααξ +++=

the coefficients are given uniquely by solution of the equations
n
0n0100 ......)(G ξαξααξ +++=

n
1n1101 ......)(G ξαξααξ +++=

n
nnn10n ......)(G ξαξααξ +++=

…............................
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])1(1[
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2d)(Fd)(GI 1nn2

0
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1 n
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+++=≈= ∫ ∫

αα
αξξξξ

trapezoidal approximation. ( ξ0 = - 1, ξ1 = 1)

ξ
ξξξξ

ξ
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)(G)(G
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)(G)(G
)(F 0110

1
−

+
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=

The required integral is then approximated by

)(G)(Gd)(Fd)(GI 10
1

1 1 ξξξξξξ +=≈= ∫ ∫−

here  n = 1.
if n is odd, this method will integrate exactly any polynomial up to degree n,
if n is even, the method is exact for any polynomial up to degree n + 1. 
Newton-Cotes methods: the sampling points equally spaced

determine these coordinates so that the approxi-mation gives the exact value of 
the integral whenever G(ξ) is a polynomial of degree less than or equal to p, 
where p( ≥ n) is also to be determined. 

p
p10p ......)(F ξαξααξ +++=
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numerical integration
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For exact numerical integration
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p+1 equations 
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p + 1 = 2( n + I)
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for n = 1 

2W0 =

0W 00 =ξ

For n=0

2WW 10 =+

0WW 1100 =+ ξξ

3/2WW 2
11

2
00 =+ ξξ

the solution is

5773502591.0
3

1
01 ==−= ξξ 0.1WW 01 ==
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Gauss Quadrature in Two and Three Dimensions 

In two-dimensional problems

∫ ∫− −
= 1

1

1

1 dd),(GI ηξηξ

perform two numerical integrations in the ξ and η directions independently 
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a similar integration in the η direction
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0j
jiij ),(GWI ηξ jiij WWW =

If the integrals in the ξ and η directions separately are exact polynomials of degree p, 
then the expression will integrate exactly all terms such as                  where p1,p2≤ p.2p1p ηξ
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three-dimensional extension

ζηξζηξ ddd),,(GI 1
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Three Dimentional Elements:

Lagrangian family

p
K

m
J

n
IKJIi lllNNNN ==
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Three Dimentional Elements:

Serendipity family
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Volume coordinates:

)1234(Vol
)234P(VolL p1 =

)1234(Vol
)134P(VolL p2 =

)1234(Vol
)124P(VolL p3 =

)1234(Vol
)123P(VolL p4 =
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Tetrahedral Elements:



Quadratic Tetrahedron:

For Corner nodes

Linear Tetrahedron:

1,2,3,4i                 LN ii ==
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stress representation 

In the displacement method, the stresses are discontinuous between elements because of 
the nature of the assumed displacement variation 

Axial stress representations for an axially-loaded 
rod using two linear elements.

there is a discontinuity at node 2 
between elements 1 and 2 

experience has shown that in 
isoparametric elements, the 
integration points are the best 
stress sampling points. 

The nodes, which are the most 
useful output locations for 
stresses, appear to be the worst 
sampling points 

سازه هاي هيدرليكي                                          اجزاء محدودروش    دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                      



Stress smoothing

If the unsmoothed data is given by the function )(xσ

And the proposed smoothing function is defined as

.)( 10
p

p xxxg ααα +++= L

then the problem is of finding the coefficients  which minimize the functional 

( ) .
2

0
dxgI

l

∫ −= δ

Hence for I to be a minimum

.0=
∂
∂

i

I
α

The normal equations have a tendency to be ill-conditioned especially if the order of the 
smoothing function is high 
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alternative method: 

,~N~)(g )e(
i

n

1i

)e(
i

)e( σξ ∑
=

=

)(~ e
iN

)(~ e
iσ

smoothing shape function 

smoothed nodal stress 

error between the smoothed and unsmoothed stresses at any point within the element e

,)()()( )()()( eee gE ξξσξ −=

where the unsmoothed stress ,)()()()( eeee aBD=σ

find the set of smoothed nodal stresses                              which minimize the functionalp21
~,......,~,~ σσσ

where p is the total number of nodes, m is the total number of elements 
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For I to be a minimum 
,,...,2,10~ piI

i

==
∂
∂
σ

which leads to a set of equations of the form

,~ fS =σ
S is the smoothing matrix 

It should be noted that if the smoothing shape functions imply C(i) continuity across 
element interfaces, then the smoothed stress will also possess C(i) continuity.
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Interpretation of the finite element displacement method as a stress  error 
minimisation procedure

Let σ    and ε   be the finite element stresses and strains and          and           equal the
exact stresses and strains. It is therefore possible to write

EXσ EXε

[ ] [ ] EXEX DD σεσε 11 , −− ==
The total potential energy of the system 

[ ] [ ] [ ] ,1

0 2
1 fadxDI TTl

−= −∫ σσ

for a small arbitrary virtual displacement da it is possible to write by the principle of 
virtual work 

[ ] [ ] .fdadxd T
EX

Tl

0
=∫ σε

Above equation may therefore be written in the following form
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On writing in a different form

where c is a constant and does not depend on the nodal displacements.

The displacement finite element procedure may therefore be interpreted as a least 
squares error procedure where the measure of error is a weighted function of the error 
in the stresses.

Approximations which minimize the squared error tend to oscillate about the exact 
values 
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Cantilever beam with four quadratic (Q8) 
elements. Stress sampling at cubic order (2 * 
2) Gauss - points with extrapolation to nodes.

The Gauss-Legendre 
quadrature points have the 
well-known property that if we 
use a M+1 integration points 
which exactly integrates a 
polynomial of order 2M+1, 
then the polynomial of order 
M+1 at these points will be 
equal to its least square 
representation by a polynomial 
of order M.
Generally the stresses are of order 
(p-d), then if a (p-d+1) point 
integration rule is used to  integrate 
the energy, The value of stresses at 
these points define a polynomial of 
order p-d which is exact of the 
order (p-d+1) 
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superconvergent patch recovery

We have already noted that the stresses sampled at certain points in an element possess 
the superconvergent property and have errors of order )h(O dp 2+−

smoothing of such values by a polynomial of order p within a patch of elements for 
which the number of sampling points can be taken as greater than the number of 
parameters in the polynomial. 
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If we accept the superconvergence of              at certain points s in each element then σ̂
we proceed for each component         of        as follows iσ̂ σ̂

we minimize, for an element patch with total n sampling points 

corresponding to coordinates of superconvergent points 

obtaining immedi-ately the coefficient a as
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The availability of             allows the superconvergent values of             to be 
determined at all nodes. As some nodes belong to more than one patch, average value of              
are best obtained 

*σ *~σ
*~σ

It should be noted that on external boundaries and indeed on interfaces where stresses 
are discontinuous the nodal values should be calculated from interior patches 
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one-dimensional example:

the superconvergent patch 
recovery reproduces exactly 
the stress (gradient) solutions 
of order p + 1 for linear or 
quadratic elements. It is 
evident that superconvergent 
recovery is now achieved at all 
points. the figure shows why 
averaging (or projection) is 
inferior (particu-larly on 
boundaries.)
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convergence rates 
for a one 
dimensional 
problem (stress 
distribution in a bar 
of length L = 1; 

0 ≤ x ≤ 1 and 
prescribed body 
forces). A uniform 
subdivision is used 
here to form the 
elements, and the 
convergence rates 
for the stress error 
at x = 0.5 are 
shown
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