
تعالی باسمه
۱۴۰۲ بهار ،۱ عمومی رياضی درس پايان ترم آزمون بارم بندی

است.) فـايل اين بعدی صفحات در شده نوشته راه حل های مبنای بر (بارم بندی ها

(.∑ ۱
np + n

سری واگرايی يا (هم گرايی يک. سوال

.p > ۱ حالت در سری همگرايی نمره: ۵ •

.p ≤ ۱ حالت در سری واگرايی نمره: ۵ •

می شود. کسر دوم بخش از نمره ۲ p = ۱ حالت در سری هم گرايی يا واگرايی در اشتباه صورت در ◦

(.∫∞
۱

lnx
x۲ dx ناسره (انتگرال دو. سوال

. lnx
x۲ اوليه تابع محاسبه نمره: ۵ •

انتگرال مقدار نهايی محاسبه و R → +∞ وقتی lnR+۱
R حد محاسبه نمره: ۵ •

می گيرد. تعلق نمره ۵ مقدار، محاسبه بدون انتگرال هم گرايی درست اثبات صورت در ◦

ندارد. نمره ای دقيق) اثبات (بدون هم گراست انتگرال که اين به اشاره صرف ◦

تيلور) سری و ناسره انتگرال نامعين، انتگرال محاسبه ، x
(۱+x)۲ (تابع سه. سوال

گيرد. می تعلق نمره درستی ميزان به شود ارائه درست حل راه و جواب که صورتی در و دارد نمره ۵ بخش هر
ندارد. نمره ای اثبات)  (بدون انتگرال واگرايی به اشاره صرف ب،  بخش در ◦

تعلق نمره ای، توابع ساير سری محاسبه در استفـاده بدون ۱
۱−x تابع تيلور سری به اشاره صرف پ، بخش در ◦

نمی گيرد.
درستی صورت در باشد، شده محاسبه سری اول جمله چند ضرايب مشتق محاسبه با صرفـاً اگر پ، بخش در ◦

می گيرد. تعلق نمره ۲ حداکثر محاسبات

(.y =
√۱ + cos۲ x دوران از حاصل حجم (محاسبه چهار. سوال

می دهد. را حجم آن حاصل که درست انتگرالی عبارت نوشتن نمره: ۲ •

حجم درست مقدار آوردن دست به و معين انتگرال محاسبه و cos۲ x اوليه تابع محاسبه نمره: ۸ •

تحدب) و وارون مشتق بودن، صعودی اکيداً . ۲ex
۱+x۲ (تابع پنج. سوال

گيرد. می تعلق نمره درستی ميزان به باشد شده نوشته درست کاملا که درصورتی تنها و دارد نمره ۵ بخش هر

۱



تعالی باسمه
۱۴۰۲ بهار ،۱ عمومی رياضی درس پايان ترم آزمون راه حل

مقـادير کدام برای و هم گرا
∞∑
n=۱

۱
np + n

سری ،p مثبت حقيقی مقـادير کدام برای کنيد تعيين دليل ذکر با .۱
واگراست.

راه حل.
واگراست. p ≤ ۱ هر برای و هم گرا p > ۱ هر برای سری اين

،n هر برای که کنيد توجه ،p > ۱ که حالتی برای ابتدا

np < np + n ⇒ ۱
np + n

<
۱
np

هم  گراست. حالت اين در نيز
∞∑
n=۱

۱
np + n

سری مقـايسه، آزمون طبق هم گراست، p > ۱ برای
∞∑
n=۱

۱
np سری چون

بنابراين و np ≤ n  ،p ≤ ۱ که حالتی در

np + n ≤ ۲n ⇒ ۱
np + n

≥ ۱
۲n

واگراست. نيز
∞∑
n=۱

۱
np + n

سری می گيريم نتيجه مقـايسه، آزمون طبق واگراست،
∞∑
n=۱

۱
n

که آن جا از حالت اين در

۱



کنيد. محاسبه را آن مقدار و هم گراست زير انتگرال دهيد نشان .۲∫ +∞

۱
lnx

x۲ dx

راه حل.
را v(x) = −۱

x و u(x) = lnx منظور اين برای می کنيم. محاسبه را lnx

x۲ اوليه تابع جزء به جزء روش کمک به
می گيريم. نظر ∫در

lnx

x۲ dx =

∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx

=
− lnx

x
+

∫ ۱
x۲dx =

− lnx

x
− ۱

x
+ C

∫پس +∞

۱
lnx

x۲ dx =
(

lim
R→+∞

− lnR− ۱
R

)
−
(− ln۱ − ۱

۱
)
=

(
lim

R→+∞

− lnR− ۱
R

)
+ ۱

و lim
R→∞

۱
R = ۰ که کنيد توجه اما بيابيم. را lim

R→+∞
− lnR−۱

R حد حاصل بايد انتگرال محاسبه برای بنابراين
است زير حد برابر (∞∞ (ابهام هوپيتال قـاعده طبق lim

R→+∞
lnR
R حد

lim
R→+∞

۱
R

۱ = ۰

است. ۱ برابر آن مقدار و هم گراست ∫ +∞
۱

lnx
x۲ dx انتگرال می دهد نتيجه محاسبات اين دادن قرار هم کنار

(جانشانی) متغير تغيير از استفـاده با می توان اوليه تابع محاسبه برای جايگزين حل  راه يک عنوان به توضيح.
جزء روش کمک به جديد فرم اين در سپس و کرد تبديل ∫ ue−udu فرم به انتگرال (u = lnx (معادلاً  x = eu

کرد. محاسبه را اوليه تابع ديگری روش هر يا جزء به

۲



بگيريد. نظر در را f(x) = x

(۱ + x)۲
ضابطه با f : R− {−۱} → R تابع .۳

آوريد. دست به را ∫ f(x)dx نامعين انتگرال الف)
نيست.) انتگرال مقدار محاسبه به نيازی هم گرايی صورت (در هم گراست؟ ∫ ۱

−۱ f(x)dx انتگرال آيا ب)
آوريد. دست به را x = ۰ حول f(x) تابع تيلور سری پ)

راه حل.
می نويسيم (۱+x)۲ و ۱+x مخرج های با کسر دو مجموع صورت به را f(x) نامعين انتگرال محاسبه برای الف)

باشند. ثابت اعداد آن صورت های که
x

(۱ + x)۲
=

A

۱ + x
+

B

(۱ + x)۲
=

A(۱ + x) +B

(۱ + x)۲
=

Ax+ (A+B)

(۱ + x)۲

می دهد نتيجه که باشند برابر هم با بايد بالا کسر صورت در ثابت ضريب و x ضريب بنابراين

A = ۱, A+B = ۰ ⇒ A = ۱, B = −۱

پس
x

(۱ + x)۲
=

۱
۱ + x

− ۱
(۱ + x)۲

نتيجه در ∫و
x

(۱ + x)۲
dx =

∫ ۱
۱ + x

dx−
∫ ۱

(۱ + x)۲
dx = ln |x+ ۱|+ ۱

x+ ۱ + C

الف بخش محاسبه طبق ∫ب) ۱

−۱
x

(۱ + x)۲
dx =

(
ln |x+ ۱|+ ۱

x+ ۱
)∣∣∣۱

−۱
= (ln ۲ +

۱
۲)− lim

x→−۱+

(
ln(x+ ۱) + ۱

x+ ۱
)

حد اين محاسبه به ادامه در است. lim
x→−۱+

(
ln(x + ۱) + ۱

x+۱
)

حد وجود معادل انتگرال هم گرايی بنابراين
می پردازيم.

lim
x→−۱+

ln(x+ ۱) + ۱
x+ ۱ = lim

x→−۱+

(x+ ۱) ln(x+ ۱) + ۱
x+ ۱

می کنيم. محاسبه را کسر اين صورت حد ابتدا

lim
x→−۱+

(x+ ۱) ln(x+ ۱) = lim
x→−۱+

ln(x+ ۱)
۱

x+۱

است. زير حد حاصل برابر بالا حد مقدار (∞∞ (ابهام هوپيتال قـاعده از استفـاده با که

lim
x→−۱+

۱
x+۱
−۱

(x+۱)۲
= − lim

x→−۱+
(x+ ۱) = ۰

و می کند ميل بی نهايت به کسر کل پس می کند، ميل ۰ به کسر مخرج و ۱ به کسر صورت زير حد مورد در پس
می کند.) ميل +∞ به کسر مخرج و صورت علامت به توجه با واقع (در نيست. هم گرا انتگرال بنابراين

۳



برابر ۱
۱−x تابع تيلور سری پ)

∞∑
n=۰

xn = ۱ + x+ x۲ + x۳ + · · ·

کنيد دقت بود. خواهد
d

dx

( ۱
۱ − x

)
=

۱
(۱ − x)۲

بود خواهد زير سری برابر و است محاسبه قـابل ۱
۱−x تيلور سری از مشتق گرفتن با ۱

(۱−x)۲ تيلور سری پس
∞∑
n=۰

nxn−۱ = ۱ + ۲x+ ۳x۲ + ۴x۳ + · · ·

هم سری ها حاصل ضرب قـاعده از استفـاده يا ۱
(۱−x)۲ از مشتق گرفتن با مستقيم صورت به می توان را سری (اين

کرد.) محاسبه
می رسيم. ۱

(۱+x)۲ سری به بالا عبارت در x جای به −x دادن قرار با ادامه در
∞∑
n=۰

n(−۱)n−۱xn−۱ = ۱ − ۲x+ ۳x۲ − ۴x۳ + ۵x۴ − ۶x۵ + · · ·

زير برابر که کنيم ضرب x در را بالا تيلور سری است کافی x
(۱+x)۲ تابع تيلور سری به رسيدن برای نهايت در

بود. خواهد
∞∑
n=۰

n(−۱)n−۱xn = x− ۲x۲ + ۳x۳ − ۴x۴ + ۵x۵ − ۶x۶ · · ·

برابر f اوليه تابع که الف قسمت محاسبه از استفـاده با می توان پ، بخش برای ديگری راه حل عنوان به توضيح.
گرفتن مشتق با سپس و کرد محاسبه را ln(x+ ۱) + ۱

۱+x سری ابتدا است، آمده دست به ln(x+ ۱) + ۱
۱+x

رسيد. f(x) سری به

۴



واقع x =
+π

۲ و x =
−π

۲ خط های بين که x محور و y =
√۱ + cos۲ x منحنی به محدود مسطح ناحيه .۴

است؟ قدر چه حاصل ناحيه حجم می دهيم. دوران x محور حول را شده

راه حل.
است. زير انتگرال حاصل برابر نظر مورد ∫حجم +π

۲

−π
۲

π
(√۱ + cos۲ x

)۲
dx = π

∫ +π
۲

−π
۲
(۱ + cos۲ x)dx

.cos۲ x = ۱
۲(۱ + cos(۲x)) بنابراين و cos(۲x) = ۲ cos۲ x − ۱ که کنيد توجه cos۲ x انتگرال محاسبه برای

∫پس
cos۲ x dx =

∫ ۳
۲dx+

۱
۲
∫

cos(۲x)dx =
۱
۲x+

۱
۴ sin(۲x) + C

بنابراين ∫و +π
۲

−π
۲

cos۲ x dx =
(۱

۲x+
۱
۴ sin(۲x)

)∣∣+π
۲

−π
۲
=

(۱
۲π +

۱
۴(sinπ − sin(−π)

)
=

۱
۲π.

نتيجه در

نظر مورد حجم = π

∫ +π
۲

−π
۲
(۱ + cos۲ x)dx = π

∫ +π
۲

−π
۲

۱dx︸ ︷︷ ︸
π۲

+π

∫ +π
۲

−π
۲

cos۲ xdx︸ ︷︷ ︸
۱
۲π۲

=
۳
۲π

۲.

۵



است. صعودی اکيداً تابعی f(x) = ۲ex
x۲ + ۱ تابع کنيد ثابت الف) .۵

بيابيد. را (۲, ۰) نقطه در تابع اين وارون نمودار به مماس خط شيب ب)
می کند. تعريف محدب تابعی ۱ < x دامنه روی f(x) تابع کنيد ثابت پ)

راه حل.
می کنيم. بررسی را آن اول مشتق علامت تابع بودن صعودی اکيدأ بررسی برای الف)

f ′(x) =
۲ex(x۲ + ۱)− ۲x(۲ex)

(x۲ + ۱)۲ =
۲ex(x۲ + ۱ − ۲x)

(x۲ + ۱)۲ =
۲ex(x− ۱)۲
(x۲ + ۱)۲

تابع، بودن صعودی اکيداً بررسی برای است. صعودی تابع پس f ′(x) ≥ ۰ ،x حقيقی مقدار هر برای وضوح به
بازه ها روی f می دهد نتيجه اين است. مثبت اکيداً (۱,+∞) و (−∞,۱) بازه های روی f مشتق که کنيد توجه

است. صعودی اکيداً R کل در بنابراين و است صعودی اکيداً [۱,+∞) و (−∞,۱]

داريم وارون تابع مشتق قضيه طبق دهيم، نمايش f−۱ نماد با را تابع وارون اگر ب)

(f−۱)′(۲) = (f−۱)′(f(۰)) = ۱
f ′(۰)

خط شيب که می دهد نتيجه اين .(f−۱)′(۲) = ۱
۲ لذا و f ′(۰) = ۲ الف، بخش در مشتق محاسبه به توجه با

است. ۱
۲ برابر x = ۲ نقطه در f−۱ نمودار بر مماس

است. مثبت x > ۱ هر برای تابع دوم مشتق دهيم نشان است کافی پ)

f ′′(x) =
۲ex((x− ۱)۲ + ۲(x− ۱))(x۲ + ۱)۲ − ۲ × ۲x(x۲ + ۱)۲ex(x− ۱)۲

(x۲ + ۱)۴
=

۲ex
(x۲ + ۱)۳

(
x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱)

.x۴−۴x۳+۸x۲−۴x−۱ > ۰ ،x > ۱ هر برای کنيم ثابت است کافی هستند، مثبت هميشه x۲+۱ و ex چون
می کنيم. استفـاده ۴ درجه چندجمله ای اين برای g(x) نماد از محاسبات ادامه سادگی برای

g(x) = x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱.

مشتق محاسبه با .g(۱) = ۰ وضوح به

g′(x) = ۴x۳ − ۱۲x۲ + ۱۶x− ۴
g′′(x) = ۱۲x۲ − ۲۴x+ ۱۶ = ۱۲(x− ۱)۲ + ۴

،x > ۱ هر برای ،g′(۱) = ۴ چون و است صعودی اکيداً تابعی خود g′(x) تابع g′′(x) > ۰ ،x هر برای چون
.g(x) > g(۱) = ۰ لذا و است صعودی اکيداً تابعی x > ۱ برای g می دهد نتيجه اين .g′(x) > g(۱) > ۰

۶



و f ′′(x) > ۰ می دهد نتيجه کرديم اشاره راه حل ابتدای در که طور همان x > ۱ برای g(x) بودن مثبت
است. محدب تابعی x > ۱ دامنه روی f بنابراين

دامنه در x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱ بودن مثبت برای هم ديگری روش های از می توان پ، بخش در توضيح.
زير تساوی به توجه با مثال، برای کرد، استفـاده x > ۱

g(x) = x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱ = (x− ۱)۴ + ۲(x۲ − ۱)

است. مثبت خود نتيجه در و است مثبت عبارت دو مجموع g(x) ،x > ۱ اگر

۷


