
یریاضیات مهندس
بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

سيد محمد جعفری

مقدمه

آشنایی با مباحث ریاضیات مهندسی



10از 2

اعداد مختلط: مبحث اول-1

:معادلة درجه دو

𝑥2 + 2𝑥 + 2 = 0 → 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 → 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑐 = 2

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 4 − 8 = −4 < 0 .ندارددلتا منفی شد لذا ریشة حقیقی

𝑥1,2:رسدفکر اعداد مختلط به ذهن می =
−𝑏 ± Δ

2𝑎
=

−2 ± −4

2



10از 3

:(Taylor series)تیلورسری

قطهنیکدرتابعمشتق هایازجملهبی نهایتمجموعصورتبهتابعیکنمایش

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0 +
𝑓′ 𝑥0 𝑥 − 𝑥0

1!
+

𝑓′′ 𝑥0 𝑥 − 𝑥0
2

2!
+ ⋯

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
𝑓𝑛 𝑥0

𝑛!
𝑥 − 𝑥0

𝑛

𝑒𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
𝑥𝑛

𝑛!
= 1 + 𝑥 +

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯

سری فوریه: مبحث دوم-2



10از 4
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e^x

1

1+x

1+x+x^2/2!

1+x+x^2/2!+x^3/3!

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯



10از 5

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− ⋯

1

1 − 𝑥
= ෍

𝑛=0

∞

𝑥𝑛 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯  for 𝑥 < 1

1

1 − 𝑥
= ෍

𝑛=0

∞
1

𝑥𝑛
= 1 +

1

𝑥
+

1

𝑥2
+

1

𝑥3
+ ⋯  for 𝑥 > 1



10از 6

-1.2
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sinx

x

x-x^3/3!

x-x^3/6+x^5/5!

x-x^3/6+x^5/120-x^7/7!

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯



10از 7

: روش مهندسی

(سازیمدل)تبدیل یک مسألة به یک مدل ❑

(سازیساده)کننده های سادهفرض❑

استخراج معادلات حاکم ❑

حل معادلات و رسم نمودارهای لازم❑

بررسی و تفسیر نتایج❑

پیش بینی رفتار برای مسألة واقعی ❑

معادلات دیفرانسیل جزئی: مبحث سوم-3



10از 8

෍ 𝐹 = 𝑚𝑎 → −𝑘𝑥 = 𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 𝑘

𝑚
𝑥

𝑚

𝑘𝑥

𝑎

𝑚 ሷ𝑥 + 𝑘𝑥 = 0 :(ODE)ایمرتبهدیفرانسیلمعادله

دیفرانسیلمعادلاتدرسپاسخ

نیوتنقانون

𝑥 𝑡 = 𝐴 sin 𝜔𝑡
𝑡

𝑥



10از 9

معادلة انتقال گرمای هدایتی

:(PDE)جزئیدیفرانسیلمعادله

مهندسیریاضیاتدرس

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
دو بعدی: 

9
0

0
°C

 

9
0

0
°C

 

C °25=محیطهوایدمای

عایق
𝑥

𝑦

𝑥

𝑦



10از 10

مراجع

شیدفردکتر عبداله 



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

معرفی اعداد مختلط: 1بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



6از 2

(Complex numbers)اعداد مختلط -1

𝑥2:معادلة درجه دو + 2𝑥 + 2 = 0

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 → 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑐 = 2

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 4 − 8 = −4 < 0 .دارددلتا منفی شد لذا ریشة حقیقی ن

:ها و ضرب آنها عبارتند ازجمع ریشه
𝑐

𝑎
= 2 :هاضرب ریشه

−:هاجمع ریشه
𝑏

𝑎
= −2



6از 3

𝑥1,2:فکر اعداد مختلط به ذهن میرسد =
−𝑏 ± Δ

2𝑎
=

−2 ± −4

2

−4 = 4 × −1 = 4 × −1 = 2 −1

𝟏−( =Imaginary number)عدد موهومی 

𝑖 = −1 → 𝑖2 = −1

−4 = 4 −1 = 2 −1 = 2𝑖



6از 4

→ 𝑥1,2 =
−2 ± 2𝑖

2
= −1 ± 𝑖 = ቐ

𝑥1 = −1 + 𝑖

𝑥2 = −1 − 𝑖

:هستند( complex number)عدد مختلط 𝑥1 , 𝑥2عددهای 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 :دارند( 𝑦)و یک قسمت موهومی ( 𝑥)عددهای مختلط یک قسمت حقیقی 

𝐼𝑚 𝑧 = 𝑦

𝑅𝑒 𝑧 = 𝑥 :قسمت حقیقی

:قسمت موهومی



6از 5

𝑥2 + 6𝑥 + 13 = 0 𝑎:مثال = 1, 𝑏 = 6 , 𝑐 = 13

𝑥1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎
=

−6 ± −16

2
= −3 ± 2𝑖

𝐼𝑚 𝑥1 = 2

𝑅𝑒 𝑥1 = −3

𝑥1 و𝑥2تنها در بخش موهومی خود با یک علامت منفی با هم تفاوت دارند.

.گویند(Complex conjugate)به این اعداد مزدوج مختلط 

Δ = 36 − 4 1 13 = −16 < 0

𝐼𝑚 𝑥2 = −2

𝑅𝑒 𝑥2 = −3



6از 6

(complex conjugate number)عدد مزدوج مختلط 

𝑧:عدد مختلط = 𝑥 + 𝑖𝑦

:مزدوج عدد مختلط

𝑧 = 2 − 3𝑖

ҧ𝑧 = 2 + 3𝑖

:مثال

ҧ𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑖



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

اعداد مختلطجبر : 2بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



14از 2

جبر اعداد مختلط-2

:ها استجبر اعداد مختلط مانند جبر رادیکال. است1−همان iاز آنجا که عدد موهومی 

𝑎 + 𝑏 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 𝑐 = 𝑎 + 𝑑 + 𝑏 + 𝑒 𝑐

𝑧1:جمع اعداد مختلط-2-1 ± 𝑧2 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 ± 𝑥2 + 𝑖𝑦2

= 𝑥1 ± 𝑥2 + 𝑦1 ± 𝑦2 −1

= 𝑥1 + 𝑦1 −1 ± 𝑥2 + 𝑦2 −1

= 𝑥1 ± 𝑥2 + 𝑖 𝑦1 ± 𝑦2



14از 3

𝑧1𝑧2 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 𝑥2 + 𝑖𝑦2

:ضرب اعداد مختلط-2-2

𝑎 + 𝑏 𝑐 × 𝑑 + 𝑒 𝑐 = 𝑎𝑑 + 𝑎𝑒 𝑐 + 𝑏𝑑 𝑐 + 𝑏𝑒𝑐

𝑖2 = −1
2

= −1

= 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2 + 𝑖 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1

= 𝑥1𝑥2 + 𝑖𝑥1𝑦2 + 𝑖𝑥2𝑦1 + 𝑦1𝑦2𝑖2



14از 4

:مثال

𝑧 ҧ𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 𝑥 − 𝑖𝑦 = 𝑥2 − 𝑖2𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 ∎

𝑧 ҧ𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2
2

= 𝑧 2 = ҧ𝑧 2

𝑥2عبارت ❑ + 𝑦2برابر است با توان دوم اندازة عدد مختلط𝑧:



14از 5

:یادداشت

.نیستندبرابرهمباامادارندبرابراندازةمختلطمزدوجعدددو❑

هومیموهایقسمتوهمباحقیقیهایقسمتکهبرابرندهمباوقتیمختلطعدددو❑

.باشندمساویهمبانیز

𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 , 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 :فرض

𝑧1 =  𝑧2   𝑥1 = 𝑥2 & 𝑦1 = 𝑦2



14از 6

𝑧1

𝑧2
=

𝑥1 + 𝑖𝑦1

𝑥2 + 𝑖𝑦2
×

𝑥2 − 𝑖𝑦2

𝑥2 − 𝑖𝑦2

:تقسیم اعداد مختلط-2-3

:گویا کردن کسرها
𝐴

𝑎 + 𝑏 𝑐
 

Realisation

Rationalisation
→

=
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑖 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2

𝑥2 + 𝑦2

𝐴

𝑎 + 𝑏 𝑐
×

𝑎 − 𝑏 𝑐

𝑎 − 𝑏 𝑐
= 𝐴

𝑎 − 𝑏 𝑐

𝑎2 − 𝑏2



14از 7

:معکوس یک عدد مختلط: مثال

1

𝑧
=

1

𝑥 + 𝑖𝑦
×

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 − 𝑖𝑦
=

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
− 𝑖

𝑦

𝑥2 + 𝑦2

𝑧معکوس عدد مختلط : مثال = 3 + 4𝑖را بیابید.

1

3 + 4𝑖
=

1

3 + 4𝑖
×

3 − 4𝑖

3 − 4𝑖
=

3 − 4𝑖

32 + 42
=

3

25
− 𝑖

4

25



14از 8

𝑖1 = +𝑖 𝑖5 = +𝑖

𝑖2 = −1 𝑖6 = −1

𝑖3 = −𝑖 𝑖7 = −𝑖

𝑖4 = +1 𝑖8 = +1

𝑖𝑛 =

+𝑖 𝑛 = 4𝑘 + 1

−1 𝑛 = 4𝑘 + 2

−𝑖 𝑛 = 4𝑘 + 3

+1 𝑛 = 4𝑘

برایایدوجملهاتحادمانندجبریاتحادهایتمام:یادداشت

بهزمانردبایدکهتفاوتاینباهستنداجراقابلنیزمختلطاعداد

.کرددقت،𝑖عددرساندنتوان

𝑖

−1−𝑖

+1



14از 9

.جواب معادلة روبه رو را بیابید و صحت آن را بررسی کنید: مثال

𝒙 + 𝟏 𝟐 = −𝟗

𝑥 + 1 = −9 = 9 −1 = ±3 −1 = ±3𝑖 → 𝑥1,2 = −1 ± 3𝑖

:پاسخ

:بررسی پاسخ

−1 + 3𝑖 + 1 2 = 3𝑖 2 = 3 2 𝑖 2 = 9 −1 = −9

−1 − 3𝑖 + 1 2 = −3𝑖 2 = −3 2 𝑖 2 = 9 −1 = −9



14از 10

:نمایش برداری اعداد مختلط

بتوانیماتکنیممیتعریفبرداریصورتبهراآنهاامانیستند،برداراساساًمختلطاعداد:یادداشت

همبهنسبتبرداردوزاویةمثلاًآوریمدستبهترراحتوبهترراهاویژگیبرخی

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 :مقدار یک عدد مختلط یا اندازة یک عدد مختلط❑

𝑟 = 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2Absolute value (modulus or magnitude):

𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥
:Argument(آرگومان)زاویة یک عدد مختلط با محور افقی ❑



14از 11

Re

Im

𝑥

𝑦

O

𝑟

𝜑

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑟 = 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥
Re

Im

𝑥

𝑦

O

𝑟

𝜑

𝜑

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

ҧ𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦

𝑟



14از 12

𝑅𝑒

𝐼𝑚

O

𝜃

𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1

𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2

𝑧1(:          Dot product)ضرب داخلی ❑ ∙ 𝑧2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2

𝑧1(:     Cross product)ضرب خارجی ❑ × 𝑧2 = 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1

cos 𝜃 =
𝑧1 ∙ 𝑧2

𝑧1 𝑧2
=

𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2

𝑥1
2 + 𝑦1

2 𝑥2
2 + 𝑦2

2

sin 𝜃 =
𝑧1 × 𝑧2

𝑧1 𝑧2
=

𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1

𝑥1
2 + 𝑦1

2 𝑥2
2 + 𝑦2

2



14از 13

.1(:اثبات به عهدة خواننده)برخی اتحادها  𝑧1 ± 𝑧2 = ҧ𝑧1 ± ҧ𝑧2

2. 𝑧1𝑧2 = ҧ𝑧1 ҧ𝑧2

3.
𝑧1

𝑧2
=

ҧ𝑧1

ҧ𝑧2

4.  𝑧 + ҧ𝑧 = 2𝑅𝑒 𝑧

5.  𝑧 − ҧ𝑧 = 2Im 𝑧

6. 𝑧 = ҧ𝑧

7.  𝑧 ҧ𝑧 = 𝑧 2

8. 𝑧1𝑧2 = 𝑧1 𝑧2

9.
𝑧1

𝑧2
=

𝑧1

𝑧2



14از 14

:ادامة برخی اتحادها

.10:نامساوی سه تایی 𝑧1 − 𝑧2 ≤ 𝑧1 + 𝑧2 ≤ 𝑧1 + 𝑧2

.11:هامشابه قانون کسینوس 𝑧1 + 𝑧2
2 = 𝑧1

2 + 𝑧2
2 + 2Re 𝑧1 ҧ𝑧2

.12:ایاتحاد دو جمله 𝑧1 + 𝑧2
𝑛 = ෍

𝑘=0

𝑛 𝑛!

𝑘! 𝑛 − 𝑘 !
𝑧1

𝑛−𝑘𝑧2
𝑘



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

قضیة اساسی جبر: 3بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



6از 2

(Fundamental theorem of algebra)قضیة اساسی جبر -3

به.تاسمختلطریشةیکحداقلدارایمختلط،ضرائبباچندجمله‌ایهر:جبراساسیقضیه

.استجبریبستةمیدانیکمختلطاعدادمیداندیگرعبارت

.استمختلطریشةnدقیقاًدارای ،nدرجةازوحقیقیضرائبباناصفرایچندجملههر:نتیجه

اثباتدکترارسالةعنوانبهسالگی۲۰درآلمانی،شهیرریاضی‌دان گاوسفردریشکارلراقضیهاین

.نمود

https://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental_theorem_of_algebra



6از 3

Δ)وقتیدومدرجهمعادلةحلدر < اما.استمختلطمزدوجعدددوصورتبهمعادلهپاسخ،(0

:کندمیبیانراتریکلیحالتجبراساسیقضیة

𝑧مختلطعددهرگاه = 𝑥 + 𝑖𝑦آنمزدوجآنگاهباشد،حقیقیضرایبباایچندجملهیکریشة

:بودخواهدعبارتآنریشةنیز

:ای با ضرایب حقیقیچندجمله

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎2𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0

.......................................................



6از 4

مزدوجصورتبهمختلطهایجوابحقیقی،ضرایبباایچندجملهمعادلاتحلدر:نتیجه

.شوندمیظاهر(دوتایی)

بایدزیراباشدداشتهمختلطریشة3تواندنمیحقیقی،ضرایببا5درجةمعادلةیکمثلاً

.باشدزوجمختلطهایریشهتعداد

با‌ضرایب‌حقیقی5های‌معادلة‌درجة‌های‌ریشهحالت

ریشة‌حقیقی5
ریشة‌حقیقی‌و3

ریشة‌مختلط۲

ریشة‌حقیقی‌و1

ریشة‌مختلط4



6از 5

,zmاگردانیممی.کردبررسیراجبراساسیقضیةتوانمیمثالیکبا ⋯ ,z1

:نوشتتوانمیباشند،ایچندجملهیکهایریشه

شوند،ضربهمدرعدددواینوباشد،آنمزدوجنیزത𝒛وباشدمختلطعدد𝒛اگر

𝑧:کنندنمیایجادغیرحقیقیضریب = 𝑎 + 𝑖𝑏, ҧ𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏

→ 𝑥 − 𝑧 𝑥 − ҧ𝑧 = 𝑥 − 𝑎 − 𝑖𝑏 𝑥 − 𝑎 + 𝑖𝑏

= 𝑥 − 𝑎 2 + 𝑏2

𝑃𝑚 𝑥 = 𝑥 − 𝑧1 𝑥 − 𝑧2 ⋯ 𝑥 − 𝑧𝑚



6از 6

د،ببربینازرامختلطعددهربودنموهومیاثرتواندمیکهعاملیتنهاکهآنجاازو

ضرایبآنگاهنباشد،معادلهریشةത𝒛ولیباشدمعادلهریشة𝒛اگرپساست؛آنمزدوج

.بودخواهندغیرحقیقیحتماًمعادله

غیرحقیقیضریبیکتنهااستکافیباشد؛غیرحقیقیضرایبهمةنداردلزومی:توجه

.ودنششاملراقضیهاینتاباشدداشتهوجودایچندجملهیکهایضریببیندر

:ای‌با‌ضرایب‌حقیقی‌باشد،‌خواهیم‌داشتیک‌چندجمله𝒇اگر‌تابع‌:‌نتیجة‌پایانی

1.  𝑓 𝑧 = 0 → 𝑓 ҧ𝑧 = 0 ൯2. 𝑓 𝑧 = 𝑓( ҧ𝑧

.کنیمتری‌از‌قضیة‌اول‌دارد‌که‌در‌اینجا‌اثبات‌نمیقضیة‌دوم‌شکل‌عمومی



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

اعداد مختلط( قطبی)شکل مثلثاتی : 4بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



9از 2

اعداد مختلط( قطبی)شکل مثلثاتی -4

zمختلطاعداد(کارتزین)دکارتیشکل = x + iyشناختیمرا.

:استویژگیدوبانقطهیکمختصاتبیانقطبیدستگاهاساس

زاویة نقطه با محور افقی-2فاصلة هر نقطه تا مبدأ و -1

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑟 = 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝜃(:آرگومان)زاویة یک عدد مختلط با محور افقی  = arg 𝑧 = tan−1
𝑦

𝑥

: مقدار یک عدد مختلط

Re

Im

𝑥

𝑦

𝑂

𝑟

𝜃



9از 3

𝜃باشد،مختلطعددیکآرگومان𝜃اگریعنینیست،فردبهمنحصر،𝑧عددآرگومان + 2𝜋نیز

اهپاسخکردنیکسانبرایلذانیست،فردبهمنحصر 𝑧آرگومانپس.باشد𝑧آرگومانتواندمی

بارااصلیآرگومانوکنیمفرض𝜋−و𝜋بینرامختلطعدداصلیآرگومانکهکنیممیقرارداد

.دهیممینمایشArgبزرگحرف
arg: غیر منحصر به فرد 𝑧 →

π−:منحصر به فرد ≤ Arg z ≤ π → arg z = Arg z + 2kπ

:بنویسیمآنآرگومانومختلطعدداندازةحسببررا𝑦و𝑥توانیممیحال

𝜃 = Arg 𝑧 , 𝑟 = 𝑧



9از 4

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 , 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃

Re

Im

𝑥

𝑦

𝑂

𝑟

𝜃

sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
 , cos 𝜃 =

𝑥

𝑟

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 𝑟 sin 𝜃

= 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

.گویندمختلطعدد(قطبی)مثلثاتینمایشراشکلاین

Trigonometric or Polar form



9از 5

:اعداد مختلط زیر را بنویسید( قطبی)شکل مثلثاتی : مثال

𝑧 = 1 :الف

𝑧 = −9 :ب

𝑧 = 5𝑖 :ج

𝑧 = 1 − 𝑖 3 :د

𝑧 = −1 − 𝑖 :ه

𝑧(الف) = 1 → 𝑧 = 1

𝜃 = 0 → 𝑧 = 1 cos 0 + 𝑖 sin 0

𝑅𝑒

𝐼𝑚

O

𝑟 = 1 = 𝑥



9از 6

𝑧(ب) = −9 → 𝑧 = 9

𝜃 = 𝜋 → 𝑧 = 9 cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋

(ج)

𝑧 = 5 cos
𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2

𝑧 = 5𝑖 → 𝑧 = 5 , 𝜃 =
𝜋

2

Re

Im

𝑂

𝑟 = 9, 𝑥 = −9

Re

Im

𝑂

𝑟 = 5 = 𝑦

𝑧 = 5𝑖

𝜃 =
𝜋

2



9از 7

𝑧(د) = 1 − 𝑖 3 → 𝑧 = 12 + 3
2

= 1 + 3 = 2

𝜃 = tan−1 − Τ3 1 = tan−1 − 3

: دو جواب داریم𝜃برای 

𝜃 = −
𝜋

3
+ 𝜋 =

2𝜋

3

𝜃 = −
𝜋

3

:در ربع دوم❑

:در ربع چهارم❑



9از 8

. عدد مختلط ما نیز در ربع چهارم قرار دارد❑

𝜋,𝜋−همچنین باید آرگومان اصلی در بازة ❑ .باشد 

𝜃پس مقدار ❑ = − Τ𝜋 .شودبه عنوان آرگومان اصلی انتخاب می3

𝑧 = 1 − 𝑖 3

Re

Im

𝑟 = 2

𝑧 = 1 − 𝑖 3

1

𝜃 = −
𝜋

3

− 3

= 2 cos −
𝜋

3
+ 𝑖 sin −

𝜋

3



9از 9

𝑧 = −1 − 𝑖, 𝑧 = 12 + 12 = 2 (ه)

𝜃 = tan−1
−1

−1
= tan−1 1

: دو جواب داریم𝜃برای 

𝜃 =
𝜋

4

𝜃 =
𝜋

4
− 𝜋 = −

3𝜋

4

:در ربع اول❑

:در ربع سوم❑



9از 10

𝜃:پس جواب آرگومان اصلی در ربع سوم است = −
3𝜋

4

𝑧 = −1 − 𝑖

Re
Im

𝑧 = −1 − 𝑖

−1

𝜃 = −
3𝜋

4
−1

= 2 cos −
3𝜋

4
+ 𝑖 sin −

3𝜋

4



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

توابع مختلط: 5بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



34از 2

(The Exponential Form of a Complex Number)شکل نمائی اعداد مختلط -5

(Abraham de Moivre)قضیه دموآور -5-1

.یک ریاضی دان در زمینة نظریة احتمالات اهل فرانسه بود( 1۷5۴-1۶۶۷)ابراهام دو موآور 

eiθ = cos θ + i sin θ

(:Maclaurin Series)اثبات با بسط مکلورن 

بودننیوتاسحاقشاگردکهاسکاتلندیفیزیکدان(Colin Maclaurin)لورینمککالین

.شداستادیرتبهحایزماهگی۷وسال1۹سندر(پیشسال۲۹1)میلادی1۷1۷سالدرو



34از 3

𝑒𝜃 = 1 + 𝜃 +
𝜃2

2!
+

𝜃3

3!
+

𝜃4

4!
+

𝜃5

5!
+ ⋯

cos 𝜃 = 1 −
𝜃2

2!
+

𝜃4

4!
− ⋯

sin 𝜃 = 𝜃 −
𝜃3

3!
+

𝜃5

5!
− ⋯

𝑒𝑖𝜃 = 1 + 𝑖𝜃 +
𝑖𝜃 2

2!
+

𝑖𝜃 3

3!
+

𝑖𝜃 4

4!
+

𝑖𝜃 5

5!
+ ⋯



34از 4

𝑒𝑖𝜃 = 1 + 𝑖𝜃 −
𝜃2

2!
− 𝑖

𝜃3

3!
+

𝜃4

4!
+ 𝑖

𝜃5

5!
+ ⋯

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

= 1 −
𝜃2

2!
+

𝜃4

4!
− ⋯ + 𝑖 𝜃 −

𝜃3

3!
+

𝜃5

5!
− ⋯



34از 5

:  پس تا الان سه شکل نمایش اعداد مختلط را داریم

Cartesian form: z(: کارتزین)دکارتی -1 = x + iy

Polar form: z(: قطبی)مثلثاتی -۲ = r cos θ + i sin θ

Exponential form: z: نمائی-3 = reiθ



34از 6

𝑒𝑖( الف:  )شکل دکارتی اعداد زیر را بنویسید: مثال
𝜋

2𝑒𝑖𝜋( ج)𝑒−𝑖( ب)4

𝑒𝑖
𝜋
4 = cos

𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
=

1

2
+ 𝑖

1

2
= 0.707 + 0.707𝑖 ∎

𝑒−𝑖 = cos −1 + 𝑖 sin −1 = 0.540 − 𝑖 0.841  ∎

.ها بر حسب رادیان هستندزاویه: یادآوری

2𝑒𝑖𝜋 = 2 cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋 = 2 −1 + 𝑖 0 = −2 ∎



34از 7

:فرض کنید داشته باشیم. کندتر مینمایش نمایی در جبر اعداد مختلط خیلی کار را ساده

൞
𝑧1 = 𝑟1𝑒𝑖𝜃1 = 𝑟1 cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1

𝑧2 = 𝑟2𝑒𝑖𝜃2 = 𝑟2 cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2 :ضرب

𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑒𝑖𝜃1 𝑟2𝑒𝑖𝜃2 = 𝑟1𝑟2𝑒𝑖𝜃1𝑒𝑖𝜃2 = 𝑟1𝑟2𝑒 ሻ𝑖(𝜃1+𝜃2

= 𝑟1𝑟2 cos 𝜃1 + 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃1 + 𝜃2



34از 8

𝑧1:تقسیم

𝑧2
=

𝑟1𝑒𝑖𝜃1

𝑟2𝑒𝑖𝜃2
=

𝑟1

𝑟2
𝑒 ሻ𝑖(𝜃1−𝜃2

=
𝑟1

𝑟2
cos 𝜃1 − 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃1 − 𝜃2

:توان
𝑧𝑛 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 𝑛 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 𝑛

= 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃

= 𝑟𝑛 cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃



34از 9

𝑧:نمایی = 1 + 𝑖 = 𝑟 = 2, 𝜃 =
𝜋

4
→ 𝑧 = 2𝑒𝑖

𝜋
4

zعدد : مثال = 1 + i برسانید3را با دو نمایش دکارتی و نمایی، به توان:

𝑧3: دکارتی = 1 + 𝑖 3 = 13 + 3 1 𝑖 2 + 3 1 2 𝑖 + 𝑖 3

𝑧3 = 2
3

𝑒
𝑖
𝜋
4

3

= 2 2𝑒𝑖
3𝜋
4 = 2 2 cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
= −2 + 2𝑖

.  شودهای بزرگتر برتری نمایش نمایی بر دکارتی بیشتر دیده میدر توان: 1یادداشت ❑

.شوددر ضرب، تقسیم و توان از آرگومان اصلی استفاده می: ۲یادداشت ❑

= 1 − 3 + 3𝑖 − 𝑖 = −2 + 2𝑖



34از 10

گیری از اعداد مختلطریشه-5-2

𝑤:نداریمریشهیکفقطگیریریشهبرای = 𝑛 𝑧 → 𝑤𝑛 − 𝑧 = 0

𝑤𝑛معادلةجواباصلدراستzعددامnریشةکهwاینجادریعنی − 𝑧 = .است0

ام𝑛ةریشبتوانیماینکهبرایپسباشد،داشتهمختلطریشةnدقیقا  بایدجبراساسیاصلطبقپس

:تنوشاینگونهتوانمیپس.کنیممیاستفادهنیزدیگرهایآرگومانازبیابیم،راعددیک

𝑤 = 𝑛 𝑧 = 𝑧
1
𝑛

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 → 𝑤 = 𝑧
1
𝑛 = 𝑟

1
𝑛 𝑒𝑖

𝜃
𝑛 → 𝑤 = 𝑛 𝑟 𝑒𝑖

𝜃
𝑛



34از 11

.رسیممیجوابیکبهتنهااصلیآرگومانازاستفادهبا❑

:کنیممیرفتارگونهبدینهاریشهدیگریافتنبرای❑

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖 𝜃+2𝑘𝜋 → 𝑧
1
𝑛 = 𝑛 𝑟𝑒

𝑖
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛  ∎

𝑛را از صفر تا 𝑘های مستقل، باید برای یافتن تمام پاسخ❑ − .  جایگذاری کنیم1

.ها تکراری خواهند بوداز این به بعد پاسخ❑



34از 12

𝒛ریشة سوم : مثال = 𝟏 − 𝒊را بیابید:

z = 1 − i =

𝑟 = 2

𝜃 = −
𝜋

4

→ z = 2 e
−

π
4

+2kπ i

𝑤 = 3 z =
3

2 e
−

π
4

+2kπ

3
i

=
6

2 e
−

π
4

+2kπ

3
i
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k = 0 →  w1 =
6

2e−
π

12
i =

6
2 cos

π

12
− i sin

π

12

k = 1 →  w2 =
6

2e
7π
12

i =
6

2 cos
7π

12
+ i sin

7π

12

k = 2 →  w3 =
6

2e
15π
12

i =
6

2 cos
15π

12
+ i sin

15π

12

kحال اگر  = k:را قرار دهیم، خواهیم داشت3 = 3 → w4 =
6

2e
23π
12

i 

23π

12
=

24 − 1 π

12
= 2π −

π

12
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cos
23𝜋

12
= cos −

𝜋

12

sin
23𝜋

12
= + sin −

𝜋

12

→ 𝑤4 = 𝑤1

:نکته

𝑤3معادلةضرایبچون❑ − 1 + 𝑖 = وداشتیمغیرحقیقیمختلطریشة3نبودند،حقیقی0

.نیستندمزدوجایریشههیچ

جمزدوجفتآوریم،دستبهمختلطاعدادفضایدرراحقیقیعددیکریشةبخواهیماگراما❑

.داشتخواهیم
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𝐳ریشة سوم : مثال = :را بیابید𝟏

zریشة سوم عدد مختلط  = w3یعنی پاسخ معادلة 1 − 1 = 0

z = 1 → 𝑟 = 1, 𝜃 = 0 → 𝑧 = 1e 0+2kπ i = e2kπi

w = 3 z =
3

1 → w = e
2kπi

3  , k = 0, 1, 2

k = 0 → w1 = e0

= 1

k = 1 → w2 = e
2π
3

i = cos Τ2π 3 + i sin Τ2π 3 = −
1

2
+ i

3

2

k = 2 → w3 = e
4π
3

i = cos Τ4π 3 + i sin Τ4π 3 = −
1

2
− i

3

2
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Re

Im

𝑤1 = 1

+𝑖

−1

−𝑖

𝑤2 = −
1

2
+ 𝑖

3

2

𝑤3 = −
1

2
− 𝑖

3

2

+1

𝜃2 =
2𝜋

3

𝜃3

𝜃1

ط
ختل

ج م
دو
مز
ة 
یش
ت ر

جف
ک 

ی

𝜃1 = 0

𝜃3 =
4𝜋

3
𝜃2
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𝐳ریشة چهارم : مثال = :را بیابید𝟏−

𝑧برای اینکه ریشة عدد مختلط  = 𝑤4را به دست بیاوریم، یعنی باید معادلة 1− = .را حل کنیم1−

𝑧 = −1 = 1𝑒 𝜋+2𝑘𝜋 𝑖 → 𝑤 = 4 𝑧 =
4

−1 → 𝑤 = 𝑒
𝜋+2𝑘𝜋 𝑖

4

𝑘 = 0 → 𝑤1 = 𝑒
𝜋
4

𝑖 = cos Τ𝜋 4 + 𝑖 sin Τ𝜋 4 = Τ1 2 + 𝑖 Τ1 2

𝑘 = 1 → 𝑤2 = 𝑒
3𝜋
4

𝑖 = cos Τ3𝜋 4 + 𝑖 sin Τ3𝜋 4 = −0.7 + 0.7𝑖

𝑘 = 2 → 𝑤3 = 𝑒
5𝜋
4

𝑖 = cos Τ5𝜋 4 + 𝑖 sin Τ5𝜋 4 = −0.7 − 0.7𝑖

𝑘 = 3 → 𝑤4 = 𝑒
7𝜋
4

𝑖 = cos Τ7𝜋 4 + 𝑖 sin Τ7𝜋 4 = 0.7 − 0.7𝑖
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Re

Im

𝑤1 =
1

2
+ 𝑖

1

2

+𝑖

−1

−𝑖

+1

𝑤4 =
1

2
− 𝑖

1

2

𝑤2 = −
1

2
+ 𝑖

1

2

𝑤3 = −
1

2
− 𝑖

1

2

𝜽𝟏 =
𝝅

𝟒
𝜽𝟑 =

𝟓𝝅

𝟒

𝜽𝟐 =
𝟑𝝅

𝟒

𝜽𝟒 =
𝟕𝝅

𝟒
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:رو را بیابیدمقدار عبارت روبه: مثال
𝑤 =

3 1 − 𝑖

3 + 𝑖

2

z1ابتدا شکل مختلط اعداد : راهبرد❑ = 1 − i وz2 = 3 + iآوریمرا به دست می  .

.گیریمرسانیم و در آخر ریشة سوم میمی۲سپس تقسیم آنها را یافته و به توان ❑

𝑧1 = 1 − 𝑖 = 2𝑒−
𝜋
4

𝑖 , 𝑧2 = 3 + 𝑖 = 2𝑒
𝜋
6

𝑖

→
𝑧1

𝑧2
=

1 − 𝑖

3 + 𝑖
=

2

2
𝑒

−
𝜋
4

−
𝜋
6

𝑖
=

1

2
𝑒−

5𝜋
12

𝑖
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1 − 𝑖

3 + 𝑖

2

=
1

2
𝑒−

5𝜋
12

𝑖
2

=
1

2
𝑒−

5𝜋
6

𝑖

𝑤 =
3 1 − 𝑖

3 + 𝑖

2

=
3 1

2
𝑒−

5𝜋
6

𝑖 =
1

3
2

𝑒
−

5𝜋
6

+2𝑘𝜋

3
𝑖 , 𝑘 = 0,1,2

𝑤1 =
1

3
2

𝑒−
5𝜋
18

𝑖 , 𝑤2 =
1

3
2

𝑒
7𝜋
18

𝑖 , 𝑤3 =
1

3
2

𝑒
19𝜋
18

𝑖 ∎
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1.  رو را حل کنیدمعادلة روبه: مثال + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧4 = 0

1است، کافی است طرفین را در 1برای معادلاتی که ضرایب آن برابر  − zضرب کنیم:

1 − 𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧4 = 0

.های این معادله خواهند بودجواب1های پنجم عدد پس ریشه

𝑤 = 1 = 𝑒2𝑘𝜋𝑖 → 𝑧 = 𝑤
1
5 = 𝑒

2𝑘𝜋
5

𝑖

1 − 𝑧5 = 0 → 𝑧5 = 1 → 𝑧 =
5

1
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k = 0 → z1 = 1

k = 1 → z2 = e
2π
5

i = cos
2π

5
+ i sin

2π

5

k = 2 → z3 = e
4π
5

i = cos
4π

5
+ i sin

4π

5
= − cos

π

5
+ i sin

π

5

k = 3 → z4 = e
6π
5

i = cos
6π

5
+ i sin

6π

5
= − cos

π

5
− i sin

π

5

k = 4 → z5 = e
8π
5

i = cos
8π

5
+ i sin

8π

5
= cos

2π

5
− i sin

2π

5

z = w
1
5 = e

2kπ
5

i
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.ضلعی منظم استn، همواره یک 1ام عدد nهای ریشه

Re

Im
+𝑖

−1

−𝑖

+1
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

𝑧5
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ارتباط معادلات مثلثاتی و نمایش نمائی اعداد مختلط-5-3
eiθ = cos θ + i sin θ

e−iθ = cos −θ + i sin −θ = cos θ − i sin θ

eiθ + e−iθ = 2 cos θ → cos θ =
eiθ + e−iθ

2

eiθ − e−iθ = 2i sin θ → sin θ =
eiθ − e−iθ

2i

.ی استهای بالا بیانگر فضای مختلط و سمت چپ کاملا  حقیقسمت راست عبارت❖
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sin:رو را اثبات کنیدمعادلة روبه: مثال x ± y = sin x cos y ± sin y cos x

sin x cos y =
eix − e−ix

2i
×

eiy + e−iy

2

=
ei x+y − e−i x+y

4i
+

ei x−y − e−i x−y

4i

=
ei x+y + ei x−y − e−i x−y − e−i x+y

4i
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=
ei x+y + e−i x−y − ei x−y − e−i x+y

4i

=
ei x+y − e−i x+y

4i
−

ei x−y − e−i x−y

4i

sin y cos x =
eiy − e−iy

2i
×

eix + e−ix

2

sin x cos y + sin y cos x =
ei x+y − e−i x+y

2i
= sin x + y  ∎

sin x cos y − sin y cos x =
ei x−y − e−i x−y

2i
= sin x − y  ∎
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cos:معادلة زیر را اثبات کنید: مثال 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ

cos3 θ = Τeiθ + e−iθ 2
3

=
1

8
ei3θ + 3eiθ + 3e−iθ + e−i3θ

4 cos3 θ − 3 cos θ =
ei3θ

2
+

3eiθ

2
+

3e−iθ

2
+

e−i3θ

2
−

3eiθ

2
−

3e−iθ

2

=
1

8
eiθ 3

+ 3 eiθ 2
e−iθ + 3 eiθ e−iθ 2

+ e−iθ 3

=
ei3θ + e−i3θ

2
= cos 3θ  ∎
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ام یک عدد مختلط𝒏توان -5-4

:باشد، داریم1عددی مختلط با اندازة zاگر 

z = cos θ + i sin θ = eiθ

:را محاسبه کنیمzام عدد nحال توان 

zn = cos θ + i sin θ n = einθ = cos nθ + i sin nθ
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:کنیماستفاده می( Binomial expansion)ای یا بسط نیوتن از اتحاد دو جمله

x + y n = ෍
k=0

n 𝑛
𝑘

xn−kyk  ,
𝑛
𝑘

=
n!

k! n − k !
 ⊛

zn =
𝑛
0

cosn θ i sin θ 0 +
𝑛
1

cosn−1 θ i sin θ 1

+ ⋯ +
𝑛
𝑛

cos0 θ i sin θ n
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:با تساوی قرار دادن این عبارت با معادلة زیر خواهیم داشت

zn = cos θ + i sin θ n = einθ = cos nθ + i sin nθ

Re: cos nθ =
𝑛
0

cosn θ −
𝑛
2

cosn−2 θ sin2 θ +
𝑛
4

cosn−4 θ sin4 θ − ⋯ 

Im: sin nθ =
𝑛
1

cosn−1 θ sin θ −
𝑛
3

cosn−3 θ sin3 θ +
𝑛
5

cosn−5 θ sin5 θ − ⋯

zn =
𝑛
0

cosn θ + i
𝑛
1

cosn−1 θ sin θ −
𝑛
2

cosn−2 θ sin2 θ

−i
𝑛
3

cosn−3 θ sin3 θ +
𝑛
4

cosn−4 θ sin4 θ + ⋯
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1با استفاده از بسط : مثال + i nرو را بیابیدمقدار سری روبه.

I =
𝑛
1

−
𝑛
3

+
𝑛
5

− ⋯

1برای به دست آوردن  + i nکنیماز دو روش بسط نیوتن و مثلثاتی استفاده می.

1 + i = 2 cos
π

4
+ i sin

π

4
→ 1 + i n = 2n cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

⊛→ 𝑥 = 1, 𝑦 = 𝑖

𝑛
0

+
𝑛
1

i +
𝑛
2

i2 +
𝑛
3

i3 +
𝑛
4

i4 + ⋯ = 2
n
2 cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4
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:های حقیقی و موهومی داریمبا مساوی قرار دادن طرفین و جداکردن قسمت

Re:
𝑛
0

−
𝑛
2

+
𝑛
4

−
𝑛
6

+ ⋯ = 2
n
2 cos

nπ

4
 

Im:
𝑛
1

−
𝑛
3

+
𝑛
5

−
𝑛
7

+ ⋯ = 2
n
2 sin

nπ

4
 ∎

𝑛
0

+
𝑛
1

i −
𝑛
2

−
𝑛
3

i +
𝑛
4

+
𝑛
5

i + ⋯ = 2
n
2 cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4
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z.رو را حل کنیدمعادلة روبه: مثال + i n = z − i n

zابتدا دو سمت را بر  − i nکنیمتقسیم می:z + i

z − i

n

= 1

1:استe2kπiبه صورت 1دانیم که شکل نمایی عدد می = e2kπi

:گیریمام میnحال از طرفین ریشة 

z + i

z − i

n

= e2kπi → z + i = e
2kπ

n
 i z − i
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z − e
2kπ

n
 iz = −i − ie

2kπ
n

 i

→ z = 𝑖
1 + e

2kπ
n

 i

−1 + e
2kπ

n
 i

 ∎

kفقط در اینجا  = kشود و موجب صفر شدن مخرج می0 ≠ .قابل قبول است0

1 − e
2kπ

n
 i z = −i 1 + e

2kπ
n

 i



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

توابع مختلط: 6بخش 

سيد محمد جعفری: توسط
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(Complex Functions)توابع مختلط -6

:  فاصلة بین دو نقطة مختلط-6-1

Re

Im

𝑧0 = 𝑥0, 𝑦0

𝑧 = 𝑥, 𝑦

𝑧 − 𝑧0 = 𝑥 − 𝑥0
2 + 𝑦 − 𝑦0

2

𝑥0𝑥

𝑦0

𝑦
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Re

Im

𝑧0 = 𝑥0, 𝑦0

𝑧 = 𝑥, 𝑦

𝑧 + 𝑧0 = 𝑥 + 𝑥0
2 + 𝑦 + 𝑦0

2
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:یک عدد حقیقی باشد، آنگاه𝑅اگر 

𝑧معادلة  − 𝑧0 = 𝑅 > .است𝑅و شعاع 𝑧0ای به مرکز ، بیانگر معادلة دایره0

Re

Im

𝑧0

zنامعادلة ❑ − z0 < R یعنی نقاط داخل دایره

zنامعادلة ❑ − z0 > Rیعنی نقاط بیرون دایره
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Re

Im

𝑧0

𝑧1
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𝑧معادلة − 𝑧0 + 𝑧 − 𝑧1 = 𝑅 ∗داردحالتسه:

𝑧0اگر-1 − 𝑧1 = 𝑅،نقطةدوبینواصلخطپارهبیانگر∗معادلةباشد𝑧0و𝑧1بودخواهد.

𝑧0اگر-2 − 𝑧1 > 𝑅،کندنمیتوصیفراایناحیهوشکلهیچ∗معادلةباشد.

𝑧0اگر-3 − 𝑧1 < 𝑅،بیضییکبیانگر∗معادلةباشد(Ellipse)هایکانونبا𝑧0و𝑧1

.استآنبزرگقطر𝑅کهبودخواهد
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zمعادلة − z0 − z − z1 = R ∗∗داردحالتسه:

z0اگر-1 − z1 = R،ةنقطدوبینواصلخطامتداددرخطنیمیکبیانگر∗∗معادلةباشد

z0وz1ازکهبودخواهدz1شودمیشروع.

z0اگر-2 − z1 < R،کندنمیتوصیفراایناحیهوشکلهیچ∗∗معادلةباشد.

z0اگر-3 − z1 > R،هذلولییکبیانگر∗∗معادلةباشد(Hyperbola)هایکانونباz0

.استآنبزرگقطرRکهبودخواهدz1و
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𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝑹𝟐

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

𝒙𝟐

𝒂𝟐
−

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

𝒚𝟐 = 𝟒𝒂𝒙

:دایره

:بیضی

:سهمی

:هذلولی
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:رابطة روبه رو نیز بیانگر دو حالت است
z − z0

z − z1
= k > 0 ∗∗∗

kاگر❑ = .استz1وz0سردوباخطیپارهمنصفعمودبیانگر∗∗∗معادلةباشد،1

kاگر❑ ≠ خطرویآنمرکزکهاستزیرمعادلةبه𝑅شعاعبادایرهیک∗∗∗معادلةباشد،1

.استz1وz0بینواصل

𝑥از𝑧جایبهاستکافیشدهگفتهروابطاثباتبرای❑ + 𝑖𝑦بینروابطیتاکرداستفاده𝑦و𝑥

.رسیدشدهگفتههایشکلبهآنهارسمباوآیدبدست

R =
k

k2 − 1
z1 − z0
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Re:مساحت ناحیة روبه رو را بیابید: مثال
1

z + i
≥ 1

𝑥از 𝑧کافی است به جای  + 𝑖𝑦1:استفاده کنیم

𝑧 + 𝑖
=

1

𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖

=:گویا کردن کسر
1

𝑥 + 𝑖 𝑦 + 1
×

𝑥 − 𝑖 𝑦 + 1

𝑥 − 𝑖 𝑦 + 1
=

𝑥 − 𝑖 𝑦 + 1

𝑥2 + 𝑦 + 1 2

𝑅𝑒:با در نظر گرفتن قسمت حقیقی آن داریم
1

𝑧 + 𝑖
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦 + 1 2
= 1

𝑥 = 𝑥2 + 𝑦 + 1 2 → 𝑥2 − 𝑥 + 𝑦 + 1 2 = 0
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𝑥2 − 𝑥 = 𝑥2 − 𝑥 +
1

4
−

1

4
= 𝑥 −

1

2

2

−
1

4

𝑥 −
1

2

2

+ 𝑦 + 1 2 =
1

4
 ∗

𝑆 = 𝜋𝑟2 = 𝜋
1

2

2

=
𝜋

4
 ∎ :پس مساحت ناحیة داخل آن برابر است با

. بیانگر یک دایره به مرکز                   و شعاع               است∗معادلة 
1

2
, −1𝑅 =

1

2
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:کنند، به دست آوریدمکان هندسی نقاطی که در معادلة زیر صدق می: مثال

𝑧 − 1 + 𝑖

2𝑧 − 3𝑖
=

1

2

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 →
𝑧 − 1 + 𝑖

2𝑧 − 3𝑖
=

𝑥 + 𝑖𝑦 − 1 + 𝑖

2𝑥 + 2𝑖𝑦 − 3𝑖
=

𝑥 − 1 + 𝑖 𝑦 + 1

2𝑥 + 𝑖 2𝑦 − 3

𝑧 − 1 + 𝑖

2𝑧 − 3𝑖
=

𝑥 − 1 2 + 𝑦 + 1 2

2𝑥 2 + 2𝑦 − 3 2
=

1

2

𝑥 − 1 2 + 𝑦 + 1 2

2𝑥 2 + 2𝑦 − 3 2
=

1

4

2به توان 
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𝑥 − 1 2 + 𝑦 + 1 2 =
1

4
2𝑥 2 +

1

4
2𝑦 − 3 2

𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1

.پس مکان هندسی مورد نظر یک خط مستقیم است

→ 𝑦 = 0.1𝑥 + 0.05 ∎

𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑦 +
9

4
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هاها و تعاریف روی ناحیهناحیه-6-2

هبمتعامدمحورهایبامختصاتیدستگاهشاملایصفحه:(complex plane)مختلطصفحة.1❑

.استy(i)محورواحدوx(1)محورواحد.است(موهومی)عمودیو(حقیقیمحور)افقیصورت

zصورتبهکهz0دلخواهنقطةتاzنقطةهربینفاصلة.2❑ − z0تواندمیشود،میدادهنشان

:باشدصورتبدینایدایرهقرصیکنشانگر

𝑧:(Open Ball)بازایدایرهقرص❑ − 𝑧0 < 𝑅

𝑧:بستهایدایرهقرص❑ − 𝑧0 ≤ 𝑅
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نشانشکلبدینوشودمینامیده𝑧0ازهمسایگییک،𝜀کوچکنهایتبیشعاعبابازقرص-3

:(استℂصورتبهمختلطاعدادمجموعةنماد)شودمیداده

𝑁ε z0 = z| z ϵ ℂ , z − z0 < ε

:رسیممیz0محذوفهمسایگیبهکنیمحذفراz0خوداگرحال

𝑁𝜀
′ 𝑧0 = 𝑁𝜀 𝑧0 − 𝑧0  

Re

Im 𝑧0

𝜀



35از 16

.باشدℂمختلطصفحةدرنقاطازایمجموعهSکنیدفرض-4

باشدموجودz0ازهمسایگییکهرگاهنامیم،می Sداخلنقطةیکراz0 ϵ S:داخلینقطة❑

Nεکهنحویبه z0  ⊂  S.

شودیافتz1ازهمسایگییکهرگاهگوییم،Sخارجینقطةیکراz1نقطة:خارجینقطة❑

Nεکه z1  ⊂ ℂ −  Sباشد.

وشودمینامیدهSمرزینقطةباشد،خارجینهوداخلینهاینقطههرگاه:مرزینقطة❑

.گویندSمرزراSمرزینقاطتماممجموعة
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Re

Im

𝑧0

𝑧1

نقطة خارجی

نقطة مرزی

𝑆مرز 

نقطة داخلی

𝑆مجموعة 
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یعنی)باشدداخلینقطةیکآنبهمتعلقنقطةهرهرگاهگوییم،بازراSمجموعة-5

اشتهدمرزیعنی)باشدبازآنمکملهرگاهگوییم،بستهراSمجموعةو(باشدنداشتهمرز

.(باشد

:باشیمداشتههرگاهگوییم،کراندارراSمجموعة-6

∋ Nϵ ℝ | ∀zϵ S , z < N
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همبهشکستهخطیکبابتوانراآندلخواهنقطةدوهراگرگوییم،همبندراSبازمجموعة-7

.باشدداشتهقرارSدرونشکستهخطآنتمامکهایگونهبهکردوصل

.نامیممیحوزهرابازهمبندمجموعة❑

منقبضنقطهیکدربتوانراSدرواقعبستهمنحنیهراگرگوییمسادههمبندراSمجموعة❑

.باشدواقعSدرهموارهمذکور،منحنیانقباضضمنکهایگونهبهکرد

Re

Im

ناحیة غیرهمبند

ناحیة همبند ساده
(مرکب)ناحیة همبند غیرساده 
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:باشدSبهمتعلقz0وباشدمختلطصفحةازایناحیهSهرگاه-8

کهباشدهمسایگییکدارایz0هرگاه،(Isolated point)گویندSمجزاینقطةیکراz0:الف

.نیستSازدیگرینقطةشامل

0 21 3-1

A = 0 ∪ 1,2
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 limit point (or cluster point or)گویندSحدییاانباشتگینقطةیکراz0:ب

accumulation point))،همسایگیهرهرگاهz0عضونقطةیکحداقلشاملSازغیر)باشد

z0)،عضونقطةنهایتبیشاملنتیجهدرSبودخواهد.

.داردنتأثیریمذکورتعریفدرموضوعاینونباشدیاباشدSمجموعهعضومی تواندحدینقطة❑

.نیستحدینقطةدارایمتناهیمجموعهیک❑

.می گرددپدیدارحدچونمفاهیمیتعریفدرحدینقطة❑
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0

2ℝ

21

𝑒 𝜋

3-2-3 -1

ℝمجموعة اعداد حقیقی :یادآوری

Aاگر،ℝحقیقیاعدادگرفتننظردربا❑ = .استAبازةحدینقطةیک، 0نقطةآنگاهباشد،0,1

ولیاست؛Aحدینقطةیک،0,1بازةنقطةهرواقعدر.استآندیگرحدینقطةنیز0.5عددهمچنین

.نیست Aحدینقطة،ℝحقیقیاعداددیگرعضوهیچ

.نداردحدینقطة(Natural number=طبیعیاعدادمجموعه)ℕنامتناهیمجموعه❑
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Aگردینقاطازهیچ یک.داردمبدأدرانباشتگینقطةیکتنهازیر،اعدادمجموعة❑

:نیستآنحدینقطة

𝐴 = Sn =
1

n
: n ∈ ℕ

0.3 0.50.4 0.60.10.0 0.2 0.7 0.90.8 1.0
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zپارامتریمعادلةباcمنحنی-9 t = x t + i y tکهt ∈ a,bهرگاهگوییمبستهرا:

z a = z b

:باشیمداشتهt2وt1هربراییعنینکندقطعراخودمنحنییکاگر-10

t1 ≠ t2 
 

z t1 ≠ z t2

.گوییمسادهرامنحنیصورتایندر

.گوییممی(Jordan curve)جُردنخمیکرابستهسادةمنحنیهر-11

Jordan curves

Non-Jordan curves
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نامیده(smooth continuous curve)هموارباشد،پیوستهمشتقاتدارایکهمنحنی-12

کهباشدهموارمنحنیمتناهیتعدادازمتشکلهرگاهاستهموارایقطعهمنحنییک.شودمی

.نامیممینیز(Contour)کانتوررامنحنیاین.باشدوصلدیگریابتدایبهیکهرانتهای

یکی.شودمیتشکیلمجزامجموعةدوازآنمکملباشد،جردنخمیکCمنحنیاگر-13

دواینمرزCخمکهبیرونبهموسومکرانبیمیدانیدیگریدرون،بهموسومکراندارمیدانی

.استمیدان



35از 26

تعریف تابع مختلط-6-3

.باشدمختلطاعدادازایمجموعهSکنیدفرض❑

𝑤مختلطتابعحالتایندر❑ = 𝑓 𝑧 هربهکهروشیازاستعبارتاست،شدهتعریفSدرکه 

.دهدمینسبترا𝑤مانندمختلطعددیکSدرمختلطعدد

𝑓تابعتعریفحوزةراSمجموعة❑ 𝑧کهرامختلطیاعدادمجموعةو𝑤تابعبرُدکند،میاختیار

.نامیممی

𝑧مختلطعددآنورودیکهاستدستگاهیمختلطتابعگفتتوانمیترسادهبیانبه❑ = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑤آنخروجیو = 𝑢 + 𝑖𝑣است.
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𝑥

𝑦

𝑢

𝑣
𝑤 = 𝑓 𝑧

𝑧 𝑤

𝑓 𝑧𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣

𝑤: پس دو شکل نمایش برای توابع مختلط داریم = 𝑓 𝑧 و𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣
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𝑤تابع مختلط : مثال = 𝑓 𝑧 = 𝑧2 + 𝑤را به شکل دیگر 1 = 𝑢 + 𝑖𝑣بازنویسی کنید:

𝑧به جای : پاسخ = 𝑥 + 𝑖𝑦دهیمقرار می:

𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑧2 + 1 = 𝑥 + 𝑖𝑦 2 + 1

𝑤: پس داریم = 𝑢 + 𝑖𝑣 → 𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2 + 1 , 𝑣 = 2𝑥𝑦

= 𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 + 𝑖2𝑦2 + 1

= 𝑥2 − 𝑦2 + 1 + 𝑖 2𝑥𝑦  
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:روش اول

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, ҧ𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 → 𝑥 =
𝑧 + ҧ𝑧

2
, 𝑦 =

𝑧 − ҧ𝑧

2𝑖

wخواهیم شکل پس می = f zرا به دست آوریم:

𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 → 𝑤 = 𝑥2 − 𝑦2 + 1 + 𝑖 2𝑥𝑦

𝑤 =
𝑧 + ҧ𝑧

2

2

−
𝑧 − ҧ𝑧

2𝑖

2

+ 1 + 𝑖 2 ×
𝑧 + ҧ𝑧

2
×

𝑧 − ҧ𝑧

2𝑖

:برعکس مثال قبل را حل کنید: مثال
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𝑤 =
𝑧 + ҧ𝑧

2

2

−
𝑧 − ҧ𝑧

2𝑖

2

+ 1 +
𝑧 + ҧ𝑧 𝑧 − ҧ𝑧

2

=
𝑧2 + ҧ𝑧2 + 2𝑧 ҧ𝑧

4
−

𝑧2 + ҧ𝑧2 − 2𝑧 ҧ𝑧

4𝑖2
+ 1 +

𝑧2

2
−

ҧ𝑧2

2

=
𝑧2

4
+

ҧ𝑧2

4
+

𝑧 ҧ𝑧

2
+

𝑧2

4
+

ҧ𝑧2

4
−

𝑧 ҧ𝑧

2
+ 1 +

𝑧2

2
−

ҧ𝑧2

2

= 𝑧2 + 1 ∎
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𝑥: فرض❑ = 𝑧,𝑦 = 0

(شودیبعداً به آن پرداخته م)برای استفاده از این روش باید تابع تحلیلی باشد : نکته❑

(:ترساده)روش دوم 

𝑤 = 𝑥2 − 𝑦2 + 1 + 𝑖 2𝑥𝑦 → ቐ

𝑥 → 𝑧

𝑦 → 0

𝑤 = 𝑧2 − 0 + 1 + 𝑖 2 × 𝑧 × 0 = 𝑧2 + 1 ∎
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:نمایش نمایی توابع مختلط

: دهیمبرای اینکار قرار می

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃
𝑟 = 𝑧 ҧ𝑧

𝑧

ҧ𝑧
= 𝑒2𝑖𝜃 → 2𝑖𝜃 = ln

𝑧

ҧ𝑧

ҧ𝑧 = 𝑟𝑒−𝑖𝜃
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:توابع مختلط( قطبی)نمایش مثلثاتی 

:برای تبدیل شکل دکارتی به شکل قطبی، داریم

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 , 𝜃 = tan−1
𝑦

𝑥

:توان از جایگذاری زیر استفاده کردشود، نیز میدر توابع تحلیلی که بعداً توضیح داده می

ቐ
𝑟 → 𝑧

𝜃 → 0
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𝑓.رو را به دست آوریدشکل قطبی تابع روبه: مثال 𝑧 = 𝑧 +
1

𝑧
+ Re 𝑧2

𝑓 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 +
1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃 + Re 𝑟2 cos 2𝜃 + 𝑖𝑟2 sin 2𝜃

𝑓 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖𝑟 sin 𝜃 +
1

𝑟
cos 𝜃 −

𝑖

𝑟
sin 𝜃 + 𝑟2 cos 2𝜃

𝑓 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑟2 cos 2𝜃 +
1

𝑟
cos 𝜃 + 𝑖 𝑟 sin 𝜃 −

1

𝑟
sin 𝜃  ∎

:کنیمتک تک جملات را به شکل قطبی جایگذاری می
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.بازنویسی کنید𝑧رو را به بر حسب تابعی از تابع روبه: مثال

𝑤 = 3𝑥 sin 𝑦 ln 3 − 𝑖3𝑥 cos 𝑦 ln 3

: پاسخ

ቐ

𝑥 → 𝑧

𝑦 → 0
→ w = 3z sin 0 × ln 3 − 𝑖3z cos 0 × ln 3 = −𝑖3z

→ 𝑤 = 𝑓 𝑧 = −𝑖3𝑧 ∎



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

حد: قسمت اولحد و مشتق، : 7بخش 

سيد محمد جعفری: توسط
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حد و مشتق-7

(Limit, continuity)حد و پیوستگی توابع مختلط-7-1

:شودحد توابع مختلط مانند حد توابع دو متغیری است و بدین شکل تعریف می

باشد،شدهتعریفz0محذوفهمسایگیدرfتابعکنیدفرض

limصورتایندر
z→z0

f z = w0،هرگاهاست:

∀ε > 0, ∃δ > 0; 0 < z − z0 < δ → f z − w0 < ε
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𝑓تابع  𝑧 را در𝑧 = 𝑧0پیوسته گوییم هرگاه  :lim
𝑧→𝑧0

𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑧0

fاگر❑ zشودمیلتشکیمتغیریدوتابعدوازآنگاهبنویسیم،دکارتیشکلبهرا.

fتابعحد❑ z :تابعدواینحدمجموعباشودمیبرابر 

𝑓 z = u x, y + iv x, y  , z0 = x0, y0

lim
𝑧→ 𝑧0

𝑓 𝑧 = lim
𝑥,𝑦 → 𝑥0,𝑦0

𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖 lim
𝑥,𝑦 → 𝑥0,𝑦0

𝑣 𝑥, 𝑦

fپس برای حد و پیوستگی تابع  zتوان حد و پیوستگی توابع میu وvرا بررسی کرد.
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:شوندنهایت نیز داریم که بدین صورت تعریف میدر توابع مختلط، حدهای بی

wتابع-1 = f zوقتیهرگاهاستنهایتبیدرحددارایz → ∞،f zعددیسمتبه

.کندمیلمشخصومتناهی

limشرط آنکه 
z→ ∞

f z = w0باشد برقراری شرط منطقی زیر است:

∀ε > 0, ∃M > 0 ; z > M → f z − w0 < ε

zپس در حدهایی که  → .نهایت میل کنند، به بیzیا rیعنی zاست، کافی است اندازة ∞
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𝑤تابعحد-2 = 𝑓 𝑧در𝑧0،وقتیهرگاهاستنهایتبی𝑧 → 𝑧0،𝑓 𝑧سمتبه

.کندمیلنهایتبی

limباشیمداشتهآنکهشرط
𝑧→ 𝑧0

𝑓 𝑧 = :کهاستاین∞

∀N > 0, ∃δ > 0 ; 0 < z − z0 < δ → f z > N
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𝑧اگر-3 → 𝑓باشیمداشتهو∞ 𝑧 → 𝑤تابعشرایطایندر∞ = 𝑓 𝑧حد

.داردنهایتبیدرنهایتبی

limحدآنکهشرط
𝑧→ ∞

𝑓 𝑧 = :کهاستاینباشدبرقرار∞

∀N > 0, ∃M > 0 ; z > M → f z > N

.استبرقرارنیزمختلطتوابعحددرهوپیتال،قاعدةبویژهحدقضایایتمام:1نکتة

دوتوابعحدمانندرامختلفمسیردوتوانیممیvوuتوابعحدوجودبررسیبرای:2نکتة

.کنیمبررسیمتغیری
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:با استفاده از تعریف حد، ثابت کنید: مثال

:نویسیمابتدا تعریف را می

∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0 ; 0 < 𝑧 − 3𝑖 < 𝛿 → 𝑧2 − −9 < 𝜀

𝑧2:کنیمحال از آخر شروع می − −9 = 𝑧 − 3𝑖 𝑧 + 3𝑖 < 𝜀

𝑧کهدانیممی − 3𝑖 < 𝛿برایحدیبایدامااست𝑧 + 3𝑖فرضاینکاربرای.بیابیم

𝛿کنیممی = 𝑧دراستکافیصورتایندر.باشد1 + 3𝑖عبارت𝑧 − 3𝑖بسازیمرا:

𝑧 − 3𝑖 < 𝛿 = 1 → 𝑧 + 3𝑖 = 𝑧 − 3𝑖 + 6𝑖

lim
𝑧→ 3𝑖

𝑧2 = −9
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:حال از نامساوی مثلثی داریم

𝑧 + 3i = z − 3i + 6i < z − 3i + 6i = 1 + 6

δمشخص شد با فرض  = zبالاترین کران برای 1 + 3i پس داریم. است7برابر:

z2 + 9 = z + 3i z − 3i < 7δ ≤ ε → 0 ≤ δ ≤
ε

7

→ z + 3i < 7
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δmax = min 1,
ε

7
 → 0 < δ = min 1,

ε

7

بالاییکرانبتوانیمباید𝜀هرازاءبهکهاستاینکنیممیحداثباتدرکهکارینتیجهدر❑

.بیابیم𝛿برای

𝛿کردیمفرضنیزرابعدیمقدار،مقداریکیافتیم𝛿حدبرایمقداردوپس❑ = 1

.باشد

فرضرا𝛿کمینةپسباشد،مقداردوایناشتراککهاستمقداریآنمسألهجوابولی❑

:کنیممی

𝛿 =
𝜀

7
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lim. رو وجود دارد یا خیربررسی کنید که حد روبه: مثال
z→ 0

 z 

തz 

:داریمروشدواینکاربرای❑

𝑧بهجداگانهمسیردواز.1 = رمسیبهحدپاسخآیاکهکنیممیبررسیوشویممینزدیک0

.باشدتایکبایدحدجوابچوننداردوجودحدیعنیبود،وابستهمسیربهپاسخاگردارد؟بستگی

𝑦خطروی.2 = 𝑚𝑥به𝑧 = بهیعنیداشتبستگی𝑚بهحدمقداراگر.شویممینزدیک0

.داشتنخواهدوجودحددارد،جوابیک𝑚هرازاء
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lim
𝑧→0

𝑧

 ҧ𝑧 
= lim

𝑥,𝑦 → 0,0

𝑥 + 𝑖𝑦

 𝑥 − 𝑖𝑦 

.بستگی دارد، پس حد موجود نیست𝑚این مقدار به 

lim
𝑧→0

𝑧

 ҧ𝑧 
= lim

𝑥→0

 𝑥 + 𝑖𝑚𝑥 

𝑥 − 𝑖𝑚𝑥
𝑦 = 𝑚𝑥 :مسیر

=
1 + 𝑖𝑚

1 − 𝑖𝑚
 ∎
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lim:با استفاده از مختصات قطبی، مقدار حد را بیابید: مثال
z→ 0

 z 2 

z

𝑧برای اینکه ❑ → 𝑟باشد، باید 0 → .را داشته باشیم0

lim
z→ 0

z 2 

z
= lim

r→ 0

r2

 r cos θ + 𝑖 sin θ  

.بستگی ندارد𝜃پس حد موجود و برابر با صفر است زیرا مقدار آن به 

= lim
r→ 0

 
r

cos θ + 𝑖 sin θ
= 0 × دارکرانه = 0



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

مشتق: قسمت دومحد و مشتق، : 7بخش 

سيد محمد جعفری: توسط
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:تعریف مشتق توابع مختلط مانند تعریف مشتق در توابع حقیقی است

𝑓′ 𝑧 = lim
Δ𝑧→ 0

 𝑓 𝑧 + Δ𝑧 − 𝑓 𝑧  

Δ𝑧

𝑓تابعمشتق❑ 𝑧مانندخاصاینقطهدر𝑧 = 𝑧0استصورتبدین:

𝑓′ 𝑧0 = lim
𝑧→ 𝑧0

 𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0  

𝑧 − 𝑧0
= lim

𝛥𝑧→ 0

 𝑓 𝑧0 + Δ𝑧 − 𝑓 𝑧0  

Δ𝑧

(:Differentiability, Derivative)و مشتق توابع مختلط پذیریمشتق-7-2
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fاگرحال z = u + ivوΔz = Δx + iΔyداشتخواهیمکنیم،جایگذاریرا:

𝑓′ 𝑧 = lim
Δ𝑧→ 0

𝑓 𝑧 + Δ𝑧 − 𝑓 𝑧

Δ𝑧

:باشدموجودمشتقایناینکهبرای

Δxیکبار در ابتدا  → Δyدهیم و بار دیگر میل می0 → 0 

= lim
Δ𝑥,Δ𝑦 → 0,0

Δ𝑢 + 𝑖Δ𝑣

Δ𝑥 + 𝑖Δ𝑦

= lim
Δ𝑧→ 0

𝑢 + Δ𝑢 + 𝑖 𝑣 + Δ𝑣 − 𝑢 + 𝑖𝑣

Δ𝑧
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=
1

𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

1

𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

Δ𝑦 = 0: 𝑓′ 𝑧 = lim
Δ𝑥→ 0

Δ𝑢 + 𝑖Δ𝑣

Δ𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝛥𝑥 = 0: 𝑓′ 𝑧 = lim
𝛥𝑦→ 0

Δ𝑢 + 𝑖Δ𝑣

𝑖Δ𝑦
=

1

𝑖
lim

Δ𝑦→ 0

Δ𝑢 + 𝑖Δ𝑣

Δ𝑦

.باشدودموجمشتقتاباشندبرابربایداند،آمدهدستبهمتفاوتمسیردوازکهمقداردو
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𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

𝑓پذیر بودن تابع پس شرط مشتق❑ 𝑧این است که معادلات بالا برقرار باشند ،.

.ی نیستکنیم که این شرط، یک شرط لازم است و کافریمان اثبات می-بعداً در قضایای کشی❑

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

 = → ቐ

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 

𝑣𝑥 = −𝑢𝑦



8از 6

1:قوانین مشتق در توابع مختلط 𝑐𝑓 ′ = 𝑐𝑓′,

2 𝑓 + 𝑔 ′ = 𝑓′ + 𝑔′

3 𝑓𝑔 ′ = 𝑓′𝑔 + 𝑓𝑔′

4
𝑓

 𝑔 

′

=
 𝑓′𝑔 − 𝑓𝑔′ 

𝑔2

5 𝑧𝑛 ′ = 𝑛𝑧𝑛−1



8از 7

𝑧𝑛:ثابت کنید ′ = 𝑛𝑧𝑛−1

𝑓تابعمشتقتعریفاز❑ 𝑧نقطةدر𝑧0 ∈ ℂکنیممیشروع:

𝑧𝑛 ′ = lim
Δ𝑧→ 0

 𝑓 𝑧0 + Δ𝑧 − 𝑓 𝑧0  

Δ𝑧
= lim

Δ𝑧→ 0

 𝑧0 + Δ𝑧 𝑛 − 𝑧0
𝑛 

Δ𝑧

𝑧0 + Δ𝑧 𝑛 = ෍

𝑗=0

𝑛
𝑛
𝑗 𝑧0

𝑛−𝑗
Δ𝑧 𝑗 :داریمدوجملهبسطاز

= 𝑧0
𝑛 + 𝑛𝑧0

𝑛−1Δ𝑧 + ෍

𝑗=2

𝑛
𝑛
𝑗 𝑧0

𝑛−𝑗
Δ𝑧 𝑗



8از 8

 𝑧0 + Δ𝑧 𝑛 − 𝑧0
𝑛 

Δ𝑧
= 𝑛𝑧0

𝑛−1 + ෍

𝑗=2

𝑛
𝑛
𝑗 𝑧0

𝑛−𝑗
Δ𝑧 𝑗−1

:استشرحبدینمشتقتعریفدرکسرشدةسادهپس❑

:آورددستبهرامشتقتعریفتوانمیحال❑

𝑧𝑛 ′ = lim
Δ𝑧→ 0

 𝑧0 + Δ𝑧 𝑛 − 𝑧0
𝑛 

Δ𝑧

= lim
𝛥𝑧→ 0

𝑛𝑧0
𝑛−1 + ෍

𝑗=2

𝑛
𝑛
𝑗 𝑧0

𝑛−𝑗
Δ𝑧 𝑗−1 = 𝑛𝑧0

𝑛−1  ∎



ریاضی مهندسی
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سيد محمد جعفری: توسط



18از 2

(  در مختصات دکارتی)ریمان -قضایای کُشی-7-3

(:Cauchy–Riemann)ریمان -قضیة اول کشی❑

𝑓مختلطتابعِ❖ 𝑧بگیریدنظردرصورتبدینرا.

𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑢 + 𝑖𝑣

𝑓تابعکنیدفرضحال❑ 𝑧باشدمشتق‌پذیر.



18از 3

.دادتغییرموهومیوحقیقیراستایدودررا𝑧مقدارتوانمیمشتق،بررسیبرای❑

𝑓تابعمشتقپس❑ 𝑧استبیانقابلشکلبدینحد،قالبدر:

𝑓′ 𝑧 = lim
𝑡→0

𝑓 𝑧 + 𝑡 − 𝑓 𝑧

𝑡
= lim

𝑡→0

𝑓 𝑧 + 𝑖𝑡 − 𝑓 𝑧

𝑖𝑡

.استحقیقیمقداری 𝑡قبلمعادلةدر❑

:کردبازنویسیشکلبدین،𝑣و 𝑢قالبدرمی‌توانرامشتقتعریفهمچنین❑



18از 4

𝑓′ 𝑧 = lim
𝑡→0

𝑓 𝑧 + 𝑡 − 𝑓 𝑧

𝑡

= lim
𝑡→0

𝑢 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥 + 𝑡, 𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦 − 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦

𝑡

= lim
𝑡→0

𝑢 𝑥 + 𝑡, 𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦

𝑡
+ 𝑖 lim

𝑡→0

𝑣 𝑥 + 𝑡, 𝑦 − 𝑣 𝑥, 𝑦

𝑡

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 ∗



18از 5

بهراآنمی‌توانحالتایندر.شودمحاسبه𝑖𝑡موهومیمقدارراستایدرفوقحدکنیدفرضحال

:کردبیانزیرصورت
𝑓′ 𝑧 = lim

𝑡→0

𝑓 𝑧 + 𝑖𝑡 − 𝑓 𝑧

𝑖𝑡

= −𝑖 lim
𝑡→0

𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑡 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦 + 𝑡 − 𝑢 𝑥, 𝑦 − 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦

𝑡

= −𝑖 lim
𝑡→0

𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑡 − 𝑢 𝑥, 𝑦

𝑡
+ lim

𝑡→0

𝑣 𝑥, 𝑦 + 𝑡 − 𝑣 𝑥, 𝑦

𝑡

= −𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 ∗∗



18از 6

∗∗و∗عبارتدودرموهومیوحقیقیبخش‌هایکهگفتمی‌توان،𝑓بودنمشتق‌پذیربهتوجهبا

:داریمبرابریایناعمالبانتیجهدر.هستندبرابرهمبا

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 ,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
:ریمان-کشیمعادلات

𝑓′(𝑧):نهایتاً‌مشتق‌تابع‌بدین‌صورت‌است =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑧0در‌یک‌نقطة‌مشخص‌مثلاً‌در‌نقطة‌ = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 مقدار‌مشتق‌تابع‌برابر‌است‌با‌،:

𝑓′ 𝑧0 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑥0,𝑦0

=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑥0,𝑦0



18از 7

𝑧2مختلطتابعمشتق:مثال = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑥𝑦𝑖بیابیدرا.

:بابرابرند 𝑦و 𝑥متغیر‌هایبهنسبتموهومیوحقیقیبخش‌هایجزئیمشتقات

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
𝑥2 − 𝑦2 = 2𝑥 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
2𝑥𝑦 = 2𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕 2𝑥𝑦

𝜕𝑥
= 2𝑦 = −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕 𝑥2 − 𝑦2

𝜕𝑦
= − −2𝑦 = 2𝑦

وشوندمیفرضثابت،(𝑦اینجادرمثلاً)دیگرمتغیرهای،𝑥بهنسبتگیریمشتقهنگامدر:توجه

.برعکس
𝑓′ 𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 𝑖 2𝑦



18از 8

:ریمان-قضیة دوم کشی❑

𝑓تابعدر𝑢و𝑣هرگاه❑ 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣نقطةدر𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0کشیمعادلاتدر-

پیوستهاولمشتقدارایوپیوسته𝑥0,𝑦0نقطةازهمسایگییکدروکردهصدقریمان

′𝑓آنگاهباشند، 𝑧0استموجود.

𝑓تابعپذیریمشتقبرایکافیولازمشرط:گفتتوانمیکلدر❑ 𝑧در𝑧 = 𝑧0استاین

.کنندصدقریمان-کشیرابطهدروبودهپیوسته𝑣𝑦و𝑢،𝑣،𝑢𝑥،𝑣𝑥،𝑢𝑦توابعکه



18از 9

:داریمتعریفچندبودنپذیرمشتقاساسبرحال

𝑤تابعهرگاه:(Analytic point)تحلیلینقطة-1 = 𝑓 𝑧نقطةدر𝑧 = 𝑧0 آناطرافو

تحلیلی،قطةنهسایگیدرتابعگفتتوانمیپس.شودمینامیدهتحلیلینقطه،آنباشد،پذیرمشتق

.استپذیرمشتق

𝑤تابعهرگاه:(singular point)تکیننقطة-2 = 𝑓 𝑧نقطةدر𝑧 = 𝑧0پذیرمشتق

درتابعگفتنتوامیپس.شودمینامیدهتکیننقطةنقطه،آنباشد،پذیرمشتقآناطرافدرولینباشد

.استپذیرمشتقتکین،نقطةمحذوفهسایگی

تابعباشد،تحلیلیخوددامنةحوزةتمامدر𝑓تابعهرگاه:(Analytic Function)تامتابع-3

.شودمینامیدهتام



18از 10

𝒇تابع : مثال 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝟑𝒊𝒚پذیر است؟در چه نقاطی مشتق

:ریمان‌را‌بررسی‌کنیم-پذیری‌باید‌معادلات‌کشیبرای‌مشتق

ቐ

𝑢 = 2𝑥 → 𝑢𝑥 = 2, 𝑢𝑦 = 0

𝑣 = 3𝑦 →  𝑣𝑥 = 0, 𝑣𝑦 = 3
 → 𝑢𝑥 ≠ 𝑣𝑦

.پذیر‌نیستای‌مشتقدر‌هیچ‌نقطه𝑓دهد‌تابع‌نتیجه‌نشان‌می



18از 11

𝒇تابع : مثال 𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝒊𝒚𝟐در چه نقاطی تحلیلی است.

ቐ
𝑢 = 𝑥2 → 𝑢𝑥 = 2𝑥 , 𝑢𝑦 = 0 

𝑣 = 𝑦2 → 𝑣𝑥 = 0, 𝑣𝑦 = 2𝑦
 

𝑓تابعپس❑ 𝑧خطنقاطرویفقط𝑥 = 𝑦استپذیرمشتق.

𝑓تابعاما❑ 𝑧،خطرویحتیاینقطههیچدر𝑦 = 𝑥،تمامدرتابعزیرانیستتحلیلی

.استناپذیرمشتقخط،اینهمسایگیدرنقاط

𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 , 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 → 2𝑥 = 2𝑦 → 𝑥 = 𝑦



18از 12

𝒙

𝒚
پذیرمشتق

ناپذیرمشتق



18از 13

𝑓تابعکهدهیدنشان:مثال 𝑧 = 𝑥𝑦نقطةدر𝑧 = کندمیصدقریمان-کشیمعادلةدر0

.نیستمشتقداراینقطهایندرولی

𝑢 = 𝑥𝑦و𝑣 = 𝑧نقطةدرریمان-کشیمعادلةبررسیحال.0 = 0,0  :

቉
𝜕𝑢

𝜕𝑥
0,0

= lim
𝛥𝑥→0

𝑢 𝛥𝑥, 0 − 𝑢 0,0

𝛥𝑥
= lim

𝛥𝑥→0

𝛥𝑥 × 0 − 0

𝛥𝑥
= lim

𝛥𝑥→0

0 − 0

𝛥𝑥
= 0

቉
𝜕𝑣

𝜕𝑦
0,0

= lim
𝛥𝑦→0

𝑣 0, 𝛥𝑦 − 𝑣 0,0

𝛥𝑦
= lim

𝛥𝑦→0

0 − 0

𝛥𝑦
= 0 → 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦



18از 14

𝑓تابعپس❑ 𝑧 = 𝑥𝑦نقطةدر𝑧 = .کندمیصدقریمان-کشیمعادلةدر0

:کنیممیبررسیمبدأدرراتابعمشتقحال❑

቉
𝜕𝑣

𝜕𝑥
0,0

= lim
𝛥𝑥→0

𝑣 𝛥𝑥, 0 − 𝑣 0,0

𝛥𝑥
= lim

𝛥𝑥→0

0 − 0

𝛥𝑥
= 0

቉
𝜕𝑢

𝜕𝑦
0,0

= lim
𝛥𝑦→0

𝑢 0, 𝛥𝑦 − 𝑢 0,0

𝛥𝑦
= lim

𝛥𝑦→0

0 × 𝛥𝑦 − 0

𝛥𝑦
= lim

𝛥𝑦→0

0 − 0

𝛥𝑦
= 0

→ 𝑣𝑥 = −𝑢𝑦

f ′ z0 = lim
Δz→ 0

f z0 + Δz − f z0

Δz



18از 15

𝑦خطرویطرفیاز = 𝑥داریم:Δx = Δy.مکنیمیجایگزینمشتقتعریفدرراتساویاین:

f ′ 0 = lim
𝛥𝑥→ 0,𝛥𝑦→0

Δx Δy

Δx + iΔy
= lim

Δx→ 0

Δx Δx

Δx + iΔx
= lim

Δx→ 0

Δx

Δx + iΔx

f ′ 0 = lim
Δz→ 0

f Δz − f 0

Δz
= lim

𝛥𝑥→ 0,𝛥𝑦→0

ΔxΔy

Δx + iΔy

f:حال‌باید‌مشتق‌چپ‌و‌راست‌را‌بررسی‌کرد ′ 0− = lim
Δx→ 0−

Δx

Δx + iΔx
= −

1

1 + i

f ′ 0+ = lim
Δx→ 0+

Δx

Δx + iΔx
=

1

1 + i
′𝑓یعنیمبدأدرتابعمشتق .نداردوجود0



18از 16

𝑓پذیر‌است؟رو‌در‌کدام‌نقاط‌مشتقتابع‌روبه:‌مثال 𝑧 =
ҧ𝑧

𝑧 2 

:کنیممیاستفادهدکارتیشکلاز

𝑓 𝑧 =
ҧ𝑧

𝑧 2
=

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
− 𝑖

𝑦

𝑥2 + 𝑦2

𝑢 =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2

𝑣 = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2

𝑣𝑥 =
2𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2 2

−𝑢𝑦 =
2𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2 2

→ 𝒗𝒙 = −𝒖𝒚



18از 17

→ 𝒖𝒙 = 𝒗𝒚

𝐳 2 = 0 → 𝐳 = 0 𝑧گفتتوانمیلذا = .استتکیننقطةیک0

𝑢𝑥 =
𝑦2 − 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 2

𝑣𝑦 =
𝑦2 − 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 2

.کنندمیصدقریمان-کشیرابطهدروبودهپیوسته𝑣𝑦و𝑢،𝑣،𝑢𝑥،𝑣𝑥،𝑢𝑦توابع❑

:گنجدنمیتابعدامنةدرکهمبدأبجزداردمشتقنقاطهمةدرتابعپس❑ 𝑓 𝑧 =
ҧ𝑧

𝑧 2 



18از 18

Reچونتوابعیوجود:نکته 𝑧،Im 𝑥،ҧ𝑧،𝑧وArg 𝑧نشودتحلیلیتابعشودمیباعث

.بودتحلیلیجاهمهدرمبدأ،دربجزتابعحالاینبا𝑧هموداشتیمҧ𝑧همبالامثالدرولی

:کنیمسادهراتابعتوانستیممیکهاستاینامرایندلیل

𝑧 2 = 𝑧 ҧ𝑧 → 𝑓 𝑧 =
ҧ𝑧

𝑧 2
=

ҧ𝑧

𝑧 ҧ𝑧
=

1

𝑧
:پس‌در‌اصل‌تابع‌قبل‌بدین‌شکل‌است

:شوندنمیهسادغیرتحلیلیهایجملهآنهادرزیرانیستندتحلیلیقطعاًزیرتوابعولی

𝑓 z = z Arg z , 𝑓 z = 3Re z + iz , 𝑓 z =
തz

Im z



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ
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9از 2

𝜑متغیریدوحقیقیتابعاگر 𝑥,𝑦،تابعکند،صدقزیرشرطدودر𝜑 استهمساز:

.باشدDدرپیوستهدوممرتبهجزئیمشتقاتدارای❑

.کندصدقنیزبعدیدولاپلاسمعادلةدرو❑

Laplace’s Equation:  𝛻2𝜑 =
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
= 0

(:Harmonic function)تابع همساز -7-4



9از 3

𝑓تابعکنیدفرض❑ 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖 𝑣 𝑥,𝑦حوزةدرDیعنیباشدتحلیلی:

:کندمیصدقCREدرواستپذیرمشتقآنهاهمسایگیونقاطهمةدر❑

CRE: ቐ

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦  →  𝑢𝑥𝑥 = 𝑣𝑦𝑥

𝑢𝑦 = −𝑣𝑥  → 𝑢𝑦𝑦 = −𝑣𝑥𝑦

 → 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0

𝑓تابعاگرپس 𝑧حقیقیتابعباشد،تحلیلی𝑢،حقیقیتابعوبودخواهدهمساز𝑣همسازمزدوجرا

:کردبیانرازیرقضیةتوانمیبنابراین.گویندآن

𝑓مختلطتابعبودنتحلیلیبرایکافیولازمشرط❑ 𝑧حقیقیتابعکهاستاین𝑢،همساز

.باشد



9از 4

𝐟تابعکنیدثابت:مثال 𝐳 = 𝐳𝟐استتامیاتحلیلی.

𝑓:پاسخ 𝑧 = 𝑧2 = 𝑥 + 𝑖𝑦 2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑖 2𝑥𝑦

𝑢قسمت حقیقی یعنی  = 𝑥2 − 𝑦2مشتقات دوم پیوسته دارد و داریم:

𝑢𝑥𝑥 = 2, 𝑢𝑦𝑦 = −2 →  𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0

𝑓مختلطتابعپساستهمساز،𝑢حقیقیتابع:نتیجه 𝑧،استتام.



9از 5

𝑢تابعآیا:مثال 𝑥,𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 − 𝑓تابعاست؟همساز5 𝑧بیابیدرا.

.باشدمختلطتابعیکحقیقیقسمتتواندمیهمسازتابعهر:نکته❑

:کنیممیطیرازیرمراحلمختلطتابعاینیافتنبرای❑

:استپیوستهدوممشتقاتداراییعنیاستهمساز𝑢تابعکنیماثباتبایدابتدا-1

ቐ
𝑢𝑥 = 3𝑥2 − 3𝑦2 → 𝑢𝑥𝑥 = 6𝑥

𝑢𝑦 = −6𝑥𝑦 → 𝑢𝑦𝑦 = −6𝑥 
→ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0

.، همساز است𝒖پس تابع حقیقی 



9از 6

:داریمپس.کندمیصدقریمان-کوشیمعادلاتدریعنیاستهمساز𝑢تابعکهحال-2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 3𝑥2 − 3𝑦2 → 𝑣 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + 𝐶1 𝑥

−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= +6𝑥𝑦 → 𝑣 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2𝑦 + 𝐶2 𝑦

: آیدبدست می𝑣با اجتماع دو جملة قبل، تابع 

𝑣 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + 𝐶



9از 7

:یافتراتابعمختلطشکلتوانمیزیرروشدوبه𝑦و𝑥دادنقرارباحال-4

𝑥:روش اول =
𝑧 + ҧ𝑧

2
 , 𝑦 =

𝑧 − ҧ𝑧

2𝑖

:روش دوم

൝

𝑥 → 𝑧

𝑦 = 0
→ 𝑓 𝑧 = 𝑧3 − 3𝑧 0 − 5 + 𝑖 3𝑧2 0 − 0 3 + 𝐶

𝑓توان شکل دکارتی تابع حال می-3 𝑧را نوشت:

𝑓 𝑧 = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 − 5 + 𝑖 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + 𝐶

𝑓 𝑧 = 𝑧3 − 5 + 𝑖𝐶 ∎

(طولانی است)



9از 8

𝑓تحلیلیتابع:مثال 𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥,𝑦بگیریدنظردررا.

𝑣اگر 𝑥,𝑦 = 2𝑦 𝑥 + .بیابید𝑧حسببرراتابعباشد،1

معادلاتدروهستندیکدیگرهمسازمزدوج𝑣و𝑢پساست،تحلیلیتابعچون:پاسخ

:داریمپسکنندمیصدقریمان-کشی

൞

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 = 2𝑥 + 2 → 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 + 𝐶1 𝑦

𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 = −2𝑦 → 𝑢 𝑥, 𝑦 = −𝑦2 + 𝐶2 𝑥  



9از 9

:داریمقبل،جملةدواجتماعاز

𝑓 𝑧 = 𝑧2 + 2𝑧 + 𝐶 ∎

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 − 𝑦2 + 𝐶

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 − 𝑦2 + 𝐶 + 𝑖 2𝑦 𝑥 + 1

𝑥 → 𝑧 , 𝑦 → 0



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

(یقطب)ریمان -قضایای کشی: قسمت پنجمحد و مشتق، : 7بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



10از 2

.شدبررسیدکارتیشکلدرمشتققضایایتمامالانتا❑

.هستندصادقنیزقطبیشکلدرهمگیقضایااین❑

𝑢��:معادلة کشی ریمان در دستگاه مستطیلی

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 ,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑟
=

1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝜃
 ,

𝜕𝑣

𝜕𝑟
= −

1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜃
:معادلة کشی ریمان در دستگاه قطبی

𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑟, 𝜃 + 𝑖𝑣 𝑟, 𝜃

(در مختصات قطبی)ریمان -معادلات کُشی-7-5



10از 3

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  , 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃  , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃

𝑈 𝑟, 𝜃 = 𝑢 𝑥, 𝑦  , 𝑉 𝑟, 𝜃 = 𝑣 𝑥, 𝑦

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 → 2𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝑥
= 2𝑥 →

𝜕𝑟

𝜕𝑥
=

𝑥

𝑟
= cos 𝜃

tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
→

1

cos2 𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥
= −

𝑦

𝑥2

:اثبات

𝜕𝜃

𝜕𝑥
= −

𝑦 cos2 𝜃

𝑥2
= −

𝑟 sin 𝜃 cos2 𝜃

𝑟2 cos2 𝜃
= −

sin 𝜃

𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑦
= sin 𝜃  ,

𝜕𝜃

𝜕𝑦
=

cos 𝜃

𝑟

:شودبه همین شکل اثبات می



10از 4

Chain rule:

𝑢𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥
= 𝑢𝑟 cos 𝜃 − 𝑢𝜃

sin 𝜃

𝑟

𝑢𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑦
= 𝑢𝑟 sin 𝜃 + 𝑢𝜃

cos 𝜃

𝑟

𝑣𝑥 =
𝜕𝑣

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥
= 𝑣𝑟 cos 𝜃 − 𝑣𝜃

sin 𝜃

𝑟

𝑣𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑦
= 𝑣𝑟 sin 𝜃 + 𝑣𝜃

cos 𝜃

𝑟



10از 5

⊕→ 𝑢𝑟 cos 𝜃 − 𝑢𝜃

sin 𝜃

𝑟
= 𝑣𝑟 sin 𝜃 + 𝑣𝜃

cos 𝜃

𝑟
 ∗

⊕⊕→ 𝑣𝑟 cos 𝜃 − 𝑣𝜃

sin 𝜃

𝑟
= −𝑢𝑟 sin 𝜃 − 𝑢𝜃

cos 𝜃

𝑟
 ∗∗

𝑢��:معادلة کشی ریمان در دستگاه مستطیلی

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 ⊕ ,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
⊕⊕

∗→ 𝑢𝑟 −
𝑣𝜃

𝑟
cos 𝜃 −

𝑢𝜃

𝑟
+ 𝑣𝑟 sin 𝜃 = 0 ⊞

∗∗→ 𝑣𝑟 +
𝑢𝜃

𝑟
cos 𝜃 + 𝑢𝑟 −

𝑣𝜃

𝑟
sin 𝜃 = 0 ⊞⊞



10از 6

⊞× cos 𝜃 → 𝑢𝑟 −
𝑣𝜃

𝑟
cos2 𝜃 −

𝑢𝜃

𝑟
+ 𝑣𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃 = 0

⊞⊞× sin 𝜃 → 𝑣𝑟 +
𝑢𝜃

𝑟
sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑢𝑟 −

𝑣𝜃

𝑟
sin2 𝜃 = 0

:جمع 𝑢𝑟 −
𝑣𝜃

𝑟
sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 0 → 𝑢𝑟 =

𝑣𝜃

𝑟

⊞× − sin 𝜃 +⊞⊞× cos 𝜃 → 𝑣𝑟 = −
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜃
:شودبه همین شکل اثبات می



10از 7

𝜕𝑢

𝜕𝑟
=

1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝜃
 ,

𝜕𝑣

𝜕𝑟
= −

1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑟
𝑒−𝑖𝜃 =

1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝜃
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝜃
𝑒−𝑖𝜃

:معادلة کشی ریمان در دستگاه قطبی

.کردتفادهاستوانمیهممشتقمستقیمتعریفازتوانمیهمقبلمعادلاتاثباتبرای

جمع بندی

:و برای همساز بودن نیز معادلة لاپلاس قطبی بدین صورت است

𝛻2𝑓 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝑓

𝜕𝜃2
= 0

.سازدمیترراحتبسیارراکارمواردیدرقطبیشکلازاستفاده❑

:معادلة لاپلاس قطبی



10از 8

𝒇تابعکنیدثابت:مثال 𝒛 = 𝒛𝟒استتحلیلی.

𝑓 𝑧 = 𝑟4𝑒𝑖4𝜃 = 𝑟4 cos 4𝜃
𝑢 𝑟,𝜃

+ 𝑖 𝑟4 sin 4𝜃
𝑣 𝑟,𝜃

.آوریمبدستارموهومیوحقیقیقسمتابتدابایدتابعبودنتحلیلیاثباتبرای❑

𝑓.شودمیحلترراحتمسألهقطبی،شکلازاستفادهبا❑ 𝑧 = 𝑧4 , 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑟
=

1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝜃
= 4𝑟3 cos 4𝜃  ,

𝜕𝑣

𝜕𝑟
= −

1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 4𝑟3 sin 4𝜃

𝑓تابع 𝑧لذاکندمیصدقریمان-کشُیمعادلاتدرهمواستپذیرمشتقنقاطهمةدرهم

.استتامیاتحلیلی



10از 9

𝑓تحلیلیتابعموهومیقسمت:مثال 𝑧بااستبرابر:𝑣 𝑟,𝜃 = 𝜃 + 𝑟2 cos 𝜃

′𝑓:محاسبةاستمطلوب 1 + 𝑖  

′𝑓:پذیر است و داریمچون تابع تحلیلی است پس مشتق: پاسخ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑟
𝑒−𝑖𝜃

𝜕𝑣

𝜕𝑟
= 2𝑟 cos 𝜃

𝑢��:دانیمریمان می-اما طبق معادلات کشی

𝜕𝑟
=

1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝜃
=

1

𝑟
1 − 𝑟2 sin 𝜃

′𝑓:توان نوشتپس می 𝑧 =
1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑟
𝑒−𝑖𝜃 , 𝑧 = 1 + 𝑖 = 2𝑒𝑖

𝜋
4

:را نداریم𝑢قابل محاسبه است ولی قسمت 
𝜕𝑣

𝜕𝑟



10از 10

𝑓′ 𝑧 =
1

𝑟
1 − 𝑟2 sin 𝜃 + 𝑖2𝑟 cos 𝜃 𝑒−𝑖𝜃

𝑓′ 2𝑒𝑖
𝜋
4 =

1

2
1 − 2 sin

𝜋

4
+ 𝑖 2 2 sin

𝜋

4
𝑒−𝑖

𝜋
4

=
1

2
− 2 ×

1

2
+ 𝑖 2 2

1

2
cos

𝜋

4
− 𝑖 sin

𝜋

4

=
1

2
− 1 + 2𝑖

1

2
− 𝑖

1

2

=
1

2
−

1

2
+ 2 + 𝑖 2 −

1

2
+

1

2
 ∎

𝑟 = 2 , 𝜃 =
𝜋

4



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

ایتابع چندجمله: ، قسمت اولتوابع خاص: 8بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



3از 2

توابع خاص-8

:(Polynomial)ایجملهچندتابع-8-1

:استشکلبدینکلیحالتدرام𝑛درجهایجملهچندمختلطتابعیک

𝑓 𝑧 = 𝐶𝑛𝑧
𝑛 + 𝐶𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯+ 𝐶2𝑧
2 + 𝐶1𝑧 + 𝐶0

.هستندثابتیمختلطاعداد𝐶0،𝐶1،...،𝐶𝑛ضرایب❑

𝑓:ایچندجملهتابعازنمونهیک 𝑧 = 1 + 𝑖 𝑧2 + 2𝑧 − 3𝑖

𝐶0 = −3𝑖, 𝐶1 = 2, 𝐶2 = 1 + 𝑖



3از 3

:نکات

.استپذیرمشتقهموارهایچندجملهتابع❑

.استحقیقیتوابعروشبهایچندجملهتابعازگیریمشتق❑

:داریم𝑧0هرازایبهآنگاهباشند،حقیقیاعداد،𝐶0،𝐶1،...،𝐶𝑛ضرایبهمةاگر❑

𝑓 𝑧0 = 𝑓 ҧ𝑧0



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

تابع گویا: ، قسمت دومتوابع خاص: 8بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



2از 2

:(Rational function)گویاتابع-8-2

𝑔اگر❑ 𝑧وℎ 𝑧عنییآنـهانسبـتازحـاصلتابعآنـگاهباشند،ایجـملهچندتابعدوهر

.گویندگویاتابعرا

نقاطهاهریشاینکهمخرجهایریشهدربجزپذیرندمشتقوتحلیلینقاطهمةدرگویاتوابع❑

.نباشندهمصورتریشةهمزمانکهشرطیبهالبتهشوند؛میحسابتابعتکین

𝑓 𝑧 =
𝑔 𝑧

ℎ 𝑧

توابع خاص-8



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

تابع نمایی: توابع خاص، قسمت سوم: 8بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



4از 2

:(Exponential function)نماییتابع-8-3

:شودمیتعریفصورتبدیننماییتابع

𝑓 𝑧 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦

= 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖𝑒𝑥 sin 𝑦

𝑒𝑧:نوشتتوانمیپس = 𝑒𝑥 , Arg 𝑒𝑧 = 𝑦

توابع خاص-8

= 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦



4از 3

:مداریبودنتحلیلیبررسیبرای

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 , 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 → پیوسته

൞

𝑢𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 → 𝑢𝑥𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 

𝑢𝑦 = −𝑒𝑥 sin 𝑦 → 𝑢𝑦𝑦 = −𝑒𝑥 cos 𝑦
 → 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0

.پذیر استتابع نمایی، تابعی تام است یعنی در همة دامنة خود مشتق



4از 4

زیرااست2𝜋𝑖آنتناوبدورةواستمتناوبتابعیمختلط،نماییتابع:نکته

𝜋−پس ناحیة  < 𝑦 < 𝜋 ناحیة بنیادی تابع ،𝑒𝑧شوداست و بعد از آن تابع تکرار می.

𝑓 𝑧 + 2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 × 𝑒2𝜋𝑖

= 𝑒𝑧 cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋 = 𝑒𝑧 = 𝑓 𝑧



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

تابع لگاریتم طبیعی: توابع خاص، قسمت چهارم: 8بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



10از 2

:(Natural logarithm)طبیعیلگاریتمتابع-8-4

.ندگویاصلیمقداررالگاریتممقدارباشد،[𝜋,𝜋−)بازةدر𝑧آرگوماناگر

𝑓 𝑧 = ln 𝑧 = ln 𝑧 𝑒𝑖𝜃 = ln 𝑧 + ln 𝑒𝑖𝜃 = ln 𝑧 + 𝑖𝜃

𝑓 𝑧 = ln 𝑧 = ln 𝑧 + 𝑖 Arg 𝑧

:یعنی. است𝑧، آرگومان عدد مختلط 𝜃دانیم که همچنین می

𝜃 = Arg 𝑧 ,  −𝜋 < Arg 𝑧 ≤ 𝜋

lnبارامختلطعددطبیعیلگاریتمتابع zکنندمیتعریفزیرصورتبهودادهنمایش:

توابع خاص-8



10از 3

−𝜋

ቐ
Im 𝑧 = 0

Re 𝑧 ≤ 0

𝛼 < 𝜃 < 𝛼 + 2𝜋−𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋

𝛼

𝜃لگاریتماصلیمقداردرپس❑ ≠ −𝜋خطواست𝜃 = −𝜋گویندلگاریتماصلیشاخةرا

.استپذیرمشتقمختلطصفحةنقاطبقیةدرخطاینبجزتابعکه

𝛼اگر❑ < 𝜃 < 𝛼 + 2𝜋،خطباشد𝜃 = 𝛼شودمیمحسوباصلیشاخةیابریدگی.



10از 4

𝒇رو در چه نقاطی تحلیلی نیست؟تابع روبه: مثال 𝒛 = 𝐥𝐧 𝒆𝒛 + 𝟏

نقاطنیافتبرایاستکافیپسکنیم،فرضاصلیمقداررالگاریتمتابعمقداراگر:اولروش

:دهیمقرارغیرتحلیلی

𝑓 𝑧 = ln 𝑒𝑧 + 1 = ln 𝑔 𝑧 → Arg 𝑔 𝑧 = −𝜋

Argاینکهبرای 𝑔 𝑧خطروی𝜃 = −𝜋باشیمداشتهاستکافیگیرد،قرار:

Im 𝑔 𝑧 = 0 , Re 𝑔 𝑧 ≤ 0

.دارندمنفیحقیقیقسمتوصفرموهومیقسمتهستند،خطاینرویکهنقاطیزیرا



10از 5

𝑔 𝑧 = 𝑒𝑧 + 1 = 1 + 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 1 + 𝑒𝑥 cos 𝑦
Re

+ 𝑖 𝑒𝑥 sin 𝑦
Im

→ ൞

1 + 𝑒𝑥 cos 𝑦 ≤ 0 

𝑒𝑥 sin 𝑦 = 0
 𝑒𝑥≠0 

sin 𝑦 = 0 → 𝑦 = 𝑛𝜋

sinاگر 𝑦 = cosبرایحالتدوباشد،0 𝑦داریم:

→ ቐ

 𝑦 = 2𝑘 + 1 𝜋 → cos 𝑦 = −1

 𝑦 = 2𝑘𝜋 → cos 𝑦 = +1 



10از 6

൞

cos 𝑦 = −1 → 1 + 𝑒𝑥 cos 𝑦 = 1 − 𝑒𝑥 ≤ 0 → 𝑒𝑥 ≥ 1 → 𝑥 ≥ 0

cos 𝑦 = +1 → 1 + 𝑒𝑥 cos 𝑦 = 1 + 𝑒𝑥 ≤ قبول 0 قابل  غیر

:نهاییپاسخ

𝑦 = 2𝑘 + 1 𝜋   و𝑥 ≥ 0

lnتابعشرایطایندریعنی 𝑒𝑧 + 1 .نیستتحلیلی 

𝑦یعنیشوندبررسیبایدقبلحالتدوحال = 2𝑘 + 1 𝜋و𝑦 = 2𝑘𝜋:



10از 7

.استنشدهتعریفصفرلگاریتمزیرادهیمقرارصفربرابررالگاریتممقابل:دومروش

𝑓 𝑧 = ln 𝑔 𝑧 → 𝑔 𝑧 = اصلی 0 شاخة

𝑒𝑧 + 1 = 0 → 𝑒𝑧 = −1 → 𝑧 = ln −1

:نویسیممیقطبیصورتبهرا"-1"عددحال

−1 = 𝑒𝜋𝑖 → 𝑧 = ln −1 = ln 𝑒𝜋𝑖 = 𝜋𝑖 → 𝑧 = 𝜋𝑖

.است2𝑘𝜋𝑖آنتناوبدورةواستمتناوبنماییتابعمانندنیزلگاریتمتابعالبته❑

𝑧:استشکلبدیناصلیجوابپس❑ = 𝜋𝑖 + 2𝑘𝜋𝑖 = 2𝑘 + 1 𝜋𝑖

.های عمومی نیز کاربرد داردلگاریتم در به دست آوردن توان



10از 8

𝑧:رو را محاسبه کنیدمقدار عدد روبه: مثال = 𝑖𝑖

:گیریممیlnبرای اینکار از دو سمت 

𝑧 = 𝑖𝑖 → ln 𝑧 = ln 𝑖𝑖 = 𝑖 ln 𝑖

𝑖 = 𝑒
𝜋
2

𝑖 → ln 𝑧 = 𝑖 ln 𝑒
𝜋
2

𝑖 = 𝑖 ×
𝜋

2
𝑖 = −

𝜋

2

→ 𝑧 = 𝑒−
𝜋
2 = 0.2079 ∎



10از 9

:مقادیر خواسته شده را محاسبه کنید: مثال

𝐴 = 21+𝑖 , 𝐵 = 1 + 𝑖 1−𝑖

𝐴 = 21+𝑖 → ln 𝐴 = ln 21+𝑖 = 1 + 𝑖 ln 2

𝐴 = 𝑒 1+𝑖 ln 2 = 𝑒ln 2 × 𝑒𝑖 ln 2 = 2 × 𝑒𝑖 ln 2

𝐴 = 2 cos ln 2 + 𝑖 sin ln 2  ∎



10از 10

𝐵 = 1 + 𝑖 1−𝑖 → ln 𝐵 = ln 1 + 𝑖 1−𝑖 = 1 − 𝑖 ln 1 + 𝑖

𝐵 = 𝑒 1−𝑖 ln 1+𝑖 = 𝑒ln 1+𝑖 × 𝑒−𝑖 ln 1+𝑖

= 1 + 𝑖 × 𝑒−𝑖 ln 2+ln 𝑒
𝜋
4𝑖

= 1 + 𝑖 × 𝑒
−𝑖 ln 2+

𝜋
4

𝑖

= 1 + 𝑖 × 𝑒−𝑖 ln 1+𝑖 = 1 + 𝑖 × 𝑒−𝑖 ln 2𝑒
𝜋
4𝑖

= 2𝑒
𝜋
4

𝑖 × 𝑒−𝑖 ln 2 × 𝑒
𝜋
4 = 2𝑒

𝜋
4 × 𝑒

𝑖
𝜋
4

 −ln 2

= 2𝑒
𝜋
4 cos

𝜋

4
− ln 2 + 𝑖 sin

𝜋

4
− ln 2 = 2.8 + 1.3𝑖 ∎



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

تابع هُذلولی: توابع خاص، قسمت پنجم: 8بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



18از 2

(:  Hyperbolic functions)توابع هُذلولی -8-5

هایی از توابع هذلولینمونه

توابع خاص-8



18از 3

یهایی دیگر از توابع هذلولنمونه



18از 4

0 1 2 3-3 -2 -1
0

1

2

3

-3

-2

-1

cosh 𝑥

sinh 𝑥

tanh 𝑥
cosh 𝑥 =

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2

sinh 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2

1

2
𝑒𝑥

−
1

2
𝑒−𝑥



18از 5

راتابعهرهککنیممییادآوریبرویممختلطهذلولیتوابعسراغبهاینکهازقبل

:نوشتفردتابعیکوزوجتابعیکمجموعصورتبهتوانمی

𝑓 𝑥 =
𝑓 𝑥 + 𝑓 −𝑥

2
𝐄𝐯𝐞𝐧

+
𝑓 𝑥 − 𝑓 −𝑥

2
𝐎𝐝𝐝



18از 6

:را به صورت مجموع یک تابع زوج و یک تابع فرد بنویسید𝑒𝑥تابع نمایی : مثال

𝑒𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
𝒇 𝒙

+
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
𝒈 𝒙

𝑓یعنی 𝑒𝑥حال دو تابع متولد شده از  𝑥 و𝑔 𝑥

:کنیمرا بررسی می

→ 𝑓′ 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
= 𝑔 𝑥  , 𝑔′ 𝑥 =

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
= 𝑓 𝑥

𝑓2 𝑥 − 𝑔2 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2

2

−
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2

2

= 1

:کنیمحال این معادلات را با معادلات مثلثاتی مقایسه می



18از 7

𝑓توابع مثلثاتی 𝑥 = Τ𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 2 , 𝑔 𝑥 = Τ𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 2

cosتابع  𝑥 زوج و تابعsin 𝑥تابع فرد است𝑓 𝑥 زوج و تابع𝑔 𝑥فرد است

cos 𝑥 ′ = − sin 𝑥𝑓′ 𝑥 = 𝑔 𝑥

cos2 𝑥 + sin2 𝑥 = 1𝑓2 − 𝑔2 = 1

cos 𝑥 =
1

2
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥𝑓 𝑥 =

1

2
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

sin 𝑥 =
1

2𝑖
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥𝑔 𝑥 =

1

2
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥



18از 8

cosو𝑓(𝑥)تابعبین:مقایسه 𝑥 تابعدوهمچنینو𝑔 𝑥وsin 𝑥داردوجودشباهت.

𝑓2 − 𝑔2 = 1 → 𝑥2 − 𝑦2 = 1 Hyperbolic function

cosبهرا𝑓(𝑥)تابعسببهمینبه 𝑥تابعو𝑔 𝑥وsin 𝑥درآنهاعمدةتفاوتامادهیممیربط

:استمعادلهاین

sinبینرابطةولیهذلولیرابطةجنساز𝑔و𝑓بینرابطة 𝑥وcos 𝑥دایرویرابطةجنساز
.است

cos2 𝑥 + sin2 𝑥 = 1 → 𝑥2 + 𝑦2 = 1 Circular Functions



18از 9

:یکهایپربولکسینوسیاهذلولیکسینوس❑

𝒇 𝒙 =
𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙

𝟐
= 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒙

:لیکهایپربوسینوسیاهذلولیسینوس❑

𝒈 𝒙 =
𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙

𝟐
= 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒙



18از 10

𝑥2 − 𝑦2 = 1𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑥2 − 𝑦2 = −1

𝑥

𝑦

ቐ
𝑥 = cosh 𝜃

𝑦 = sinh 𝜃
ቐ

𝑥 = cos 𝜃

𝑦 = sin 𝜃

ቐ
𝑥 = sinh 𝜃

𝑦 = cosh 𝜃



18از 11

:کرداثباتتوانمیدموآورقضیةازاستفادهباو

cosh 𝑖𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
= cos 𝑥

ቐ
cosh 𝑖𝑥 = cos 𝑥 cos 𝑖𝑥 = cosh 𝑥

sinh 𝑖𝑥 = 𝑖 sin 𝑥 sin 𝑖𝑥 = 𝑖 sinh 𝑥

:کردبیانمختلطفضایدرراتوابعهمینتوانمیحال

𝑓 𝑧 = cos 𝑧 = cos 𝑥 + 𝑖𝑦 = cos 𝑥 cos 𝑖𝑦 − sin 𝑥 sin 𝑖𝑦

= cos 𝑥 cosh 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 sinℎ 𝑦



18از 12

cosتابعپس❑ 𝑧استتحلیلیتابعی.

.شودمیهاستفادزیرروابطازتوابعاینموهومیوحقیقیقسمتآوردندستبهبرای:نکته❑

𝑢 = cos 𝑥 cosh 𝑦 , 𝑣 = − sin 𝑥 sinh 𝑦

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = − cos 𝑥 cosh 𝑦 + cos 𝑥 cosh 𝑦 = 0

cos 𝑎 ± 𝑏 = cos 𝑎 cos 𝑏 ∓ sin 𝑎 sin 𝑏

cosh 𝑎 ± 𝑏 = cosh 𝑎 cosh 𝑏 ± sinh 𝑎 sinh 𝑏

sin 𝑎 ± 𝑏 = sin 𝑎 cos 𝑏 ± cos 𝑎 sin 𝑏

sinh 𝑎 ± 𝑏 = sinh 𝑎 cosh 𝑏 ± cosh 𝑎 sinh 𝑏



18از 13

:و همین طور داریم

sin 𝑧 = sin 𝑥 + 𝑖𝑦 = sin 𝑥 cos 𝑖𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑖𝑦

= sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦

cosh 𝑧 = cosh 𝑥 + 𝑖𝑦 = cosh 𝑥 cosh 𝑖𝑦 + sinh 𝑥 sinh 𝑖𝑦

= cosh 𝑥 cos 𝑦 + 𝑖 sinh 𝑥 sin 𝑦

sinh 𝑧 = sinh 𝑥 + 𝑖𝑦 = sinh 𝑥 cosh 𝑖𝑦 + cosh 𝑥 sinh 𝑖𝑦

= sinh 𝑥 cos 𝑦 + 𝑖 cosh 𝑥 sin 𝑦



18از 14

cosمانندهذلولیومثلثاتیتوابعتمام 𝑧توابعدمانننیزدیگرتوابعوهستندتحلیلیشد،اثباتکه

.شوندمیتعریفحقیقی

tanh:برای مثال 𝑧 =
sinh 𝑧

cosh 𝑧
tan 𝑧 =

sin 𝑧

cos 𝑧

یکازبزرگتردارمقتوانندمیحقیقیتوابعخلافبرمختلطمثلثاتیتوابعکهاستاینجالبنکتةاما

.بگیرندنیز(1)

sin 𝑧 = sin2 𝑥 + sinh2 𝑦

cos 𝑧 = cos2 𝑥 + sinh2 𝑦



18از 15

0البته با توجه به اینکه  ≤ sin2 𝑥 ≤ 0و 1 ≤ cos2 𝑥 ≤ :توان نوشتاست، می1

0 + sinh2 𝑦 ≤ cos 𝑧 ≤ 1 + sinh2 𝑦

sinh 𝑦 ≤ sin 𝑧 ≤ cosh 𝑦

cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧 = 1 → sinh 𝑦 ≤ cos 𝑧 ≤ cosh 𝑦

:داریمروشهمینبه



18از 16

𝑓مقدار توابع : مثال 𝑧 = sin 𝑧 و𝑓 𝑧 = cos 𝑧 را در نقطة𝑧0بیابید.

𝑧0 =
𝜋

2
+ 𝑖 ln 2 + 3

𝑓 𝑧0 = sin
𝜋

2
+ 𝑖 ln 2 + 3 = sin 𝑥 cos 𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑦

= cosh ln 2 + 3 =
𝑒ln 2+ 3 + 𝑒− ln 2+ 3

2

= sin
𝜋

2
 

1

cosh ln 2 + 3 + 𝑖 cos
𝜋

2
0

sinh 𝑦

𝑥 =
𝜋

2
, 𝑦 = 𝑖 ln 2 + 3



18از 17

:ادامة پاسخ

2 + 3
−1

=
1

2 + 3
×

2 − 3

2 − 3
= 2 − 3

𝑓 𝑧0 =
2 + 3 + 2 − 3

2
= 2 ∎

𝑓 𝑧0 =
𝑒ln 2+ 3 + 𝑒ln 2+ 3

−1

2
=

2 + 3 + 2 + 3
−1

2

:کنیماین عبارت را جداگانه حساب می



18از 18

مثلثاتروابطازنیزکسینوستابعبرای.شد1ازبزرگترمقداریتابعمقداربینیدمیکههمانطور

.هستندصادقنیزاینجادرکهکنیممیاستفادهحقیقی

cos2 𝑧 + sin2 𝑧 = 1 → cos2 𝑧 + 2 2 = 1 → cos2 𝑧 = −3

→ cos 𝑧 = −3

−3 = 3𝑒𝑖𝜋 → −3 = 3𝑒
2𝑘𝜋+𝜋

2
 𝑖 = 3𝑒

2𝑘+1
2

𝜋 𝑖

𝑘 = 0 → −3 = 3𝑒𝑖
𝜋
2 = 𝑖 3 → cos 𝑧 = 𝑖 3

𝑘 = 1 → −3 = 3𝑒
3𝜋
2

 𝑖 = −𝑖 3 → cos 𝑧 = −𝑖 3



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

لیتابع وارون مثلثاتی و هذلو: توابع خاص، قسمت ششم: 8بخش 

سيد محمد جعفری: توسط



6از 2

:هذلولویومثلثاتیوارونتابع-8-6

توابعارونونیزاینجادروداریموارونحقیقی،توابعدرکههمانطور:مثلثاتیوارونتابع-1-6

𝑤:داریممثالبرای:یابیممیرامختلط = sin−1 𝑧 → 𝑧 = sin 𝑤

𝑧 = sin 𝑤 =
𝑒𝑖𝑤 − 𝑒−𝑖𝑤

2𝑖
 ×

𝑒𝑖𝑤

𝑒𝑖𝑤

 
𝑧 =

𝑒2𝑖𝑤 − 1

2𝑖𝑒𝑖𝑤

𝑒2𝑖𝑤 − 1 = 2𝑖𝑧𝑒𝑖𝑤 → 𝑒𝑖𝑤 2
− 2𝑖𝑧 𝑒𝑖𝑤 − 1 = 0 → 𝐴 = 𝑒𝑖𝑤

توابع خاص-8

→ 𝐴2 − 2𝑖𝑧𝐴 − 1 = 0 → 𝐴 =
2𝑖𝑧 ± −4𝑧2 + 4

2
= 𝑖𝑧 ± 1 − 𝑧2
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𝑤 = sin−1 𝑧 = −𝑖 ln 𝑖𝑧 ± 1 − 𝑧2  ∎

𝐴 = 𝑒𝑖𝑤 = 𝑖𝑧 ± 1 − 𝑧2 → 𝑖𝑤 = ln 𝑖𝑧 ± 1 − 𝑧2

:کنیم، با اینکار داریممیضربپیش𝑖−دو طرف را در 

cos−1به همین روش برای  𝑧  وtan−1 𝑧 نیز داریم:

𝑤 = cos−1 𝑧 = −𝑖 ln 𝑧 + 𝑧2 − 1

𝑤 = tan−1 𝑧 =
𝑖

2
ln

𝑖 + 𝑧

𝑖 − 𝑧
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cosh−1تابعنیزهذلولیتوابعمورددر:هذلولیوارونتابع-2-6 𝑧کنیممیثابت:

𝑤 = cosh−1 𝑧  → 𝑧 = cosh 𝑤

𝑧 =
𝑒𝑤 + 𝑒−𝑤

2
→ 𝑒𝑤 + 𝑒−𝑤 = 2𝑧

→ 𝑒𝑤 2 − 2𝑧 𝑒𝑤 + 1 = 0

𝑒𝑤:2حل معادلة درجه  = 𝑧 + 𝑧2 − 1 

𝑤 = cosh−1 𝑧 = ln 𝑧 + 𝑧2 − 1  ∎

𝑒2𝑤 + 1 = 2𝑧𝑒𝑤× 𝑒𝑤
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Aمقدار:مثال = tan−1 .بیابیدرا3

𝐴 = tan−1 𝑧 =
𝑖

2
ln

𝑖 + 𝑧

𝑖 − 𝑧
=

𝑖

2
ln

𝑖 + 3

𝑖 − 3

→  𝑖 + 3 = 2𝑒
𝜋
6

𝑖 , 𝑖 − 3 = 2𝑒5
𝜋
3

𝑖

𝐴 =
𝑖

2
ln

2𝑒
𝜋
6

𝑖

 2𝑒5
𝜋
3

𝑖 
=

𝑖

2
ln 𝑒−

2𝜋
3

𝑖 =
𝑖

2
× −

2𝜋

3
𝑖 =

𝜋

3
 ∎
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cos−1تابعمشتق:مثال 𝑧بیابیدرا.

ln:دانیممی 𝑢 ′ =
𝑢′

𝑢
:، پس داریم

= −𝑖

 
 𝑧2 − 1 + 𝑧 

𝑧2 − 1 

𝑧 + 𝑧2 − 1 
=

−𝑖

𝑧2 − 1 
∎

cosچون تابع  𝑧پذیر است، پس وارون آن نیز مشتق دارد و برای محاسبه داریممشتق:

𝑤 = cos−1 𝑧 = −𝑖 ln 𝑧 + 𝑧2 − 1

cos−1 𝑧 ′ = −𝑖

 1 +
𝑧

 𝑧2 − 1 

𝑧 + 𝑧2 − 1



ریاضی مهندسی
تحلیل مختلط: 1فصل 

بسِْمِ اللَّهِ الرَّحْمَنِ الرَّحِيمِ

معادلات: 9بخش 

سيد محمد جعفری: توسط
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معادلات-9

𝒏معادلات مختلط جبری درجه -9-1

بزرگتر،درجاتبرای.دارندتحلیلیحل4تا1درجهسادةهایحالتدرفقط𝑛درجهمختلطمعادلات

:کنیمتبدیلترپایینعواملبهتجزیهبااینکهمگرنداریمتحلیلیحلفعلاً

(:Linear equation)درجه اول 

(:Quadratic equation)درجه دوم 

𝑎𝑧 + 𝑏 = 0 → 𝑧 = −
𝑏

𝑎

𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 , 𝑏 ≠ 0 → 𝑧1,2 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
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𝑎𝑧3(:Cubic equation)درجه سوم  + 𝑏𝑧2 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

𝑆 =
3

𝑅 + 𝑄3 + 𝑅2

𝑇 =
3

𝑅 − 𝑄3 + 𝑅2

𝑧1 = 𝑆 + 𝑇 −
𝑏

3𝑎
 

𝑧2,3 = −
𝑆 + 𝑇

2
−

𝑏

3𝑎
± 𝑖

3

2
𝑆 − 𝑇

𝑄 =
3𝑎𝑐 − 𝑏2

9𝑎2
 

𝑅 =
9𝑎𝑏𝑐 − 27𝑎2𝑑 − 2𝑏3

54𝑎3

(Cardano)پاسخ کاردانو 
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مختلطاعدادازگرفتنجذر-9-2

کهشودمیمحسوبدومدرجهمعادلةازخاصیحالتنیزمختلطاعدادازگرفتنجذربینایندر

:کنیدفرض.کنیممیاثباتراایسادهمعادلةآنبرای

Re

Im

𝑥

𝑧 = 𝑥, 𝑦

𝑦

𝜃

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑧 = 𝑧 𝑒𝑖 𝜃+2𝑘𝜋  , 𝑘 = 0, 1

𝑧 = ቐ
𝑧1 = 𝑧 𝑒𝑖𝜃 

𝑧2 = 𝑧 𝑒𝑖 𝜃+2𝜋



9از 5

:داریمگرفتنجذربرای

𝑧 =
𝑧1 = 𝑧 𝑒𝑖

𝜃
2  

𝑧2 = 𝑧 𝑒
𝑖

𝜃
2

+𝜋

یمثلثاتهاینسبتفرق
𝜃

2
𝜋و +

𝜃

2
.شودمیمنفیsinهموcosهمکهاستاین

𝑧 = ± 𝑧 cos
𝜃

2
+ 𝑖 sin

𝜃

2
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𝒊𝒛𝟐:رو را حل کنیدمعادلة روبه: مثال + 𝟏 + 𝒊 𝒛 −
𝟏

𝟒
+ 𝒊 = 𝟎

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 1 + 𝑖 2 − 4𝑖 𝑖 −
1

4
= 1 + 2𝑖 − 1 + 4 + 𝑖

𝑎 = 𝑖, 𝑏 = 1 + 𝑖 , 𝑐 = −
1

4
+ 𝑖 → 𝑧1,2 =

−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝑧 =
− 1 + 𝑖 ± 4 + 3𝑖

2𝑖
=

−𝑖 − 1 ± 4 + 3𝑖

2𝑖
 ∗



9از 7

4حال برای محاسبة  + 3𝑖کنیماز معادلة قبل استفاده می:

𝑤 = 4 + 3𝑖 , 𝑤 = 25 = 5, 𝜃 = tan−1
3

4
= 0.64 rad

𝑤 = 2.12 + 0.71𝑖

𝑤 = 4 + 3𝑖 = 𝑤 𝑒𝑖𝜃 = 5𝑒0.64𝑖

𝑤 = 𝑤 cos
𝜃

2
+ 𝑖 sin

𝜃

2
= 5 cos 0.32 + 𝑖 sin 0.32
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ቐ

For positive sign: z1 = −0.145 − 0.56𝑖

For negative sign: z2 = −0.85 + 1.56𝑖
 ∎

∗ → 𝑧 =
−𝑖 − 1 ± 4 + 3𝑖

2𝑖
=

−𝑖 − 1 ± 𝑤

2𝑖

=
−𝑖 − 1 ± 2.12 + 0.71𝑖

2𝑖
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𝒛𝟑های معادلة ریشه: مثال − 𝟐𝒛 − 𝟒 = .را بیابید𝟎

𝑧توان دریافت یک ریشة معادله می = :کنیمپس معادله را بدین صورت تجزیه می. است2

𝑧3 − 2𝑧 − 4 = 𝑧 − 2 𝑧2 + 2𝑧 + 2 = 0

𝑧2 + 2𝑧 + 2 = 0 → 𝑧 = −1 ± 1 − 2 = −1 ± 𝑖

→ Roots: 2, −1 + 𝑖, −1 − 𝑖



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

مفهوم ضرب داخلی و ضرب پيچشی

تحلیل فوریه: 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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پیچشی ضرب و داخلی ضرب مفهوم -1

 .است اسکالر دو هر مقدار که داریم ضرب نوع دو برداری تحلیل در❑

 زاویة مثل برداری هایتحلیل در بویژه مختلف مباحث در :داخلی ضرب کاربرد❑

راستا یک در بردار یک تصویر بردار، دو بین

 پردازش رایانه ای، بینایی آمار، در :(convolution) پیچشی ضرب کاربرد❑

دیفرانسیل معادلات و سیگنال پردازش تصویر،
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Ԧ𝐴:باشند شکل بدین 𝐵و  Ԧ𝐴بردارهای اگر = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 , 𝐵 = 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3

Ԧ𝐴 ∙ 𝐵 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3

:ضرب پیچشی:ضرب داخلی

Ԧ𝐴 ∗ 𝐵 = 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏1
𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

 در Ԧ𝐴 ردارب اول عنصر پیچشی ضرب در ولی شوندمی ضرب هم در نظیر به نظیر عناصر داخلی ضرب در

 در Ԧ𝐴 آخر عنصر روش همین به و 𝐵آخر به مانده یکی عنصر در Ԧ𝐴 دوم عنصر ، 𝐵بردار آخر عنصر

.دارد پیچشی جایگشتی اصطلاحاً و شودمی ضرب 𝐵اول عنصر
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Ԧ𝐴:باشند داشته عنصر 𝐵، 𝑛و Ԧ𝐴 بردار دو اگر پس ∙ 𝐵 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖𝑏𝑖

Ԧ𝐴 ∗ 𝐵 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖𝑏𝑛−𝑖+1

.داد تعمیم نیز تابع به توانمی را مفهوم همین حال

 در ولی کرد استفاده توانمی جمع برای ،∑ یعنی مجموع علامت از دارند گسسته عناصر چون بردارها در

 مفهوم زیرا کنیممی استفاده ∫یعنی انتگرال علامت از مجموع علامت جای به اندپیوسته چون توابع

.است جمع معنای به اول وهلة در ∫علامت

Inner) داخلی ضرب -1-1 product – Dot product):
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𝑓 تابع دو اگر پس 𝑥 و 𝑔 𝑥 مشترک دامنة در𝑎,𝑏 بدین آنها داخلی ضرب باشیم، داشته 

:شوندمی تعریف شکل

𝑓 ∙ 𝑔 𝑥 = 𝑓, 𝑔 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

:تابع دو داخلی ضرب

𝑓 𝑥 = 𝑥2, 𝑔 𝑥 = 1 − 𝑥 2

𝑓, 𝑔 = න
0

1

𝑥2 1 − 𝑥 2𝑑𝑥 =
1

30

:مثال
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𝑓 𝑥 = 𝑥2

𝑥
10

𝑔 𝑥 = 1 − 𝑥 2

𝑥
10

𝑓, 𝑔

𝑥
10

𝑓, 𝑔 = න
0

1

𝑥2 1 − 𝑥 2𝑑𝑥 =
𝑥5

5
−
𝑥4

2
+
𝑥3

3
+ 𝐶 =

1

30
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𝑓 ∗ 𝑔 𝑥 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑔 𝑏 + 𝑎 − 𝑥 𝑑𝑥 = න
𝑎

𝑏

𝑔 𝑥 𝑓 𝑏 + 𝑎 − 𝑥 𝑑𝑥

𝑓 ∗ 𝑔 𝑥 = න
−∞

∞

𝑓 𝑠 𝑔 𝑥 − 𝑠 𝑑𝑠 = න
−∞

∞

𝑓 𝑥 − 𝑠 𝑔 𝑠 𝑑𝑠

𝑓 ∗ 𝑔 𝑥 = න
0

𝑥

𝑓 𝑠 𝑔 𝑥 − 𝑠 𝑑𝑠 = න
0

𝑥

𝑓 𝑥 − 𝑠 𝑔 𝑠 𝑑𝑠

𝑓 پیچشی ضرب 𝑥 و 𝑔 𝑥 دامنة سه در𝑎,𝑏،−∞,∞  0و,𝑥 است شرح بدین:

Generalized) پیچشی ضرب -1-2 product- Convolution):
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  : 𝒈 و 𝒇 تابع دو (کانولوشن) پیچش مفهوم

 دیعمو محور به نسبت آن ها از یکی که تابع دو حاصلضرب انتگرال صورت به تعریف این❑

.می شود تعریف می لغزد، یکی آن روی و شده ایآینه مختصات

.است انتگرالی تبدیل از خاص نوع یک کانولوشن تعریف، این با❑

  :تابع دو پیچش کاربرد❑

هاورودی انواع به زمان با متغیر غیر خطی سامانة یک پاسخ❖

برداریداده از حاصل هایسیگنال پردازش❖

  تصاویر پردازش❖
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Visual illustration of convolution 

𝒇

𝒈

𝒇 ∗ 𝒈
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𝑓:مثال 𝑡 = 𝑒−𝑡 𝑔 𝑡 = sin 𝑡

𝑓 ∗ 𝑔 𝑡 = න
0

𝑡

𝑓 𝑠 𝑔 𝑡 − 𝑠 𝑑𝑠 = න
0

𝑡

𝑒−𝑠 sin 𝑡 − 𝑠 𝑑𝑠

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t

𝑓 ∗ 𝑔

sin 𝑡
𝑒−𝑡

=
1

2
𝑒−𝑡 + sin 𝑡 − cos 𝑡
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:پیچشی ضرب هایویژگی

1. Commutativity: (اشتراکی) 𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑓

𝑓 ∗ 𝑔 ∗ ℎ = 𝑓 ∗ 𝑔 ∗ ℎ

𝑓 ∗ 𝑔 + ℎ = 𝑓 ∗ 𝑔 + 𝑓 ∗ ℎ

𝑓 ∗ 0 = 0

5. Complex conjugation:

2. Associativity:

3. Distributivity:

4. Neutral element:

𝑓 ∗ 𝑔 = ҧ𝑓 ∗ ҧ𝑔

(مشارکت)

(توزیع)

(عنصر خنثی)

(مزدوج مختلط)
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8. Integration:

(عنصر هویت)

𝑓 ∗ 𝛿 = 𝑓 → 𝑓 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 = න
0

𝑡

𝑓 𝑠 𝛿 𝑡 − 𝑠 𝑑𝑠 = 𝑓 𝑡

𝑓 ∗ 𝑔 ′ = 𝑓′ ∗ 𝑔 = 𝑓 ∗ 𝑔′

න 𝑓 ∗ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = න𝑓 𝑥 𝑑𝑥 න𝑔 𝑥 𝑑𝑥

6. Identity element:

7. Differentiation: (مشتق)

(انتگرال)
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𝐹 𝑡 = න
−∞

𝑡

𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝐹 ∗ 𝑔 𝑡 = 𝑓 ∗ 𝐺 𝑡 = න
−∞

𝑡

𝑓 ∗ 𝑔 𝜏 𝑑𝜏

𝐺 𝑡 = න
−∞

𝑡

𝑔 𝜏 𝑑𝜏

:یک حالت خاص



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

مفهوم تعامد دو تابع

تحلیل فوریه: 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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تعامد مفهوم -2

:نوشت بردار دو جمع صورت به را بردار هر توانمی برداری تحلیل در

Ԧ𝐶 = 2 Ƹ𝑖 + 5 Ƹ𝑗

൞

Ԧ𝐴 = 3 Ƹ𝑖 + Ƹ𝑗

𝐵 = −0.5 Ƹ𝑖 + 2 Ƹ𝑗

Ԧ𝐶 = Ԧ𝐴 + 2𝐵

Ԧ𝐴𝐵

Ԧ𝐶

2𝐵



5از  3

Ԧ𝐶  :داشت خواهیم کنیم، یکه را 𝐵و Ԧ𝐴 اگر حال❑ = 𝑎 Ԧ𝜆𝐴 + 𝑏 Ԧ𝜆𝐵  

 ضرب از اینکار برای که کنیم پیدا 𝐵و Ԧ𝐴 بردار دو روی را Ԧ𝐶 بردار تصویر باید 𝑏 و 𝑎 یافتن برای❑

.کنیممی استفاده داخلی

 برعکس و دارد تصویر 𝐵بردار راستای در نیز Ԧ𝐴 بردار خود ، Ԧ𝐶 بردار بر علاوه که اینجاست نکته اما❑

.نیستند مستقل هم از و دارد تصویر Ԧ𝐴 بردار راستای در نیز 𝐵بردار

 حسب بر و کنیم تصویر 𝐵و Ԧ𝐴 راستای دو در را Ԧ𝐶 بردار همچون برداری اینکه برای سبب همین به❑

 بردار دو دنبو عمود شرط و باشند عمود هم بر (راستا دو این اصل در) بردار دو این باید بنویسیم، آنها

.باشد صفر آنها داخلی ضرب که است این
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  :داریم خلاصه طور به پس

Ԧ𝐴 ∙ 𝐵 = 0 → Ԧ𝐶 = 𝑎 Ԧ𝜆𝐴 + 𝑏 Ԧ𝜆𝐵 ∶

Ԧ𝜆𝐴 =
Ԧ𝐴

Ԧ𝐴
Ԧ𝜆𝐵 =

𝐵

𝐵

𝑏 = Ԧ𝐶 ∙ Ԧ𝜆𝐵

𝑎 = Ԧ𝐶 ∙ Ԧ𝜆𝐴
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ℎ مانند تابعی یعنی داد تعمیم نیز توابع به توانمی را مفهوم همین حال❑ 𝑥 بر توانمی را 

.باشند (Orthogonal) متعامد توابع، آن آنکه شرط به نوشت تابع چند مجموع حسب

:کرد مشخص داخلی، ضرب با صورت بدین توانمی را توابع در تعامد❑

න:هرگاه گوییم متعامد 𝑎,𝑏بازة در را 𝑔 و 𝑓 تابع دو
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 0

ℎ مانند سومی تابع باشند، متعامد 𝑔 و 𝑓 توابع اگر و 𝑥 نوشت آنها حسب بر توانمی را:

ℎ 𝑥 = 𝑎𝑓 𝑥 + 𝑏𝑔 𝑥
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ریاضیات مهندسی

توابع متعامد

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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متعامد توابع -3
  .باشند امدمتع مشخصی هایبازه در که داریم گوناگونی توابع تابع، دو تعامد تعریف اساس بر

:هستند متعامد 2,2−بازة در که روروبه تابع دو مانند

𝑓 𝑥 = 𝑥 , 𝑔 𝑥 =
𝑥4

8
+ 𝑥2

𝑓, 𝑔 𝑥 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 0

→ න
−2

2

𝑥
𝑥4

8
+ 𝑥2 𝑑𝑥 = 0



6از  3

weight) وزن تابع function): 

.شود صفر آنها داخلی ضرب تا شودمی ضرب تابع دو در که سومی تابع

න
𝑎

𝑏

𝑊 𝑥 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝑊 تابع اینجا در 𝑥 تابع دو وزن عنوان به 𝑓 𝑥 و 𝑔 𝑥 کندمی عمل.
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𝑥4 و 𝑥2 همچون زوج تابع دو :مثال + 𝑥 بازة در اینکه برای−𝑎,𝑎 شود، صفر انتگرالشان 

 .باشد 𝑥3 دمانن فرد تابع یک تواندمی عامل این و شود فرد تابع تا شوند ضرب عاملی در دارند نیاز

𝑥4 و 𝑥2 تابع دو تعامد برای وزن تابع 𝑥3 تابع پس + 𝑥 بازة در−𝑎,𝑎 است.

න
−𝑎

𝑎

𝑥2 𝑥4 + 𝑥 𝑑𝑥 ≠ 0

න
−𝑎

𝑎

𝑥3 𝑥2 𝑥4 + 𝑥 𝑑𝑥 = 0
×𝑊 𝑥 = 𝑥3
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:پرکاربرد و خاص متعامد چندجمله ای های :(2) یادداشت

Hermite) هِرمیت چندجمله ای های❑ polynomials)

Legendre) لژاندر چندجمله ای های❑ polynomials)

Laguerre) لاگر چندجمله ای های❑ polynomials)

Chebyshev) چبیشُف چندجمله ای های❑ polynomials)

  :(1) یادداشت

:شودمی تعریف خودش با داخلی ضرب در تابع یک (Norm) نُرم یا بردار یک طول

𝑓 2 = 𝑓, 𝑓 = න𝑓2 𝑥 𝑑𝑥
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Hermite polynomials:

Legendre polynomials:

Laguerre polynomials:

𝐻𝑛 𝑥 = −1 𝑛𝑒𝑥
2 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑒−𝑥

2

෨𝑃𝑛 𝑥 = −1 𝑛෍

𝑘=0

𝑛
𝑛
𝑘

𝑛 + 𝑘
𝑘

−𝑥 𝑘

𝐿𝑛 𝑥 =
1

𝑛!

𝑛

𝑒𝑥
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑥𝑛𝑒−𝑥



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

توابع متعامد مثلثاتی

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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sin مثلثاتی توابع 𝑛𝑥 و cos 𝑛𝑥، اند تریاضیا در متعامد توابع پرکاربردترین و مهمترین.

یمثلثات متعامد توابع -4

1

0

-1

sin 𝑥

sin 2𝑥sin 3𝑥

cos و sin𝑚𝑥 مثلثاتی توابع کنیممی ثابت ابتدا ادامه در 𝑛𝑥 در𝛼,𝛼 + 2𝜋 اند متعامد.

2𝜋

cos 𝜃 + 2𝜋 = cos 𝜃



12از  3

න:یمثلثات توابع تعامد اثبات
𝛼

𝛼+2𝜋

sin 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

=
1

2

−cos 𝑚 − 𝑛 𝑥

𝑚 − 𝑛
−
cos 𝑚 + 𝑛 𝑥

𝑚 + 𝑛
𝛼

𝛼+2𝜋

= 0

= න
𝛼

𝛼+2𝜋 1

2
sin 𝑚 − 𝑛 𝑥 − cos 𝑚 + 𝑛 𝑥 𝑑𝑥

න:داریم پس
𝛼

𝛼+2𝜋

sin𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 0

.متعامد اند 2𝜋یعنی توابع سینوسی و کسینوسی در یک دامنه به طول 
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0 𝜋 2𝜋
cos 𝑥

0
𝜋 2𝜋

sin 𝑥

0 𝜋 2𝜋

cos 2𝑥
0 𝜋

2𝜋

sin 2𝑥

0
𝜋

2𝜋
cos 3𝑥

0
𝜋 2𝜋

sin 3𝑥
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:رازی متعامدند نیز خود بر مثلثاتی توابع :1 نکتة

න
𝛼

𝛼+2𝜋

sin𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ቐ
0 𝑚 ≠ 𝑛

𝜋 𝑚 = 𝑛

න
𝛼

𝛼+2𝜋

cos𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ቐ
0 𝑚 ≠ 𝑛

𝜋 𝑚 = 𝑛
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:زیرا امدندمتع نیز ثابت توابع و مثلثاتی توابع :2 نکتة

න
𝛼

𝛼+2𝜋

A cos𝑚𝑥 𝑑𝑥 = න
𝛼

𝛼+2𝜋

B sin𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 0

sin سینوسی ،𝐴 ثابت توابع :نتیجه❑ 𝑛𝑥 کسینوسی و cos 𝑛𝑥، 2 طول به ایبازه در𝜋 

.نوشت آنها مجموع حسب بر را توابع توانمی و اند متعامد

 نیز متناوب عتواب مجموع و اند متناوب توابعی همگی ثابت توابع و مثلثاتی توابع :نکته❑

 لازم نوشت، متناوب توابع حسب بر را تابع یک بتوان اینکه برای پس .بود خواهد متناوب

.باشد متناوب تابع آن خود که است
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1 cos 𝑥 + 𝑎2 cos 2𝑥 + 𝑎3 cos 3𝑥 +⋯

𝒇 تابع اگر :کلی نتیجة 𝒙 

.باشد 2𝜋 تناوب دورة با متناوب -1

 باشد موجود طهنق هر در تابع راست و چپ مشتق است کافی پذیریانتگرال برای) باشد پذیرانتگرال -2

 (نیست نیازی برابری الزاماً ولی

𝑓 تابع توانمی آنگاه 𝑥 نوشت کسینوسی و سینوسی ثابت، توابع مجموع حسب بر صورت بدین را:

+𝑏1 sin 𝑥 + 𝑏2 sin 2𝑥 + 𝑏3 sin 3𝑥 +⋯
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥

 ویسیم،بن توان بدون کسینوس و سینوس و عدد مجموع صورت به را تابعی اینکه

Fourier) تابع فوریة سری اصطلاحاً Series) گویند.

  :شوند فراموش نباید شرط دو :یادداشت

2𝜋 دورة با متناوب -1

نقطه هر در راست و چپ مشتق بودن موجود -2

Joseph Fourier
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𝐬𝐢𝐧𝟑 تابع فوریة سری :مثال 𝒙 بنویسید را.

𝑓 تابع مورد در 𝑥 = sin3 𝑥 گفت باید:

𝑇 تناوب دورة با متناوب تابعی -1 = 2𝜋 (است برقرار اول شرط) است

′𝑓 آن مشتق زیرا است پذیرانتگرال -2 𝑥 = 3 cos 𝑥 sin2 𝑥 متناهی و موجود نقطه هر در 

(است برقرار نیز دوم شرط) است

.نوشت وانت بدون کسینوس و سینوس مجموع صورت به را آن توانمی یعنی دارد فوریه سری پس

sin 3𝑥 = 3 sin 𝑥 − 4 sin3 𝑥 → sin3 𝑥 =
3

4
sin 𝑥 −

1

4
sin 3𝑥
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sin3 تابع حال❑ 𝑥 نوشتیم سینوسی هایجمله مجموع صورت به را.

:گفت توانمی فوریه سری با مقایسه با❑

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥

𝑎0 = 0, 𝑎𝑛 = 0, 𝑏𝑛 =

𝑛 = 1 → 𝑏1 =
3

4

𝑛 = 3 → 𝑏3 = −
1

4

𝑛 ≠ 1 and 𝑛 ≠ 3 → 𝑏𝑛 = 0
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𝑦1 توابع فوریة سری :مثال 𝑥 = 𝑦2 و 3 𝑥 = cos 5𝑥 بنویسید را.

 به نتوامی را آنها زیرا باشندمی خودشان آنها فوریة سری و هستند متناوب تابع دو هر

.نوشت کسینوسی و سینوسی جملات و اعداد از مجموعی صورت

𝑦1 𝑥 = 3 → 𝑎0 = 3, 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0 𝑛 = 1,2,⋯

𝑦2 𝑥 = cos 5𝑥 →

𝑎0 = 0, 𝑎5 = 1, 𝑎𝑛 = 0 𝑛 ≠ 5, 𝑏𝑛 = 0 𝑛 = 1,2,⋯
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𝑇 تناوب دورة با روروبه متناوب تابع فوریة سری :مثال = 2𝜋 بنویسید را:

.(دارد را اول شرط) است متناوب تابع که است کرده اشاره پرسش خود❑

 مبدأ در عتاب این و نیست پذیرمشتق زیرا نوشت فوریه سری آن برای تواننمی ولی❑

.ندارد متناهی مشتق

𝑓 𝑥 = 𝑥 sin
1

𝑥

𝑓′ 𝑥 = sin
1

𝑥
+ −

1

𝑥2
𝑥 cos

1

𝑥
→ lim

𝑥→0
𝑓′ 𝑥 = ±∞
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ریاضیات مهندسی

معادلات اویلر

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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فوریه سری در اویلر معادلات -5

 نباشد قبل عتواب سادگی به تابع اگر حال .کردیم بررسی را ایساده توابع فوریة سری کنون تا❑

.برویم کلی معادلات سراغ به باید

𝑓 پذیرانتگرال و متناوب تابع فوریة سری ابتدا❑ 𝑥 کنیممی فرض صورت بدین را:

,𝛼بازة در معادله سمت دو از حال 𝛼 + 2𝜋، گیریممی انتگرال.

𝑓 𝑥 : 𝑇 = 2𝜋 :بتابعی متناوب با دورة تناو

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + ෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥 ∗
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:دانیممی تعامد طبق
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 0

න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎0𝑑𝑥 = 𝑎0 න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑎0

→ 𝑎0 =
1

2𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

න

𝛼

𝛼+2𝜋

= න

𝛼

𝛼+2𝜋

+ ෍

𝑛=1

∞

න

𝛼

𝛼+2𝜋

+ න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 𝑎0𝑑𝑥 𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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 وابعت و ثابت عدد یک مجموع حسب بر تابع یک نوشتن در ثابت عدد اینجا تا خوب❑

.آمد دست به کسینوسی و سینوسی

 تجملا است کافی اند، فوریه سری در کسینوس ضرایب که ها 𝑎𝑛 ضریب یافتن برای❑

cos عبارت در را 𝑚𝑥 بگیریم انتگرال و کرده ضرب:
𝑓 𝑥 cos 𝑚𝑥

= 𝑎0 cos 𝑚𝑥 + ෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 cos 𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥
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න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥 = න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎0 cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥

+ ෍

𝑛=1

∞

න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑛 cos 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 + න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑏𝑛 cos 𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

:داریم سوم و اول انتگرال مورد در تعامد، قضیة طبق

න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎0 cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥 = න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑏𝑛 cos 𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 0

෍انتگرال دومین در

𝑛=1

∞

න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑛 cos 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥، مکنی باز را مجموع باید:
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෍

𝑛=1

∞

න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑛 cos 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

+ ⋯ + න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑚 cos 𝑚𝑥 cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥 + ⋯

𝑚 که انتگرالی بجز شد خواهند صفر هاانتگرال همة تعامد قضیة طبق = 𝑛 باشد.

න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎1 cos 𝑚𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎2 cos 𝑚𝑥 cos 2𝑥 𝑑𝑥
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:داریم پس

෍

𝑛=1

∞

න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑛 cos 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎𝑛𝜋 → 𝑎𝑛 =
1

𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

:داریم لذا

= න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑎𝑛 cos2 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎𝑛𝜋
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sin عبارت ضرب با نیز ،(فوریه سری در سینوسی هایجمله ضریب) 𝑏𝑛 یافتن برای 𝑚𝑥 

:داشت خواهیم گیریانتگرال و ∗ معادلة در

න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 𝑏𝑛𝜋

  .اند مموسو اویلر معادلات به آمدند، دست به شکل بدین که معادلاتی

→ 𝑏𝑛 =
1

𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥



21از  9

𝑎0 =
1

2𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥𝑎𝑛 =
1

𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑓 تابع فوریة سری : 𝑥 𝑓 𝑥 = 𝑎0 + ෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥 ∗

𝑓 تابع فوریة سری خلاصه طور به پس 𝑥 است شرح بدین:

𝑓 نمودار زیر مساحت 𝑥:
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.آورید دست به را متناوب مربعی موج تابع فوریة سری ضرایب :مثال

𝑓 𝑥 = ቐ
−𝑘 if − 𝜋 < 𝑥 < 0

+𝑘 if 0 < 𝑥 < 𝜋
𝑓 𝑥 + 2𝜋 = 𝑓 𝑥

 رد محرک نیروهای و مکانیکی هایسامانه در خارجی نیروهای اعمال در توابع اینگونه

.دارند وجود مکاترونیکی هایسامانه

𝜋 2𝜋 3𝜋−𝜋−2𝜋−3𝜋 0

𝑘

−𝑘

Periodic Rectangular Wave
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:پاسخ

𝑥 نقاط در تابع مقدار لذا .ندارد انتگرال مقدار در تأثیری مبدأ مانند نقطه تک یک در تابع مقدار❑

= 0, ± 𝜋 اند تعریف بدون.

:رویممی 𝑎0 ضریب سراغ ابتدا فوریه سری ضرایب محاسبة برای❑

 زیر سطح مقدار با مستقیم ارتباط ضریب این مقدار که فهمیممی 𝑎0 ضریب تعریف به توجه با❑

  .دارد شده تعریف بازة در نمودار

 :بود خواهد صفر برابر 𝑎0 ضریب مقدار لذا .است صفر نمودار زیر مساحت مقدار نمودار به توجه با❑
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𝑎0 =
1

2𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න

𝛼

𝛼+2𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 → 𝛼 = −𝜋

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න

−𝜋

0

−𝑘 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 + න
0

𝜋

𝑘 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න

−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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𝑎𝑛 =
1

𝜋
ቤ−𝑘

sin 𝑛𝑥

𝑛
−𝜋

0

+ ቤ𝑘
sin 𝑛𝑥

𝑛
0

𝜋

= 0

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න

−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න

−𝜋

0

−𝑘 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 + න
0

𝜋

𝑘 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
1

𝜋
ฬ𝑘

cos 𝑛𝑥

𝑛 −𝜋

0

− ฬ𝑘
cos 𝑛𝑥

𝑛 0

𝜋
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𝑏𝑛 =
𝑘

𝑛𝜋
cos 0 − cos −𝑛𝜋 − cos 𝑛𝜋 + cos 0

cos عبارت بررسی کمی 𝑛𝜋 :

𝑏𝑛 =
2𝑘

𝑛𝜋
1 − cos 𝑛𝜋

cos 𝜋 = −1, cos 2𝜋 = 1, cos 3𝜋 = −1

cos 𝑛𝜋 = ൝
−1 𝑛 فرد

+1 𝑛 زوج
→ 1 − cos 𝑛𝜋 = ൝

2 𝑛 فرد

𝑛 زوج 0

cos دانیممی −𝜃 = cos 𝜃 , cos 0 = 1

𝑏𝑛 =
4𝑘

2𝑛 + 1 𝜋
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𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
4𝑘

2𝑛 + 1 𝜋
sin 2𝑛 + 1 𝑥 ∎

𝑓 تابع فوریة سری پس 𝑥 با است برابر:

𝑓 فوریة سری گسترده صورت به 𝑥 با است برابر:

𝑓 𝑥 =
4𝑘

𝜋
sin 𝑥 +

1

3
sin 3𝑥 +

1

5
sin 5𝑥 +

1

7
sin 7𝑥 + ⋯

:کنیممی مقایسه تابع اصل با و کنیممی بررسی را سری این کمی

𝑆1:جملة اول سری برابر است با =
4𝑘

𝜋
sin 𝑥
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:با است برابر سری دوم و اول جملة

𝑆2 =
4𝑘

𝜋
sin 𝑥 +

1

3
sin 3𝑥

 همس لذا و شوندمی کوچک بشدت بعدی جملات ضریب شودمی مشاهده که همانگونه❑

.شودمی ناچیز فوریه سری تشکیل در آنها

 چند وریهف سری دهیشکل در را سهم بیشترین که دهیممی نشان نیز شکل با ادامه در❑

 ولا جملة این به اصطلاح به .دارد عهده به اول جملة بویژه فوریه، سری نخست جملة

   .گویند "(Dominant) غالب" عبارت
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:انندم کرد استفاده توانمی نیز هامجموع از برخی محاسبة برای فوریه سری از همچنین

𝑓
𝜋

2
= 𝑘 =

4𝑘

𝜋
1 −

1

3
+

1

5
−

1

7
+ ⋯

→ 1 −
1

3
+

1

5
−

1

7
+ ⋯ =

𝜋

4
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𝜋

−𝜋

𝑘

−𝑘

𝑆1 =
4𝑘

𝜋
sin 𝑥
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𝜋

−𝜋

𝑘

−𝑘

𝑆1

4𝑘

3𝜋
sin 3𝑥

𝑆2
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𝜋

−𝜋

𝑘

−𝑘

𝑆3

4𝑘

5𝜋
sin 5𝑥

𝑆2
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ریاضیات مهندسی

و فرد و قضية دیریکلهزوج توابع 

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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فرد و زوج توابع و فوریه سری قضایای -6

 هک کرد توجه مسأله فرض به باید بگیریم عددی چه را 𝛼 اینکه انتخاب برای اویلر، معادلات در❑

.است ایبازه چه در دامنه

 از تا باشد ارنمتق گیریانتگرال دامنة که است آسانتر بود، فرد یا زوج نظر مورد تابع اگر :نکته❑

:که دانیممی زیرا .کنیم استفاده فرد و زوج توابع گیریانتگرال قضایای

 بازة در زوج تابع نمودار زیر مساحت و است صفر متقارن، بازة در فرد تابع نمودار زیر مساحت❑

.است راست سمت در نمودار زیر مساحت سمت برابر دو متقارن،
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رتصو به گیریانتگرال بازة تا کنیممی فرض 𝜋 با مساوی را 𝛼 شد، بحث که بازه تقارن به توجه با

−𝜋,𝜋 باشد.

𝑓 𝑥 : Odd function → න
−𝑎

𝑎

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝑓 𝑥 : Even function

→ න
−𝑎

𝑎

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2න
0

𝑎

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
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𝑓 تابع اگر که کرد استدلال توانمی نیز دیگری طور البته 𝑥 به را آن تواننمی پس باشد، فرد 

  .اردد سینوسی جملات فقط پس .نوشت ثابت و کسینوسی زوج توابع از مجموعی صورت

𝑓 تابع اگر حال 𝑥 داشت خواهیم باشد، فرد:
𝑓 𝑥 : Odd function

sin 𝑛𝑥 : Odd
cos 𝑛𝑥 : Even

𝑎0: Even

→ 𝑎0 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋
න
0

𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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.ندارند سینوسی جملات که نوشت توانمی نیز زوج توابع برای طور همین

𝑓 𝑥 : Even function
sin 𝑛𝑥 : Odd
cos 𝑛𝑥 : Even

𝑎0: Even

→

𝑎0 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
2

2𝜋
න
0

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
0

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋
න
0

𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 = 0
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 سری سپ دارد، خطی خاصیت انتگرال چون و است انتگرال پایة بر آن ضرایب و فوریه سری :نکته

.دارد خطی خاصیت نیز فوریه

  آن دیورو اگر اینکه یعنی دارد خطی خاصیت عملگری که شودمی بیان وقتی :خطی خاصیت

 .تاس هاورودی آن تک تک مجموع صورت به نیز آن خروجی باشد، تابع دو مجموع صورت به عملگر

:بگیرید نظر در را مشتق عملگر مثال عنوان به

  عملگر سپ .تابع دو مشتق مجموع با است برابر تابع، دو مجموع مشتق ،شودمی مشاهده که همانگونه

.شکندمی جبری جمع و ثابت ضریب به نسبت خطی عملگر دیگر بیان به .است خطی گیریمشتق
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𝑓 𝑥 →
𝑑

𝑑𝑥
→ 𝑓′ 𝑥

𝑔 𝑥 →
𝑑

𝑑𝑥
→ 𝑔′ 𝑥

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 →
𝑑

𝑑𝑥
→ 𝑓′ 𝑥 + 𝑔′ 𝑥

න 𝑎𝑓 𝑥 + 𝑏𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎න𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑏න𝑔 𝑥 𝑑𝑥

 :شکند به طور مثالولی عملگر خطی نسبت به ضرب نمی

.کندبه بیان آخر عملگر خطی از اصل جمع آثار پیروی می

𝑓𝑔 ′ ≠ 𝑓′𝑔′න 𝑓 𝑔 𝑑𝑥 ≠ න𝑓𝑑𝑥න𝑔𝑑𝑥

.است مشاهده قابل نیز انتگرال در خاصیت این

تابع از قسمت هر جداگانة فوریة سری جمع = تابع چند مجموع فوریة سری پس
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 نیست ربراب تابع خود با فوریه سری واقع در :دیریکله قضیة

 طهنق هر در تابع راست حد و چپ حد مجموع میانگین با بلکه

.است برابر

 باشد، پیوسته تابع اگر زیرا است برابر تابع خود با فوریه سری گفت توانمی باشد پیوسته تابع اگر حال

.است برابر تابع خود مقدار با تابع راست حد و چپ حد

Dirichlet, 1829,

Germany

𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
= 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥

𝑓+ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥+

𝑓 𝑥 𝑓− 𝑥 = lim
𝑥→𝑥−

𝑓 𝑥
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𝑇 تابع تناوب دورة اگر❑ = 2𝜋 کلی صورت به و نباشد 𝑇 = 2𝐿 ،کرد؟ باید چه باشد

𝑓 اگر❑ 𝑥 دورة اب متناوب و (باشد موجود نقطه هر در آن راست و چپ مشتق) پذیرانتگرال تابعی 

𝑇 تناوب = 2𝐿 ،تابع فوریة سری باشد 𝑓 𝑥 با است برابر:
𝑓 تابع فوریة سری: 𝑥

𝑎0 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 , 𝑏𝑛 =

1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
= 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥
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ریاضیات مهندسی

(1)هایی برای سری فوریه مثال

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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step) پله تابع فوریة سری :مثال function) بیابید را.

𝜋 2𝜋 3𝜋−𝜋−2𝜋−3𝜋 0

1

𝑥

𝑓 𝑥

مفهوم ضرایب در سری فوریه -7-1

فوریه سری برای هاییمثال -7
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𝑓 𝑥 = ቐ
0 − 𝜋 < 𝑥 < 0

1 0 < 𝑥 < 𝜋
→ 𝑓 𝑥 + 2𝜋 = 𝑓 𝑥 → 𝑇 = 2𝜋

 و دارد دموجو نقاط تمام در راست و چپ مشتق و است متناوب تابع بینیممی که همانگونه :پاسخ

.است برقرار فوریه سری شرایط پس .است متناهی

:رویممی 𝑎0 ضریب سراغ ابتدا فوریه سری ضرایب محاسبة برای

𝑎0 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Area under function

=
1

2𝜋
× 𝜋 =

1

2
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𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
−𝜋

0

0 × cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

=
1

𝜋
න
0

𝜋

cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ቤ
1

𝜋
×
1

𝑛
sin 𝑛𝑥

0

𝜋

+
1

𝜋
න
0

𝜋

1 × cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

=
1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋 − sin 0 = 0
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𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
−𝜋

0

0 × sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

+
1

𝜋
න
0

𝜋

1 × sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

=
1

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ቤ
1

𝜋
×
−1

𝑛
cos 𝑛𝑥

0

𝜋

=
1

𝑛𝜋
−cos 𝑛𝜋 + cos 0 =

1 + −1 𝑛+1

𝑛𝜋
−1 𝑛+1 1
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𝑓 تابع فوریة سری : 𝑥 𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
=
1

2
+෍

𝑛=1

∞
1 + −1 𝑛+1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝑥

:داشت خواهیم 𝑛 جای به عددگذاری با

=
1

2
+
2

𝜋
sin 𝑥 +

2

3𝜋
sin 3𝑥 +

2

5𝜋
sin 5𝑥 +

2

7𝜋
sin 7𝑥 +⋯

𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
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-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-4 -2 0 2 4

n =1

n = 3

n = 5

n = 25

𝝅−𝝅
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:نکات

شودمی رتنزدیک و نزدیک تابع خود به فوریه سری نمودار سری، جملات تعداد افزایش با❑

.کندمی میل تابع خود به پیوسته نقاط در فوریه سری❑

𝑥 ناپیوستة نقطة در فوریه سری❑ = 𝑦 از 0 =  ناپیوسته نقطه، این زیرا گذردمی 0.5

.کندمی میل راست و چپ حد میانگین به دیریکله قضیة طبق فوریه سری و است

𝑓 0+ = 0, 𝑓 0− = 1 →

@𝑥 = 0 Fourier series →
𝑓 0+ + 𝑓 0−

2
=
1

2
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 این با ؛شودمی تابع نمودار شبیه بسیار فوریه سری نمودار جملات، تعداد افزایش با❑

𝑥 ناپیوسته نقطة در که تفاوت =  جهش این .دارد رشد و ناگهانی جهش تابع دامنة 0

Gibbs) گیبس پدیدة را phenomenon) گویند.
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cos2:1 یادآوری 𝑥 =
1

2
1 + cos 2𝑥 sin2 𝑥 =

1

2
1 − cos 2𝑥

sin 𝑥 sin 𝑦 =
1

2
− cos 𝑥 + 𝑦 + cos 𝑥 − 𝑦

cos 𝑥 cos 𝑦 =
1

2
cos 𝑥 + 𝑦 + cos 𝑥 − 𝑦

sin 𝑥 cos 𝑦 =
1

2
sin 𝑥 + 𝑦 + sin 𝑥 − 𝑦
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:2 یادآوری
sin 𝑎 + sin 𝑏 = 2 sin

𝑎 + 𝑏

2
cos

𝑎 − 𝑏

2

cos 𝑎 + cos 𝑏 = 2 cos
𝑎 + 𝑏

2
cos

𝑎 − 𝑏

2

cos 𝑎 − cos 𝑏 = 2 sin
𝑎 + 𝑏

2
sin

𝑎 − 𝑏

2
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.بیابید را رو روبه تابع فوریة سری یا بسط :مثال

𝑓 𝑥 = ቐ
sin 𝑥 0 < 𝑥 < 𝜋

0 −𝜋 < 𝑥 < 0

𝜋 2𝜋 3𝜋−𝜋−2𝜋−3𝜋 0

1

𝑓 𝑥 + 2𝜋 = 𝑓(𝑥)

𝑎0 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝜋
න
−𝜋

0

0 𝑑𝑥 +
1

2𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
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𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

=
1

2𝜋
−
cos 1 − 𝑛 𝑥

1 − 𝑛
−
cos 1 + 𝑛 𝑥

1 + 𝑛
0

𝜋

=
1

𝜋
න
0

𝜋 1

2
sin 1 − 𝑛 𝑥 + sin 1 + 𝑛 𝑥 𝑑𝑥

=
1 + cos 𝑛𝜋

𝜋 1 − 𝑛2
=
1 + −1 𝑛

𝜋 1 − 𝑛2



16از  15

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

=
1

2𝜋
−
sin 1 + 𝑛 𝑥

1 + 𝑛
+
sin 1 − 𝑛 𝑥

1 − 𝑛
0

𝜋

= 0

𝑛 در :مشکل =  جداگانه تعریف از 𝑏1 و 𝑎1 برای مجبوریم و نیست محاسبه قابل 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 مقدار 1

.مشویمی مواجه               با گیریانتگـرال روند در زیـرا کنیم محاسـبه و بگیریم انتـگرال
1

1 − 𝑛
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1 cos 𝑥 + 𝑏1 sin 𝑥 +෍

𝑛=2

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥

:کنیممی محاسبه را 𝑏1 و 𝑎1 حال

𝑎1 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝑏1 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2

𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
=
1

𝜋
+
1

2
sin 𝑥 +෍

𝑛=2

∞
1 + −1 𝑛

𝜋 1 − 𝑛2
cos 𝑛𝑥
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(Tabular integration by parts)گیری جزء به جزء جدولی روش انتگرال -7-2

𝑑 𝑢𝑣 = 𝑢𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑢 → 𝑢𝑑𝑣

.برسیم جواب به زودتر تا است جزء به جزء گیریانتگرال روش از خاصی حالت ارائة ما قصد اینجا در❑

 ولی رودمی کار به لگاریتمی و مثلثاتی معکوس جبری، مثلثاتی، نمایی، توابع ضرب برای روش این❑

.است جبری و مثلثاتی نمایی، توابع ترکیب از خاصی حالت

فوریه سری برای هاییمثال -7

= 𝑑 𝑢𝑣 − 𝑣𝑑𝑢 → 𝑢𝑑𝑣׬ = 𝑢𝑣 − 𝑣𝑑𝑢׬
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𝑃 جبری تابع یک ضرب حاصل انتگرال :(1) حالت 𝑥 مثلثاتی یا نمایی توابع در

න𝑃 𝑥 𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 ,න𝑃 𝑥 cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 ,න𝑃 𝑥 sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥

𝑃 جدول یک چپ سمت در ابتدا1. 𝑥 را مثلثاتی یا نمایی توابع راست سمت در و دهیممی قرار را 

𝑃 از سپس .نویسیممی 𝑥 به مشتق تا نویسیممی آن پایین مرحله هر در و گیریممی مشتق 

.برسد صفر

 با را چپ متس از ردیف هر سپس .گیریممی انتگرال مثلثاتی یا نمایی تابع از مشتق، هر مقابل در2.

.کنیمیم جمع منفی و مثبت علامت با درمیان یکی و کرده ضرب راست سمت از ترپایین ردیف
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𝑃 𝑥 𝑒𝑎𝑥 مشتقلانتگرا

𝑃′ 𝑥
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥

𝑃′′ 𝑥
1

𝑎2
𝑒𝑎𝑥

⋮
1

𝑎3
𝑒𝑎𝑥

0

+

-

+

⋮
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𝑃 𝑥 cos 𝑎𝑥 مشتقانتگرال

𝑃′ 𝑥
1

𝑎
sin 𝑎𝑥

𝑃′′ 𝑥 −
1

𝑎2
cos 𝑎𝑥

⋮ −
1

𝑎3
sin 𝑎𝑥

0

+

-

+

⋮
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:مثال
𝐼 = න 2𝑥3 + 𝑥 𝑒3𝑥𝑑𝑥

2𝑥3 + 𝑥 𝑒3𝑥 مشتقانتگرال

6𝑥2 + 1
1

3
𝑒3𝑥

12𝑥 1

9
𝑒3𝑥

12
1

27
𝑒3𝑥

0

+

-

+

1

81
𝑒3𝑥

-

𝐼 = 2𝑥3 + 𝑥
𝑒3𝑥

3

− 6𝑥2 + 1
𝑒3𝑥

9

+ 12𝑥
𝑒3𝑥

27
− 12

𝑒3𝑥

81

𝐼 =
2

3
𝑥3 −

2

3
𝑥2 +

7

9
𝑥 −

7

27
𝑒3𝑥∎
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  :(2) حالت

 سمت در و اتیمثلث تابع چپ سمت صورت این در باشند، مثلثاتی و نمایی فقط ما توابع اگر حال❑

  .رسید نخواهیم صفر به بگیریم مشتق که هم قدر هرچه اما نویسیممی را نمایی تابع راست

 عتاب به گرفتن مشتق دوبار از پس صورت این در پذیرندمشتق نهایتبی تا مثلثاتی توابع زیرا❑

 در انتگرال اب را آخر جملة و دهیممی پایان را گرفتن مشتق وضعیت این در .رسیممی اول مثلثاتی

:کنیممی ضرب مقابل ردیف

නcos 𝑎𝑥 𝑒𝑏𝑥𝑑𝑥 ,නsin 𝑎𝑥 𝑒𝑏𝑥𝑑𝑥
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cos 𝑎𝑥 𝑒𝑏𝑥 مشتقانتگرال

−𝑎 sin 𝑎𝑥
1

𝑏
𝑒𝑏𝑥

1

𝑏2
𝑒𝑏𝑥

+

-

+
−𝑎2 cos 𝑎𝑥

sin 𝑎𝑥 𝑒𝑏𝑥 مشتقانتگرال

𝑎 cos 𝑎𝑥
1

𝑏
𝑒𝑏𝑥

1

𝑏2
𝑒𝑏𝑥

+

-

+

−𝑎2 sin 𝑎𝑥
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:مثال
𝐼 = න3 sin 3𝑥 𝑒−6𝑥𝑑𝑥

3sin 3𝑥 𝑒−6𝑥 انتگرال

9 cos 3𝑥 −
1

6
𝑒−6𝑥

1

36
𝑒−6𝑥

+

-

+
−27 sin 3𝑥

مشتق

𝐼 = −
3

6
sin 3𝑥 𝑒−6𝑥 −

9

36
cos 3𝑥 𝑒−6𝑥 +න−

27

36
sin 3𝑥 𝑒−6𝑥𝑑𝑥

−
9

36
𝐼
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𝐼 = −
3

6
sin 3𝑥 𝑒−6𝑥 −

9

36
cos 3𝑥 𝑒−6𝑥 −

9

36
𝐼

→ 𝐼 = න3 sin 3𝑥 𝑒−6𝑥𝑑𝑥 = −
1

5
𝑒−6𝑥 2 sin 3𝑥 + cos 3𝑥 ∎

→
45

36
𝐼 = −𝑒−6𝑥

1

2
sin 3𝑥 +

1

4
cos 3𝑥
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𝑓 تابع فوریة سری :مثال 𝑥 = 𝜋 − 𝑥 2 تناوب دورة با𝜋 بازة در−𝜋,𝜋 بیابید را.

𝜋 2𝜋 3𝜋−𝜋−2𝜋−3𝜋 0

2𝜋

𝑦1 ثابت تابع دو مجموع صورت به تابع این = 𝜋 فرد تابع و 𝑦2 = −𝑥 هر فوریه سری پس .است 

.کرد خواهیم حساب جداگانه را یک

:پاسخ

گیری جزء به جزء جدولیهای برای کاربرد روش انتگرالمثال -7-3
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𝐴) 𝑦1 = 𝜋 تابع ثابت → → سری فوریه به صورت مجموع توابع مثلثاتی و ثابت است

سری فوریة A:باشدپس سری فوریه این تابع خودش است زیرا ثابت می = 𝜋

𝐵) 𝑦2 = −𝑥 → تابع فرد است  →  𝑎0 = 0, 𝑎𝑛 = 0

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

−𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋
න
0

𝜋

−𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

 روش انتگرال جزء به جزء
جدولی 
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𝑏𝑛 =
2

𝜋
න
0

𝜋

−𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 −𝑥 sin 𝑛𝑥 مشتقانتگرال

−1 −
1

𝑛
cos 𝑛𝑥

0 −
1

𝑛2
sin 𝑛𝑥

+

-

+
𝑏𝑛 =

2

𝜋
อ

𝑥

𝑛
cos 𝑛𝑥 −

1

𝑛2
sin 𝑛𝑥

0

𝜋

𝑏𝑛 =
2

𝑛
cos 𝑛𝜋 =

2 −1 𝑛

𝑛

=
2

𝜋
×
𝜋

𝑛
cos 𝑛𝜋
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B سری فوریة = −𝑥 = ෍

𝑛=1

∞
2 −1 𝑛

𝑛
sin 𝑛𝑥

سری فوریة کل تابع  = 𝑦1 + 𝑦2 = 𝜋 − 𝑥 = B سری فوریةA سری فوریة +

𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
= 𝜋 +෍

𝑛=1

∞
2 −1 𝑛

𝑛
sin 𝑛𝑥 ∎
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  :مثال

𝑓 متناوب تابع فوریة سری 𝑥 = 3 𝑥 2 تناوب دورة با را𝜋 بازة در−𝜋,𝜋 بیابید.

𝑓 تابع 𝑥 = 3 𝑥 داریم لذا است فرد تابعی:

𝑎0 = 0, 𝑎𝑛 = 0

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋
3 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝜋
න
0

𝜋
3 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

روش انتگرال جزء به جزء جدولی 
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𝑥
1
3 sin 𝑛𝑥 مشتقانتگرال

1

3
𝑥−

2
3 −

1

𝑛
cos 𝑛𝑥

−
1

3
×
2

3
𝑥−

5
3 −

1

𝑛2
sin 𝑛𝑥

+

-

+

1

3
×
2

3
×
5

3
𝑥−

7
3

1

𝑛3
cos 𝑛𝑥

⋮ ⋮

-

 نای شودمی مشاهده که همانطور :یادداشت

 صفر به و دارد ادامه ابد تا گیریمشتق

کجاست؟ کار اشکال اما !رسدنمی

 است اوبمتن تابع :برویم شرایط سراغ به باید

دوم؟ شرط .دارد را اول شرط پس

𝑓′ 𝑥 =
1

3
3
𝑥2

@𝑥 = 0 → 𝑓′ 0 = نامتناهی

.است نامتناهی صفر در آن مشتق زیرا نیست موجود فوریه سری
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𝜋 2𝜋 3𝜋−𝜋−2𝜋−3𝜋 0

𝜋2

𝑓 تابع فوریة سری :مثال 𝑥 = 𝑥2 2 تناوب دورة با را𝜋 بازة در−𝜋,𝜋 بیابید را.

𝑓 تابع❑ 𝑥 = 𝑥2 دارد فوریه سری پس .است متناهی نقطه هر در آن مشتق و است متناوب. 

𝑏𝑛 لذا است، زوج تابع همچنین = .است 0

𝑎0 =
1

𝜋
න
0

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
× อ
𝑥3

3
0

𝜋

=
𝜋2

3
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𝑎𝑛 =
2

𝜋
න
0

𝜋

𝑥2 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥
cos 𝑛𝑥 مشتقانتگرال

2𝑥
1

𝑛
sin 𝑛𝑥

2 −
1

𝑛2
cos 𝑛𝑥

+

-

+

0 −
1

𝑛3
sin 𝑛𝑥

𝑥2

=
2

𝜋

𝑥2

𝑛
sin 𝑛𝑥 +

2𝑥

𝑛2
cos 𝑛𝑥 −

2

𝑛3
sin 𝑛𝑥

0

𝜋

𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
=
𝜋2

3
+෍

𝑛=1

∞
4 −1 𝑛

𝑛2
cos 𝑛𝑥 سری فوریه= ∎

=
4 −1 𝑛

𝑛2
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-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

−𝜋 𝜋−
𝜋

2

𝜋

2

𝑥2

𝑛 = 1

𝑥2 =
𝜋2

3
+෍

𝑛=1

∞
4 −1 𝑛

𝑛2
cos 𝑛𝑥

𝑛 = 2

𝑛 = 4
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@𝑥 = 𝜋 →
𝑓+ 𝜋 + 𝑓− 𝜋

2
=
𝜋2

3
+෍

𝑛=1

∞
4 −1 𝑛

𝑛2
cos 𝑛𝜋
−1 𝑛

−1 𝑛 −1 𝑛 = 1𝑛 = 1

𝑓+ 𝜋 = 𝑓− 𝜋 = 𝜋2

𝜋2 + 𝜋2

2
=
𝜋2

3
+෍

𝑛=1

∞
4

𝑛2

෍

𝑛=1

∞
4

𝑛2
=
2𝜋2

3
→ ෍

𝑛=1

∞
1

𝑛2
=
𝜋2

6
∎

.کرد محاسبه میتوان مناسب، 𝑥 انتخاب با را هاسری از برخی :یادداشت
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𝑓 تابع فوریة سری :مثال 𝑥 = 𝑒𝑥 2 تناوب دورة با را𝜋 0,2بازة در𝜋 بیابید را.

𝑎0.است 2𝜋 تا 0 از گیریانتگرال بازة :توجه =
1

2𝜋
න
0

2𝜋

𝑒𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝜋
ቚ𝑒𝑥
0

2𝜋

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
0

2𝜋

𝑒𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
1

𝜋
𝑒𝑥 cos 𝑛𝑥 + 𝑒𝑥𝑛 sin 𝑛𝑥

0

2𝜋

−
1

𝜋
න
0

2𝜋

𝑒𝑥𝑛2 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

cos 𝑛𝑥 𝑒𝑥 ال
گر

انت

−𝑛 sin 𝑛𝑥 𝑒𝑥

𝑒𝑥

+

-

+ −𝑛2 cos 𝑛𝑥

ق
شت

م

𝑎0 =
𝑒2𝜋 − 1

2𝜋
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1 + 𝑛2
1

𝜋
න
0

2𝜋

𝑒𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒𝑥

𝜋
cos 𝑛𝑥 + 𝑛 sin 𝑛𝑥 0

2𝜋

𝑎𝑛

𝑎𝑛 =
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2

𝑎𝑛 =
1

𝜋 1 + 𝑛2
𝑒2𝜋 cos 2𝜋𝑛

1

+ 𝑛𝑒2𝜋 sin 2𝜋𝑛
0

− 𝑒0 ถcos0
1

− 𝑛𝑒0 ถsin0
0
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𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
0

2𝜋

𝑒𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥
sin 𝑛𝑥 𝑒𝑥

ال
گر

انت

𝑛 cos 𝑛𝑥 𝑒𝑥

𝑒𝑥

+

-

+
−𝑛2 sin 𝑛𝑥

مشتق

−
1

𝜋
න
0

2𝜋

𝑒𝑥𝑛2 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

=
1

𝜋
𝑒𝑥 sin 𝑛𝑥 − 𝑒𝑥𝑛 cos 𝑛𝑥

0

2𝜋

1 + 𝑛2
1

𝜋
න
0

2𝜋

𝑒𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒𝑥

𝜋
sin 𝑛𝑥 − 𝑛 cos 𝑛𝑥

0

2𝜋

𝑏𝑛
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𝑏𝑛 =
1

𝜋 1 + 𝑛2
𝑒2𝜋 sin 2𝜋𝑛

0

− 𝑛𝑒2𝜋 cos 2𝜋𝑛
1

− 𝑒0 ถsin0
0

+ 𝑛𝑒0 ถcos0
1

𝑏𝑛 =
𝑛 1 − 𝑒2𝜋

𝜋 1 + 𝑛2

=
𝑒2𝜋 − 1

2𝜋
+෍

𝑛=1

∞
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2
cos 𝑛𝑥 +

𝑛 1 − 𝑒2𝜋

𝜋 1 + 𝑛2
sin 𝑛𝑥

𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥
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𝑦 تابع خود :توجه 𝑥 = 𝑒𝑥 فرد و زوج تابع دو مجموع صورت به توانمی را sinh 𝑥 و  

cosh 𝑥 توابع فوریة بسط گفت توانمی پس .نوشت cosh 𝑥 و sinh 𝑥 اند شرح بدین:

cosh 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
=
𝑒2𝜋 − 1

2𝜋
+෍

𝑛=1

∞
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2
cos 𝑛𝑥

sinh 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
= ෍

𝑛=1

∞
𝑛 1 − 𝑒2𝜋

𝜋 1 + 𝑛2
sin 𝑛𝑥
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𝑓 تابع فوریة سری :مثال 𝑥 = 1 + 𝑥 دهید نشان و بیابید را 1,1−بازة در 2 تناوب دورة با را:

𝐴 = ෍

𝑛=0

∞
−1 𝑛

2𝑛 + 1
=
𝜋

4 𝑇 تناوب دورة :توجه = 2𝐿 = :است 2

𝑓(𝑥) سری فوریة = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

:آوریممی دست به تابع دو فوریة سری مجموع صورت به را فوریه سری❑

𝑦1 :نخست تابع❑ = .است برابر خود فوریة سری با باشدمی ثابت تابع چون که است 1

𝑦2 دوم تابع❑ = 𝑥 پس است فرد تابعی چون و است 𝑎0 و 𝑎𝑛 ندارد.
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𝑏𝑛 =
1

1
න
−1

1

𝑥 sin
𝑛𝜋

1
𝑥 𝑑𝑥

𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥 مشتقانتگرال

1 −
1

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋𝑥

0 −
1

𝑛2𝜋2
sin 𝑛𝜋𝑥

+

-

= 2 −
𝑥

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋𝑥 +

1

𝑛2𝜋2
sin 𝑛𝜋𝑥

0

1

= 2 −
1

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋 =

2 −1 𝑛+1

𝑛𝜋

𝑏𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥
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= 1 +෍

𝑛=1

∞
2 −1 𝑛+1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥سری فوریة 𝑓(𝑥)

:کنیممی مقایسه فوریه سری بسط با و کنیممی باز را سوال در مطلوب سری

𝐴 = 1 −
1

3
+
1

5
−
1

7
+
1

9
−⋯

𝑓(𝑥) سری فوریة = 1 +
2

𝜋
sin 𝜋𝑥 −

2

2𝜋
sin 2𝜋𝑥 +

2

3𝜋
sin 3𝜋𝑥

−
2

4𝜋
sin 4𝜋𝑥 +

2

5𝜋
sin 5𝜋𝑥 +⋯
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 در یکی دبای جملات دیگر و ببریم بین از را زوج مخرج با جملات باید که شویممی متوجه مقایسه از

𝑥 لذا .باشند منفی و مثبت میان = Τ1 :دهیممی قرار 2

𝑓
1

2
= 1 +

2

𝜋
sin

𝜋

2
−

2

2𝜋
ถsin𝜋
0

+
2

3𝜋
sin

3𝜋

2

1 +
1

2
= 1 +

2

𝜋
1 −

1

3
+
1

5
−
1

7
+
1

9
−⋯ → 𝐴 =

𝜋

4
∎

𝐴

−
2

4𝜋
sin 2𝜋

0

+
2

5𝜋
sin

5𝜋

2
+⋯
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ریاضیات مهندسی

(4)هایی برای سری فوریه مثال

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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.گرفت نتگرالا و مشتق پذیر،انتگرال و پذیرمشتق تابع یک فوریة سری از توانمی :نکته

𝑓سری فوریه تابع :  𝑥 𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥

′𝑓سری فوریه تابع :  𝑥 𝑓′ 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞

−𝑛𝑎𝑛 sin 𝑛𝑥 + 𝑛𝑏𝑛 cos 𝑛𝑥

𝑏𝑛
′ 𝑎𝑛

′

:مشتق از سری فوریه

گیری از سری فوریه و انتگرال مشتق -7-4
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න𝑓:ابعانتگرال سری فوریه ت:انتگرال از سری فوریه 𝑥 𝑑𝑥

න𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎0𝑥 +෍

𝑛=1

∞
𝑎𝑛
𝑛
sin 𝑛𝑥 −

𝑏𝑛
𝑛
cos 𝑛𝑥

 باید سپ .نیستیم جبری تابع از استفاده به مجاز فوریه سری در زیرا است 𝑎0𝑥 جملة مشکل :نکته

.ببریم تساوی چپ سمت به را جمله این

න𝑓 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑎0𝑥 = ෍

𝑛=1

∞
𝑎𝑛
𝑛
sin 𝑛𝑥 −

𝑏𝑛
𝑛
cos 𝑛𝑥 :هسری فوری

𝑏𝑛
′ 𝑎𝑛

′
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.کنید اثبات را 𝑆 سری و بیابید را زیر شکل ایاره تابع فوریة سری :مثال

𝑆 = ෍

𝑛=1

∞
−1 𝑛

1 − 2𝑛 3
=
𝑛3

32𝑓 𝑥 =

𝜋

2
+ 𝑥 −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 0

𝜋

2
− 𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

𝜋 2𝜋 3𝜋−𝜋−2𝜋−3𝜋

Τ𝜋 2

− Τ𝜋 2

.مکنیمی رسم را تابع ابتدا :پاسخ

𝑏𝑛 و است زوج تابع که یابیممی در تابع رسم با = .باشدمی 0
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𝑎0 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Area under function

= 0

𝑎𝑛 =
2

𝜋
න
0

𝜋 𝜋

2
− 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
2

𝜋

𝜋

2
− 𝑥

1

𝑛
sin 𝑛𝑥 −

1

𝑛2
cos 𝑛𝑥

0

𝜋

cos 𝑛𝑥

−1
1

𝑛
sin 𝑛𝑥

0 −
1

𝑛2
cos 𝑛𝑥

+

-

+

𝜋

2
− 𝑥

𝑎𝑛 =
2

𝜋
−
1

𝑛2
cos 𝑛𝜋 +

1

𝑛2
=

2

𝜋𝑛2
−1 𝑛+1 + 1
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𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥

2
= ෍

𝑛=1

∞
2

𝜋𝑛2
−1 𝑛+1 + 1 cos 𝑛𝑥 ∎

:رویمبرای اثبات سری خواسته شده، این مسیر را می

𝑓 𝑥 =
4

𝜋
cos 𝑥 +

cos 3𝑥

32
+
cos 5𝑥

52
+
cos 7𝑥

72
+⋯

:متابع پیوسته است، پس داری

𝑆 = ෍

𝑛=1

∞
−1 𝑛

1 − 2𝑛 3
= 1 −

1

33
+
1

53
−
1

73
+⋯

:اندازیمبه سری خواسته شده، نگاهی می

☻. های مخرج بزرگتر از توان سری فوریه استبینیم که توانمی
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 .شود بزرگتر آن مخرج توان تا دهیم انجام تابع روی کاری باید پس❑

 را توان جمخر مشتق بینیممی که داریم انتگرال و مشتق عمل دو ریاضی، خطی هایعملیات در❑

  .کندمی بزرگتر را مخرج توان انتگرال و بردمی بین از

.بگیریم انتگرال آن فوریة سری و تابع از است کافی پس❑

න𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න
𝜋

2
− 𝑥 𝑑𝑥 =

𝜋

2
𝑥 −

𝑥2

2

=
4

𝜋
sin 𝑥 +

sin 3𝑥

33
+
sin 5𝑥

53
+
sin 7𝑥

73
+⋯
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 بینیممی کنیم، نگاه شده خواسته دنبالة به اگر اما است شده درست سری مخرج مرحله، این در❑

.هستند منفی و مثبت میان در یک جملات که

  .کنیم تبدیل 1± به را هاسینوس باید کسر صورت در لذا❑

𝑥 باید پس❑ = Τ𝜋 .دهیم قرار 2

@𝑥 =
𝜋

2
→
𝜋

2
×
𝜋

2
−

𝜋
2

2

2
=
𝜋2

8
=
4

𝜋
1 −

1

33
+
1

53
−
1

73
+⋯

𝑆 = 1 −
1

33
+
1

53
−
1

73
+⋯ =

𝜋3

32
∎
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 را 𝜋,𝜋−بازة در 2𝜋 تناوب دورة با بودن متناوب فرض با را دیراک دلتای تابع فوریة سری :مثال

.بیابید

𝛿 صورت به که ضربه یا دیراک دلتای :نکته❑ 𝑡 فقط و نیست تابع اصل در شود،می داده نمایش 

  .کرد مدلسازی را ضربه آن با بتوان تا است ریاضیاتی تعریف یک

𝑡 در بجز تابع این مقدار که شودمی فرض❑ = .است صفر خود دامنة همة در ،0

𝑡 در ضربه تابع مقدار❑ = .شودمی فرض نهایتبی ، 0

یا ضربه (Dirac delta function)سری فوریة تابع دلتای دیراک  -7-5
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𝜀 → 0

𝜀 وقتی که یمبکش طوری را نمودار زیر ناحیة یا مستطیل خواهیممی زیر شکل در که کنید فرض اینگونه

→ .رسیممی ضربه یا دیراک دلتای تابع به صورت این در .کند میل 0

−
𝜀

2

𝜀

2
0

1

𝜀

0

∞  این که هم قدر هرچه که است ایگونه به دیراک دلتای تابع

 .ماند خواهد 1 با برابر آن زیر مساحت شود، باریک مستطیل

:داریم پس

න
−∞

+∞

𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 1
با اغماض

𝛿 𝑡 = ቐ
0 𝑡 ≠ 0

+∞ 𝑡 = 0
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:که است این تابع این دیگر هایخاصیت از :یادداشت

.بیابیم را آن فوریة سری تا کنیممی استفاده خاصیت این از حال❑

𝑥 در تابع این مقدار که کرد توجه باید ولی❑ = .است صفر خود، دامنة بقیة در و است نهایتبی ،0

. 𝜋+ تا 𝜋− از یا باشد ∞+ تا ∞− از بازه این که ندارد فرقی پس❑

න
−∞

+∞

𝑓 𝑡 𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓 0 → න
−∞

+∞

𝑓 𝑡 𝛿 𝑡 − 𝑇 𝑑𝑡 = 𝑓 𝑇
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𝑎0 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝛿 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝜋

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝛿 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
sin 0 = 0

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝛿 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
cos 0 =

1

𝜋

𝛿 𝑥 =
1

2𝜋
+෍

𝑛=1

∞
1

𝜋
cos 𝑛𝑥 ∎
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𝛿 𝑡 =
1

2𝜋
+෍

𝑛=1

∞
1

𝜋
cos 𝑛𝑡 ∎

 تمام شود،یم ارتعاشی تحلیل ضربه به مربوط سیگنال وقتی که است معنی بدان این ارتعاشات در

.دارند وجود آن در شدت یک با هافرکانس
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(زوج) کسینوسی و (فرد) سینوسی دامنة نیم بسط -8

  .باشد متناوب تابع که بود این فوریه، دنبالة وجود برای شرطها از یکی❑

 طبس آن برای بخواهیم و نباشد هم متناوب و باشد شده تعریف 𝐿,0دامنة در تابع یک اگر حال❑

.بگیریم نظر در متناوب فرد یا زوج صورت به آنرا توانیممی بنویسیم فوریه

  .شودمی گفته کسینوسی یا سینوسی دامنة نیم بسط اصطلاحاً اینکار به❑

 و داریم دامنه از نیمی در فقط را تابع ضابطة که حال .بود 𝐿,𝐿−توابع دامنة فوریه، بسط در❑

:برد کار به توانمی را فرض دو نداریم، را 𝐿,0−دامنة نیم در ضابطه
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0 𝐿

.داد زوج گسترش را تابع توانمی و است زوج تابع :1 فرض

0 𝐿 2𝐿 3𝐿−3𝐿 −2𝐿 −𝐿

0 𝐿 2𝐿 3𝐿−3𝐿 −2𝐿 −𝐿

.داد فرد گسترش را تابع توانمی و است فرد تابع :2 فرض
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  :تابع بودن زوج فرض -8-1

 فقط و بود خواهد صفر (𝑏𝑛) سینوسی جملات ضرایب تابع، بودن زوج صورت در که دانیممی❑

  .داشت خواهیم ثابت و کسینوسی جملات

 آن ضرایب .دشومی گفته (زوج) کسینوسی فوریة سری فوریه، سری نوع این به سبب همین به❑

:شودمی محاسبه صورت این به نیز

𝑓 𝑥 is Even: 𝑎0 =
1

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥
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 :تابع بودن فرد فرض -8-2

 سپس و یمدهمی گسترش فرد صورت به را تابع و باشد فرد تابع کنیممی فرض حالت این در❑

  .آوریممی دست به را ضرایب

 فقط و داشت نخواهیم کسینوسی جملات ضرائب و ثابت عدد تابع، فرد فوریة بسط در لذا❑

 فوریة سری فوریه، سری نوع این به خاطر همین به و داشت خواهیم سینوسی جملات

.شودمی گفته سینوسی

𝑓 𝑥 is Odd: 𝑏𝑛 =
2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥
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𝑓 تابع کسینوسی فوریة سری :مثال 𝑥 = sin 𝑥 0دامنة نیم در را,𝜋 بنویسید.

0 𝜋 2𝜋 3𝜋−3𝜋 −2𝜋 −𝜋

.یمدهمی گسترش را تابع و باشد زوج تابع کنیممی فرض ابتدا❑

𝑎0 =
1

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋

𝑎𝑛 =
2

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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𝑛 در است مشاهده قابل که مشکلی اما❑ =   .است 1

.کنیم محاسبه جداگانه 𝑎1 باید ما و نیست محاسبه قابل 𝑎𝑛 مقدار❑

𝑎1 =
2

𝜋
න
0

𝜋

sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 0

sin تابع کسینوسی فوریة سری : 𝑥 =
1

𝜋
+෍

𝑛=2

∞
2 1 + −1 𝑛

𝜋 1 − 𝑛2
cos 𝑛𝑥

𝑎𝑛 =
2

𝜋
න
0

𝜋 1

2
sin 1 − 𝑛 𝑥 + sin 1 + 𝑛 𝑥 𝑑𝑥

قبلاً این انتگرال ثابت شد
𝑎𝑛 =

2 1 + −1 𝑛

𝜋 1 − 𝑛2
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.سیدبنوی را روروبه تابع سینوسی فوریة سری :مثال

𝑓 𝑥 =

1 0 < 𝑥 < 1

1

2
1 < 𝑥 < 2

:دهیممی گسترش فرد صورت به را تابع و است 0,2نظر مورد دامنة نیم اینجا در

𝑏𝑛 =
2

2
න
0

2

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

2
𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 = න
0

1

sin
𝑛𝜋

2
𝑥 𝑑𝑥 + න

1

21

2
sin

𝑛𝜋

2
𝑥 𝑑𝑥
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𝑏𝑛 = −
2

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋

2
− 1 −

1

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋 − cos

𝑛𝜋

2

𝑏𝑛 =
2 + −1 𝑛

𝑛𝜋
−

1

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋

2

= ෍

𝑛=1

∞
2 + −1 𝑛

𝑛𝜋
−

1

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋

2
sin

𝑛𝜋

2
𝑥 ابعت سینوسی فوریة سری∎

𝑏𝑛 = −
2

𝑛𝜋
ฬcos

𝑛𝜋

2
𝑥

0

1

−
1

𝑛𝜋
ฬcos

𝑛𝜋

2
𝑥
1

2
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اتحاد پارسوال

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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پارسوال اتحاد -9

.دارد را فوریه سری شرایط که داریم 𝐿,𝐿−بازة در متناوبی تابع کنید فرض

𝑎0 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 , 𝑎𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥
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𝑓 در را طرف دو اینکار برای .کنیم اثبات جدیدی اتحاد خواهیممی حال 𝑥 در و کنیممی ضرب 

.گیریممی انتگرال 𝐿,𝐿−بازة

𝑓2 𝑥 = 𝑎0𝑓 𝑥 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + 𝑏𝑛𝑓 𝑥 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = න
−𝐿

𝐿

𝑎0𝑓 𝑥 𝑑𝑥

+෍

𝑛=1

∞

න
−𝐿

𝐿

𝑎𝑛𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 + න

−𝐿

𝐿

𝑏𝑛𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥
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න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎0න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

:های اویلر داریمطبق فرمول

+෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 + 𝑏𝑛න

−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑎0 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 → න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2𝐿𝑎0
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𝑎𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 → න

−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 = 𝐿𝑎𝑛

𝑏𝑛 =
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 → න

−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 = 𝐿𝑏𝑛

න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎0 2𝐿𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 𝐿𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 𝐿𝑏𝑛
÷𝐿

1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = 2𝑎0
2 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 اتحاد پارسوال 
(Parseval’s identity)
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 :یادداشت

𝑎𝑛 فقط و نداریم کسینوس و سینوس معادله این در❑
𝑏𝑛 و 2

.شودمی دیده 2

 .شودمی استفاده هادنباله اثبات برای معادله این از :پارسوال اتحاد کاربرد❑

 تابع وریةف سری ابتدا کنیم، اثبات را مشخصی سری جواب تا شد خواسته ما از ایمسأله در اگر❑

:کنیممی توجه شده خواسته سری و فوریه سری مخرج به سپس و نویسیممی را
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 را نوسکسی و سینوس توانمی فوریه سری در جایگذاری با بود، یکسان دو هر در 𝑛 توان اگر❑

 .آید دست به سری تا کرد حذف

 سری از ابتدا بود، بیشتر درجه یک فوریه سری در 𝑛 توان از مطلوب سری در 𝑛 توان اگر❑

.کنیممی جایگذاری و گیریممی انتگرال فوریه

 فوریه سری از بود، کمتر درجه یک فوریه سری در 𝑛 توان از مطلوب سری در 𝑛 توان اگر❑

.کنیممی جایگذاری و گیریممی مشتق

 ادهاستف پارسوال اتحاد از بود، فوریه سری توان برابر دو مطلوب سری در 𝑛 توان اگر آخر در❑

.کنیممی
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𝑓 تابع کسینوسی فوریة سری :مثال 𝑥 = 𝑥2 از استفاده با و بنویسید 0,2بازة در را 

:کنید ثابت را زیر دنبالة پارسوال، اتحاد
෍

𝑛=1

∞
1

𝑛4
=
𝜋4

90

𝑓 تابع کسینوسی فوریة سری ابتدا 𝑥 = 𝑥2 0بازة در را,𝐿 = :نویسیممی 0,2

𝑎0 =
1

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
න
0

2

𝑥2𝑑𝑥 =
8

6

𝑎𝑛 =
2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 =

2

2
න
0

2

𝑥2 cos
𝑛𝜋

2
𝑥 𝑑𝑥
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𝑥2 cos
𝑛𝜋

2
𝑥 مشتقلانتگرا

2𝑥

2

+

-

+

0

2

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋

2
𝑥

−
4

𝑛2𝜋2
cos

𝑛𝜋

2
𝑥

−
8

𝑛3𝜋3
sin

𝑛𝜋

2
𝑥

𝑎𝑛 =
2𝑥2

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋

2
𝑥 +

8𝑥

𝑛2𝜋2
cos

𝑛𝜋

2
𝑥 −

16

𝑛3𝜋3
sin

𝑛𝜋

2
𝑥

0

2

𝑎𝑛 =
16

𝑛2𝜋2
cos 𝑛𝜋 =

16

𝑛2𝜋2
−1 𝑛
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:نوشت اینگونه 0,2بازة در توانمی پس

𝑥2 =
8

6
+෍

𝑛=1

∞
16

𝑛2𝜋2
−1 𝑛 cos

𝑛𝜋

2
𝑥 ∎

:داریم 𝑛4 مطلوب سری در ولی داریم 𝑛2 فوریه، سری مخرج در بینیدمی که همانگونه❑

 انتگرال و قمشت و جایگذاری با تواننمی پس است، فوریه سری برابر دو مطلوب سری توان یعنی❑

:کنیم استفاده پارسوال اتحاد از باید و رسید مطلوب سری به

෍

𝑛=1

∞
1

𝑛4
=
𝜋4

90
:مطلوب فوریه سری
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1

2
න
−2

2

𝑥2
2
𝑑𝑥 = 2

8

6

2

+෍

𝑛=1

∞
16 −1 𝑛

𝑛2𝜋2

2

1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = 2𝑎0
2 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 :اتحاد پارسوال

32

5
=
32

9
+
162

𝜋4
෍

𝑛=1

∞
1

𝑛4
→ ෍

𝑛=1

∞
1

𝑛4
=
𝜋4

90
∎
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  تاس تعادل نقطة یک حول کوتاه دامنة با نوسانی حرکتی اصطلاحاً ارتعاشات

Forced) اجباری اتعاشات -10 vibration)
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:است مشاهده قابل نیرو گونه سه ارتعاشی هایپدیده بیشتر در

.است اینرسی یا جرم آن عامل که است شتاب با متناسب نیرو این :اینرسی نیروی -1

 سرعت اب مواقع بیشتر در و کندمی جذب را سامانه انرژی نیرو این :کنندهمستهلک نیروی -2

.است سیال لزجت آن عامل و است متناسب

 با و تاس سامانه انرژی کنندةذخیره نیرو این :بازگرداننده نیروی -3

.است فنر آن عامل و است متناسب جاییجابه
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:است نوع دو ارتعاشات سامانه، به وارد خارجی نیروهای دیدگاه از

.مهستی آزاد ارتعاشات شاهد باشیم، نداشته خارجی نیروی اگر ارتعاشات در :آزاد ارتعاشات -1

.هستیم اجباری ارتعاشات شاهد باشیم، داشته خارجی نیروی اگر ارتعاشات در :اجباری ارتعاشات -2

𝑘 𝑐

𝑚

𝐹 𝑡 = 𝐹0 sin 𝜔𝑡

𝑥

𝐹 𝑡

𝑚 ሷ𝑥

𝑘𝑥 𝑐 ሶ𝑥
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𝑘

𝑐

𝑓(𝑡)

𝑥(𝑡)

𝑓(𝑡)𝒎𝒎

𝑐 ሶ𝑥

𝑘𝑥

𝑚 ሷ𝑥

∑𝐹 = 𝑚 ሷ𝑥 → 𝑓 𝑡 − 𝑐 ሶ𝑥 − 𝑘𝑥 = 𝑚 ሷ𝑥 → 𝑚 ሷ𝑥 + 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑓 𝑡

.دآیمی دست به زمان با جاییجابه ارتباط ناهمگن، خطی دیفرانسیل معادلة این حل با❑

 پاسخ سپس و کنیممی حل را همگن معادلة ابتدا ناهمگن، خطی دیفرانسیل معادلة حل برای❑

.کنیممی اضافه آن به را ناهمگن
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:(Harmonic) هماهنگ و (Periodic) متناوب حرکت تفاوت

زمانی دورة یک در تکرارشونده حرکت یعنی :متناوب حرکت

 شتاب که حرکتی یعنی :هارمونیک حرکت

 .ددارن تفاوت ضریب یک در جاییجابه با حرکت

 توابع حسب بر توانمی را هارمونیک حرکت

.کرد بیان مثلثاتی
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 براحتی ،اشدنب متناوب تابعی ،(سامانه به وارد خارجی نیروی) ناهمگن عبارت اگر موارد بیشتر در●

  .کرد پیدا را ناهمگن پاسخ توانمی

 پیچیده و سخت دیفرانسیل معادلة ناهمگن پاسخ ؛باشد متناوب تابعی ناهمگن، عبارت اگر اما●

 توابع معج صورت به را متناوب تابع و گیریممی کمک فوریه سری از که اینجاست و شودمی

  .بیابیم نیز را ناهمگن جواب بتوانیم تا نویسیممی مثلثاتی هارمونیک

:کنید توجه زیر مثال به بهتر فهم برای
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𝑘 = 25
g

s2

𝑐 = 0.02
g

s

𝑚 = 1 g

.دبیابی را شده داده نشان سامانة نوسانی حرکت پاسخ :مثال

g ∙ Cm

𝑠2

𝑟 𝑡 =

𝑡 +
𝜋

2
−𝜋 < 𝑡 < 0

−𝑡 +
𝜋

2
0 < 𝑡 < 𝜋

𝑦 𝑡

𝜋 2𝜋 3𝜋
−𝜋

−2𝜋

−3𝜋
Τ𝜋 2

− Τ𝜋 2

𝑟 𝑡

𝑟 𝑡
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.است غیرسینوسی متناوب نیروی با اجباری ارتعاش اثر در جاییجابه مقدار درک برای قبل، مثال

ሷ𝑦 + 0.02 ሶ𝑦 + 25𝑦 = 𝑟 𝑡

ሷ𝑦:آوریممی دست به را همگن پاسخ ابتدا (الف) + 0.02 ሶ𝑦 + 25𝑦 = 0

  .کنیممی استفاده اپراتور روش از اینکار برای❑

:کنیممی استفاده 𝐷 علامت یعنی آن اپراتور از مشتق جای به روش این در❑

𝑦′ 𝑜𝑟 ሶ𝑦 = 𝐷𝑦 (𝐷𝑛𝑦 = 𝑦 𝑛 ام 𝑛 مشتق

𝐷2𝑦 + 0.02𝐷𝑦 + 25𝑦 = 0 𝐷2 + 0.02𝐷 + 25 𝑦 = 0

𝑦فاکتورگیری از 
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1- 𝐷 با برابر و حقیقی عددی 𝜆 است صورت بدین جواب آنگاه .باشد:

𝐷2 + 0.02𝐷 + 25 = 0 :داشت خواهیم 𝐷 برای جواب نوع سه معادله این حل از

2- 𝐷 با برابر و مختلط عددی 𝑎 ± 𝑏𝑖 است صورت بدین جواب آنگاه .باشد:

𝑦 𝑡 = 𝑒𝑎𝑡 𝐶1 cos 𝑏𝑡 + 𝐶2 sin 𝑏𝑡

𝑦 𝑡 = 𝐶𝑒𝜆𝑡

:است شکل بدین 𝑦 آنگاه .باشد تکرار بار 𝑚 با مختلط عددی 𝐷 کلی طور به -3

𝑦 𝑡 = ෍

𝑖=1

𝑚

𝑡𝑖−1𝑒𝑎𝑡 𝐶1𝑖 cos 𝑏𝑡 + 𝐶2𝑖 sin 𝑏𝑡
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ሷ𝑦     :کنیممی حل را آمده دست به معادلة حال + 0.02 ሶ𝑦 + 25𝑦 = 0

:است شکل بدین حرکت معادله (گذرا پاسخ) همگن جواب شدند، مشخص هاریشه که حال

𝑦ℎ 𝑡 = 𝑒−0.01𝑡 𝐶1 cos 9.99𝑡 + 𝐶2 sin 9.99𝑡

Δ = 0.02 2 − 4 1 25 = −99.9996

𝐷 =
−0.02 ± −99.9996

2
= −0.01 ± 9.99 𝑖
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 ونیگوناگ هایروش که داشت توجه باید (ماندگار پاسخ) ناهمگن جواب یافتن برای حال (ب)

  .کنیممی استفاده نامعین ضرایب روش از ما قسمت این در .دارد وجود اینکار برای

 در یگذاریجا با و کنیممی فرض نامعین ضرایب با تابعی صورت به را ناهمگن جواب روش این در

  .یابیممی را نامعین ضرایب ناهمگن، معادلة

 وابسته ادلهمع راست سمت در ناهمگن تابع نوع به کنیممی فرض ناهمگن معادلة برای که پاسخی

:مثال برای .است
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جملة ناهمگن جواب ناهمگن

𝐶عدد ثابت  → 𝑦𝑝 𝑡 = 𝐴

𝑡𝑛ای  چندجمله
→ 𝑦𝑝 = 𝐴𝑛𝑡𝑛 + 𝐴𝑛−1𝑡𝑛−1 + ⋯ +

𝑒𝑎𝑡تابع نمایی 
→ 𝑦𝑝 = 𝐴𝑒𝑎𝑡

sinتابع مثلثاتی  𝑏𝑡 یا cos 𝑏𝑡 → 𝑦𝑝 = 𝐴 cos 𝑏𝑡 + 𝐵 sin 𝑏𝑡

 𝑡 در ایدب حتماً و نیست قبول مورد باشد، داشته همگن جواب مانند شکلی ناهمگن جواب اگر :نکته

.شود ضرب
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𝑟 خارجی نیروی که دید خواهیم کنیم حل را مسأله ناهمگن معادلة بخواهیم اگر حال❑ 𝑡، یک 

  .کندمی سخت را کار که دارد ضابطه چندین اصل در و است متناوب تابع

 سری وشتنن با .کنیممی استفاده آن فوریة سری از متناوب تابع جای به مشکل این رفع برای❑

:رسیممی شکل این به آن فوریة

=
4

𝜋
cos 𝑥 +

cos 3𝑥

32
+

cos 5𝑥

52
+

cos 7𝑥

72
+ ⋯

𝑟 𝑡 = ෍

𝑛=1

∞
2

𝜋𝑛2
−1 𝑛+1 + 1 cos 𝑛𝑡



27از  15

:شودمی صورت بدین ما دیفرانسیل معادلة پس

ሷ𝑦 + 0.02 ሶ𝑦 + 25𝑦 = ෍
4

𝜋𝑛2
cos 𝑛𝑡 𝑛 = 1,3,5,7, ⋯

 بجوا یک ناهمگن جملة هر ازای به باید موارد این در .اند زیاد بسیار ما ناهمگن هایجمله :نکته

عنیی الگو یک از ناهمگن هایجمله این تمام خوشبختانه اما کنیم جمع هم با و بیابیم ناهمگن

4

𝜋𝑛2 cos 𝑛𝑡 کافی یجهنت در .بیابیم را ناهمگن جواب کلی شکل توانیممی پس .کنندمی پیروی 

جملة ازای به را ناهمگن جواب است
4

𝜋𝑛2 cos 𝑛𝑡 همة ∑ یک دادن قرار با سپس و بیابیم 

.باشیم داشته را ناهمگن هایجواب
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ሷ𝑦 + 0.02 ሶ𝑦 + 25𝑦 =
4

𝜋𝑛2
cos 𝑛𝑡 , 𝑛 = 1,3,5,7, ⋯

 در را آن و مکنیمی فرض مثلثاتی را ناهمگن جواب نیز ما پس است، مثلثاتی ناهمگن، شکل چون

.کنیممی جایگذاری معادله

𝑦𝑝 𝑡 = 𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡

ሶ𝑦𝑝 𝑡 = −𝑛𝐴𝑛 sin 𝑛𝑡 + 𝑛𝐵𝑛 cos 𝑛𝑡

ሷ𝑦𝑝 𝑡 = −𝑛2𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 − 𝑛2𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡
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−𝑛2𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 − 𝑛2𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡

+25 𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡 =
4

𝜋𝑛2
cos 𝑛𝑡

+0.02 −𝑛𝐴𝑛 sin 𝑛𝑡 + 𝑛𝐵𝑛 cos 𝑛𝑡

ሷ𝑦𝑝

ሶ𝑦𝑝

𝑦𝑝



27از  18

25 − 𝑛2 𝐴𝑛 + 0.02𝑛𝐵𝑛 cos 𝑛𝑡 + 25 − 𝑛2 𝐵𝑛 − 0.02𝑛𝐴𝑛 sin 𝑛𝑡

:با مساوی قرار دادن طرفین معادله داریم

25 − 𝑛2 𝐴𝑛 + 0.02𝑛𝐵𝑛 =
4

𝜋𝑛2

25 − 𝑛2 𝐵𝑛 − 0.02𝑛𝐴𝑛 = 0

کرامر 𝐴𝑛 =

4
𝜋𝑛2 0.02𝑛

0 25 − 𝑛2

25 − 𝑛2 0.02𝑛
−0.02𝑛 25 − 𝑛2

, 𝐵𝑛 =

25 − 𝑛2 4
𝜋𝑛2

−0.02𝑛 0
25 − 𝑛2 0.02𝑛
−0.02𝑛 25 − 𝑛2

=
4

𝜋𝑛2
cos 𝑛𝑡
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𝐴𝑛 =

4
𝜋𝑛2 25 − 𝑛2

25 − 𝑛2 2 + 0.02𝑛 2
, 𝐵𝑛 =

4
𝜋𝑛2 0.02𝑛

25 − 𝑛2 2 + 0.02𝑛 2

:پس در کل، جواب این ارتعاشات بدین صورت است

+𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡

Total Solution: 𝑦ℎ 𝑡 + 𝑦𝑝 𝑡

= 𝑒−0.01𝑡 𝐶1 cos 9.99𝑡 + 𝐶2 sin 9.99𝑡

Transient response

Steady state
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  :(Transient) گذرا پاسخ

 شودمی باعث عبارت این وجود .هستیم 𝑒−0.01𝑡 عبارت شاهد ما همگن جواب در کنید توجه اگر

 به لاحاًاصط خاطر همین به .کندمی میل صفر به همگن جواب کوتاهی زمان مدت گذشت از پس که

 به و گذاردمی را خود اثر کمی، زمان مدت در زیرا گویند (Transient) گذرا پاسخ همگن، پاسخ

.کندمی میل صفر

Transient response = 𝑒−0.01𝑡 𝐶1 cos 9.99𝑡 + 𝐶2 sin 9.99𝑡
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Transient response = 𝑒−0.01𝑡 𝐶1 cos 9.99𝑡 + 𝐶2 sin 9.99𝑡



27از  22

Steady) پایا یا ناهمگن پاسخ state): به که ماندمی باقی نوسانی صورت به ناهمگن پاسخ 

.گویند (Steady) پایا یا ماندگار پاسخ آن

 را برابر انآرگوم با مثلثاتی جملة دو مجموع باید کنیم رسم را ماندگار پاسخ این بخواهیم اگر حال

.کنیم رسم

:داریم کار این برای .کنیم جمله یک به تبدیل را جمله دو این است بهتر اما

Steady state respon𝑠e = 𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡
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𝐴 cos 𝜃 + 𝐵 sin 𝜃 = 𝐶 sin 𝜃 + 𝜑 (𝐼)

= 𝐶 sin 𝜃 cos 𝜑 + 𝐶 cos 𝜃 sin 𝜑 (𝐼𝐼)

ቐ

𝐴 cos 𝜃 = 𝐶 sin 𝜑 cos 𝜃

𝐵 sin 𝜃 = 𝐶 cos 𝜑 sin 𝜃
→ ቐ

𝐴 = 𝐶 sin 𝜑

𝐵 = 𝐶 cos 𝜑
→

𝐶2 = 𝐴2 + 𝐵2

tan 𝜑 =
𝐴

𝐵
 

:داریم 𝑰𝑰و  𝑰با مقایسة 
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  فاز زاویة یک و 𝐶 ضریب یک به جمله یک صورت به مثلثاتی جمله دو مجموع نوشتن برای پس

𝜑 بود خواهند صورت بدین که داریم نیاز:

𝐶 = 𝐴2 + 𝐵2 , tan 𝜑 =
𝐴

𝐵

:داریم بنویسیم، جمله یک صورت به بخواهیم را پایا جواب همان یا ناهمگن جواب اگر حال

𝑦𝑆𝑆 𝑡 = 𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡 = 𝐶𝑛 sin 𝑛𝑡 + 𝜑𝑛

𝐶𝑛 = 𝐴𝑛
2 + 𝐵𝑛

2 , tan 𝜑𝑛 =
𝐴𝑛

𝐵𝑛
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:است مؤثر نمودار رسم در چقدر 𝐶𝑛 دامنة که کنیممی بررسی حال

𝑛 = 1 → 𝐶1 = 0.0530

𝑛 = 3 → 𝐶3 = 0.0088

𝑛 = 5 → 𝐶5 = 0.5093

𝑛 = 7 → 𝐶7 = 0.0010

𝑛 = 9 → 𝐶9 = 0.0002 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

C
n

n

𝑛 ازاء به بینیدمی که طور همان = 5، 𝐶𝑛 پنجم جملة یعنی این و دارد را مقدار بیشترین 𝑦5

= 𝐶𝑛 sin 𝑛𝑡 + 𝜑𝑛 گذاردمی جواب در را تأثیر بیشترین و است غالب جملة.

!آوریم؟ دست به جایگذاری از استفاده بدون توانیممی چگونه را مقدار این اما
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  :نکته

𝑚 معادلة در ሷ𝑦 + 𝑐 ሶ𝑦 + 𝑘𝑦 = .است                      با برابر طبیعی فرکانس ، 0 𝜔𝑛 =
𝑘

𝑚

𝜔𝑛 =
𝑘

𝑚
=

25

1
= 5 𝑘 نیز ما معادلة در = 𝑚 و 25 =   :داریم و است 1

𝑦5 پنجم جملة که گفت توانمی اینجا از لذا = 𝐶𝑛 sin 𝑛𝑡 + 𝜑𝑛 بود خواهد غالب جملة 

.است ارتعاشات طبیعی فرکانس با برابر آنها فرکانس زیرا
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م افتتاح پل تاکوما در یک

1940ژانویة 

 سقوط پل تاکوما در هفتم

1940نوامبر 



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

شکل دیگر سری فوریه

تحلیل فوریه: 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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 با کسینوسی و سینوسی عبارت دو مجموع توانمی دیدیم، اجباری ارتعاشات حل در که طور همان

.نوشت فاز اختلاف یک با کسینوس یا سینوس یک صورت به را برابر هایزاویه

فوریه سری دیگر شکل -11

𝐴 cos 𝜃 + 𝐵 sin 𝜃 = 𝐴2 + 𝐵2 cos 𝜃 − 𝛾

𝐴 cos 𝜃 + 𝐵 sin 𝜃 = 𝐴2 + 𝐵2 sin 𝜃 + 𝛿

𝛾 = tan−1
𝐵

𝐴

𝛿 = tan−1
𝐴

𝐵
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  .هستیم زاویه هم کسینوسی و سینوسی جملة شماربی شاهد نیز فوریه سری در❑

:کرد تبدیل جمله یک به دو به دو را آنها توانمی پس❑

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

𝐶𝑛 عبارت حال = 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

.کنیممی تقسیم و ضرب سیگما داخل در را 2

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2
𝑎𝑛

𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2
cos

𝑛𝜋

𝐿
𝑥 +

𝑏𝑛

𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2
sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥
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:بگیرید نظر در را زیر مثلث حال

𝑎𝑛

𝑏𝑛

𝛾𝑛

𝛿𝑛
cos 𝛾𝑛 =

𝑎𝑛
𝐶𝑛

sin 𝛾𝑛 =
𝑏𝑛
𝐶𝑛

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 cos 𝛾𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + sin 𝛾𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 − 𝛾𝑛

𝛾𝑛 = tan−1
𝑏𝑛
𝑎𝑛

, 𝐶𝑛 = 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2

:داریم مثلثاتی اتحاد اساس بر و

 و ضریب کی اساس بر که است فوریه بسط از دیگری نحوة فوریة، دنبالة از شکل این واقع، در ❶

:(کسینوس حسب بر) است (phase) زاویه اختلاف یک
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:داریم کنیم، نگاه 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 به 𝛿 زاویة دید از اگر حال

sin 𝛿𝑛 =
𝑎𝑛
𝐶𝑛

cos 𝛿𝑛 =
𝑏𝑛
𝐶𝑛

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 sin 𝛿𝑛 + sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥 cos 𝛿𝑛

𝑎𝑛

𝑏𝑛

𝛾𝑛

𝛿𝑛
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + 𝛿𝑛

𝛿𝑛 = tan−1
𝑎𝑛
𝑏𝑛

, 𝐶𝑛 = 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2

 فاز ختلافا یک و ضریب یک اساس بر که است فوریه بسط از دیگری شکل نیز معادله این ❷

:(سینوس حسب بر) است
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𝑓 تابع فوریة سری :مثال 𝑥 = 𝑒𝑥 0تناوب دورة با < 𝑥 < 2𝜋 𝑇 = 2𝜋 صورت به 

:است زیر

𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 =
𝑒2𝜋 − 1

2𝜋
+෍

𝑛=1

∞
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2
cos 𝑛𝑥 +

𝑛 1 − 𝑒2𝜋

𝜋 1 + 𝑛2
sin 𝑛𝑥

.بنویسید فاز اختلاف یک با سینوس و کسینوس یک صورت به را سری این

𝐶𝑛 = 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 =
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2

2

+
𝑛 1 − 𝑒2𝜋

𝜋 1 + 𝑛2

2

=
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2



9از  9

𝛾𝑛 = tan−1
𝑏𝑛
𝑎𝑛

= tan−1

𝑛 1 − 𝑒2𝜋

𝜋 1 + 𝑛2

𝑒2𝜋 − 1
𝜋 1 + 𝑛2

𝛿𝑛 = − tan−1
1

𝑛
= tan−1 −𝑛 = − tan−1 𝑛

𝑓 𝑥 =
𝑒2𝜋 − 1

2𝜋
+෍

𝑛=1

∞
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2
cos 𝑛𝑥 + tan−1 𝑛 ∎

𝑓 𝑥 =
𝑒2𝜋 − 1

2𝜋
+෍

𝑛=1

∞
𝑒2𝜋 − 1

𝜋 1 + 𝑛2
sin 𝑛𝑥 − tan−1

1

𝑛
∎



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

شکل مختلط سری فوریه

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط



14از  2

 از و است شده ناب کسینوسی و سینوسی هارمونیک توابع پایة بر فوریه سری دیدیم الان تا که طور همان

 .باشد تواندمی نیز نمایی تابع باشد؛ کسینوس و سینوس هرکجا دانیممی دموآور فرمول طبق دیگر طرف

:نوشت توانمی کار این برای و کرد تبدیل نمایی شکل به مثلثاتی از را فوریه سری شکل توانمی پس

فوریه سری مختلط شکل -12

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍𝑎𝑛 cos𝜔𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin𝜔𝑛𝑥

𝜔𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿
, تناوب دورة = 2𝐿

cos𝜔𝑥 =
𝑒𝑖𝜔𝑥 + 𝑒−𝑖𝜔𝑥

2
sin𝜔𝑥 =

𝑒𝑖𝜔𝑥 − 𝑒−𝑖𝜔𝑥

2𝑖

مختلط فوریة سری -12-1
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥 + 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑥

2
+ 𝑏𝑛

𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥 − 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑥

2𝑖

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞
𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛

2
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥 +

𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛
2

𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑥

 در توانمی باشد، مثبت صحیح اعداد 𝑛 بازة اینکه جای به و کرد ترکیب هم با را جمله دو توانمی لذا

.کرد تعریف را آن صحیح اعداد تمام

.است مختلط مزدوج دقیقاً جملة 𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛
2

𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛
2
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 + ෍
𝑛=−∞
𝑛≠0

+∞
𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛

2
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥

𝐶𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛

2
=

1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥 − 𝑖
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝐶𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛

2
=

1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑛𝑥 − 𝑖 sin𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥

.بنویسیم 𝐶𝑛 جدید ضریب صورت به را توانمی حال 𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛
2

𝐶𝑛 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥



14از  5

𝐶𝑛 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖
𝑛𝜋
𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑛 جایگذاری با = .داریم 0

𝐶0 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎0

:داریم کل در پس

𝑓 𝑥 = 𝐶0 + ෍
𝑛=−∞
𝑛≠0

+∞

𝐶𝑛𝑒
𝑖
𝑛𝜋
𝐿 𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝐶𝑛𝑒
𝑖
𝑛𝜋
𝐿 𝑥

𝐶𝑛 =
1

2𝐿
න
𝛼

𝛼+2𝐿

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖
𝑛𝜋
𝐿
𝑥 𝑑𝑥
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𝑓 تابع مختلط فوریه سری :مثال 𝑥 = 𝑥2 0 بازة در را ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋 تناوب دورة و 𝑇 = 2𝜋 بیابید.

𝐶𝑛 =
1

2𝐿
න
𝛼

𝛼+2𝐿

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖
𝑛𝜋
𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑒−𝑖𝑛𝑥 مشتقانتگرال

2𝑥 −
1

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥

2 +
1

𝑖𝑛 2
𝑒−𝑖𝑛𝑥

+

-

+

0 −
1

𝑖𝑛 3
𝑒−𝑖𝑛𝑥

𝑥2

𝐶𝑛 =
1

2𝜋
න
0

2𝜋

𝑥2𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥

2𝜋𝐶𝑛 = −
𝑥2

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 −

2𝑥

𝑖𝑛 2
𝑒−𝑖𝑛𝑥 −

2

𝑖𝑛 3
𝑒−𝑖𝑛𝑥

0

2𝜋
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2𝜋𝐶𝑛 = 𝑖
2𝜋 2

𝑛
𝑒−𝑖2𝜋𝑛 +

4𝜋

𝑛2
𝑒−𝑖2𝜋𝑛 + 𝑖

2

𝑛3
𝑒−𝑖2𝜋𝑛 − 𝑖

2

𝑛3
𝑒0

2𝜋𝐶𝑛 =
4𝜋2𝑖

𝑛
+
4𝜋

𝑛2
→ 𝐶𝑛 =

2 + 2𝑖𝑛𝜋

𝑛2

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞
2 + 2𝑖𝑛𝜋

𝑛2
𝑒𝑖𝑛𝑥 ∎
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𝑓 تابع مختلط فوریه سری :مثال 𝑥 = 𝑒𝑥 بازة در را−𝜋,𝜋 تناوب دورة و 𝑇 = 2𝜋 بیابید.

𝐶𝑛 =
1

2𝐿
න
𝛼

𝛼+2𝐿

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖
𝑛𝜋
𝐿
𝑥 𝑑𝑥 =

1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑒𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝐶𝑛 =
1

2𝜋
×

1

1 − 𝑖𝑛
ቚ𝑒 1−𝑖𝑛 𝑥

−𝜋

𝜋
=

1

2𝜋 1 − 𝑖𝑛
𝑒𝜋−𝑖𝑛𝜋 − 𝑒−𝜋+𝑖𝑛𝜋

𝑒𝑖𝑛𝜋 = 𝑒−𝑖𝑛𝜋 = cos 𝑛𝜋 = −1 𝑛

𝐶𝑛 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑒 1−𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥
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𝐶𝑛 =
−1 𝑛

2𝜋 1 − 𝑖𝑛
𝑒𝜋 − 𝑒−𝜋 =

−1 𝑛 sinh𝜋

2𝜋 1 − 𝑖𝑛

𝐶𝑛 =
−1 𝑛 sinh𝜋 1 + 𝑖𝑛

𝜋 1 + 𝑛2

→ 𝑓 𝑥 =
sinh𝜋

𝜋
෍

𝑛=−∞

+∞

−1 𝑛
1 + 𝑖𝑛

1 + 𝑛2
𝑒𝑖𝑛𝑥 ∎

1

1 − 𝑖𝑛
=

1

1 − 𝑖𝑛
×
1 + 𝑖𝑛

1 + 𝑖𝑛
=
1 + 𝑖𝑛

1 + 𝑛2
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𝐶𝑛:کرد ساده اینگونه را 𝐶𝑛 توانمی باشد متقارن دامنه و باشد فرد یا زوج تابع اگر :نکته =
𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛

2

𝑓 𝑥 is Even: 𝑏𝑛 = 0 → 𝐶𝑛 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 is Odd: 𝑎𝑛 = 0 → 𝐶𝑛 =
−𝑖

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

فرد و زوج توابع مختلط فوریة سری -12-2

→ 𝐶𝑛 =
1

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

→ 𝐶𝑛 =
−𝑖

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥
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𝑓 تابع مختلط فوریه سری :مثال 𝑥 = cosh 𝑥 تناوب دورة و 1,1−بازة در را 𝑇 = .بیابید 2

:داریم پس است، زوج تابع چون

𝐶𝑛 =
1

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 = න

0

1

cosh 𝑥 cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

:کنیممی عمل مثلثاتی و نمایی توابع همانند مثلثاتی و هذلولوی توابع انتگرال برای

cosh 𝑥 cos 𝑛𝜋𝑥 انتگرال

sinh 𝑥
1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥

−
1

𝑛2𝜋2
cos 𝑛𝜋𝑥

+

-

+ cosh 𝑥

مشتق
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𝐶𝑛 =
cosh 𝑥

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥 +

sinh 𝑥

𝑛2𝜋2
cos 𝑛𝜋𝑥

0

1

−න
0

1 cosh 𝑥

𝑛2𝜋2
cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

1 +
1

𝑛2𝜋2
𝐶𝑛 =

cosh𝑥

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥 +

sinh 𝑥

𝑛2𝜋2
cos 𝑛𝜋𝑥

0

1

1 +
1

𝑛2𝜋2
𝐶𝑛 =

sinh 1

𝑛2𝜋2
−1 𝑛 → 𝐶𝑛 =

−1 𝑛 sinh 1

1 + 𝑛2𝜋2

𝑓 𝑥 = cosh𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞
−1 𝑛 sinh 1

1 + 𝑛2𝜋2
𝑒𝑖𝑛𝜋𝑥 ∎

− Τ1 𝑛2𝜋2 𝐶𝑛
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:کرد باتاث شکل بدین را پارسوال اتحاد توانمی نیز مختلط فوریة سری برای

طمختل فوریة سری با پارسوال اتحاد -12-3

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝐶𝑛𝑒
𝑖𝜔𝑛𝑥

𝐶𝑛 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥 , 𝐶−𝑛 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥 , 𝜔𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿

× 𝑓 𝑥 𝑓2 𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝐶𝑛𝑓 𝑥 𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥

න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝐶𝑛 ×න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑒𝑖𝜔𝑛𝑥𝑑𝑥
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න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝐶𝑛 × 2𝐿𝐶−𝑛

  .اند یکدیگر مزدوج 𝐶−𝑛 و 𝐶𝑛 که دانیممی❑

:نوشت  اندازة 𝐶𝑛 مربع صورت به توانمی را آنها ضرب پس❑

න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

2𝐿 𝐶𝑛
2

1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝐶𝑛
2
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ریاضیات مهندسی

سری فوریة گسسته

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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 و ینوسیس هارمونیک توابع مجموع به را متناوب توابع فوریه سری شد، اشاره الان تا که آنچه به توجه با❑

  .دارد کاربرد بسیار یالکترومغناطیس میدانهای تحلیل و ارتعاشات در بویژه امر این .کندمی تبدیل کسینوسی

 و متناوب نالسیگ مانند ندارد خاصی ضابطة و نیست منظم متناوب تابع مواقع، بیشتر عملی هایآزمون در❑

:زیر شکل مانند نامنظم

گسسته فوریة سری -13

𝑓 𝑥

Δ𝑡

𝐹2
𝐹3

𝐹4

𝐹𝑛𝐹𝑛−1

𝐹𝑛−2

Δ𝑡

𝜏 = 𝑁Δ𝑡
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 مواقع بیشتر در حتی یا داریمبرمی نمونه 𝑁 آن از Δ𝑡 زمانی بازة با پس نداریم، سیگنال این برای خاصی ضابطة چون

 در ،(یکسان انیزم فاصله با عدد تعداد یک یعنی) آن از گسسته هاییداده فقط و نداریم نیز پیوسته صورت به را تابع

 ∑ سیگما به ∫انتگرال علمت عملا  و شودمی انجام گسسته صورت به گیریانتگرال عمل صورت این در .است اختیار

.شودمی تبدیل
𝑎0 =

1

𝜏
න
0

𝜏
2
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 → 𝑎0 =

1

𝑁Δ𝑡
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖Δ𝑡 → 𝑎0 =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖

𝑎𝑛 =
2

𝜏
න
0

𝜏
2
𝑓 𝑡 cos

𝑛𝜋

Τ𝜏 2
𝑡 𝑑𝑡 → 𝑎𝑗 =

2

𝑁Δ𝑡
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖 cos
2𝑗𝜋

𝜏
𝑡𝑖 Δ𝑡 → 𝑎𝑗 =

2

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖 cos
2𝑗𝜋

𝜏
𝑡𝑖

𝑏𝑛 =
2

𝜏
න
0

𝜏
2
𝑓 𝑡 sin

𝑛𝜋

Τ𝜏 2
𝑡 𝑑𝑡 → 𝑏𝑗 =

2

𝑁Δ𝑡
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖 sin
2𝑗𝜋

𝜏
𝑡𝑖 Δ𝑡 → 𝑏𝑗 =

2

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖 sin
2𝑗𝜋

𝜏
𝑡𝑖
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 کدام هر تک تک باید بار هر و یافت 𝑏𝑗 و 𝑎𝑗 برای کلی رابطة تواننمی دیگر اینجا در❑

  .کنیم حساب را

 خوبی قریبت با توانمی و است ترآسان فوریه، سری نویسیبرنامه برای روش این البته❑

.رسید فوریه سری به
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 .انددهش فهرست ثانیه صدم یک هایبازه در لوله یک در آب فشار نوسان زیر جدول در :مثال

.بیابید را آن اول هارمونیک سه و کنید هارمونیکی تحلیل را نوسان این

لحظة 
𝑖 ام

𝒕𝒊 (𝒔)زمان  𝑷𝒊 (𝐤𝐏𝐚)فشار  ام 𝑖لحظة  𝒕𝒊 (𝒔)زمان 
 𝑷𝒊فشار 

(𝐤𝐏𝐚)

0 0 0 7 0.07 60

1 0.01 20 8 0.08 36

2 0.02 34 9 0.09 22

3 0.03 42 10 0.10 16

4 0.04 49 11 0.11 7

5 0.05 53 12 0.12 0

6 0.06 70
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𝑎0 =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖 =
1

12
෍

𝑖=1

12

𝑃𝑖 = 34.083

𝑎𝑗 =
2

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖 cos
2𝑗𝜋

𝜏
𝑡 →

𝜏 = 𝑁Δ𝑡 = 12 × 0.01 = 0.12 →
2𝜋

𝜏
= 52.36 Τrad s

:یابیممی را برداری داده زمان کل ابتدا

:نیمکمی حساب را گسسته فوریة سری ضرایب حال

𝑎1 =
2

12
෍

𝑖=1

12

𝑃𝑖 cos
2𝜋

0.12
𝑡𝑖 = −26.997

𝑎2 =
2

12
෍

𝑖=1

12

𝑃𝑖 cos
4𝜋

0.12
𝑡𝑖 = +1.417

𝑎3 =
2

12
෍

𝑖=1

12

𝑃𝑖 cos
6𝜋

0.12
𝑡𝑖 = −5.834
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𝑏𝑗 =
2

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝐹𝑖 sin
2𝑗𝜋

𝜏
𝑡 →

𝑏1 =
2

12
෍

𝑖=1

12

𝑃𝑖 sin
2𝜋

0.12
𝑡𝑖 = −8.311

𝑏2 =
2

12
෍

𝑖=1

12

𝑃𝑖 sin
4𝜋

0.12
𝑡𝑖 = +3.608

𝑏3 =
2

12
෍

𝑖=1

12

𝑃𝑖 sin
6𝜋

0.12
𝑡𝑖 = −2.332

:دکر سازیشبیه را آب فشار توانمی الان

𝑃 𝑡 = 34.083 − 26.997 cos 52.36𝑡 − 8.311 sin 52.36𝑡 + 1.417 cos 104.72𝑡

+3.608 sin 104.72𝑡 − 5.834 cos 157.08𝑡 − 2.332 sin 157.08𝑡 + ⋯
kN

m2
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بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

انتگرال فوریه

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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Single) پالس تک تابع -14-1 Pulse)

فوریه انتگرال -14

 سازیشبیه ریهفو سری شکل به هارمونیک توابع با را متناوب توابع چگونه که گرفتیم یاد تاکنون

 این از یکی .کنیم ازیسشبیه نیز را دیگر توابع بتوانیم باید ما و نیستند متناوب توابع تمامی اما .کنیم

 𝐿,𝐿−چون محدود ایبازه بجز ∞,∞−بازة در که تابعی یعنی هستند پالس تک تابع توابع،

.دارد مقدار 𝐿,𝐿−نظر مورد بازة در فقط و هستند صفر دامنه، تمامی در

−𝐿 𝐿 −𝐿 𝐿
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 این وانیمتمی که است این کارآمد فرض این .کند حل را مشکل این تواندمی کارآمد فرض یک اما❑

𝑇 تناوب دورة اگر یعنی نهایتبی تناوب دورة با ولی کنیممی فرض متناوب را توابع = 2𝐿 ،باشد 

𝐿  داریم توابع این در → ∞

 طلقم پذیریانتگرال شرط باید داریم کار انتگرال با دوباره چون که داشت توجه باید فقط❑

(absolutely integrable) بیافزائیم نیز را.  

න:باشد متناهی و موجود روروبه انتگرال باید یعنی❑
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
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𝑓 پالس تک تابع حال 𝑥 یمنویسمی را فوریه سری و کنیممی فرض را.

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

:یمکنمی جایگذاری را اویلر ضرایب

𝑓 𝑥 =
1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +෍

𝑛=1

∞
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 cos

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

+
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

∗
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 هایتنبی به مخرج و است متناهی کسر صورت پس داریم، را مطلق پذیریانتگرال فرض چون❑

𝑎0 :شودمی حذف 𝑎0 و کندمی میل صفر به کسر حد پس .کندمی میل = 0

.آیدمی پدید  ∗∗ معادلة و شودمی حذف  ∗ معادلة اول جملة پس❑

𝐿 اگر حال → :داریم باشد، ∞

lim
𝐿→∞

1

2𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = lim
𝐿→∞ 𝐿

= 0

න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 cos

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

+
1

𝐿
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

∗∗
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:کنیممی فرض ابتدا .کنیم بررسی را 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 باید حال

𝜔𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿
→ 𝛥𝜔 = 𝜔𝑛+1 −𝜔𝑛 =

𝜋

𝐿
→

𝛥𝜔

𝜋
=
1

𝐿

:کنیم بازنویسی دوباره آنرا و کنیم جدا را قبل معادلة در Δ𝜔 توانیممی

:کنیممی بازنویسی ∗∗ معادلة فرض، به توجه با

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞
Δ𝜔

𝜋
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥 cos𝜔𝑛𝑥

+
Δ𝜔

𝜋
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥 sin𝜔𝑛𝑥
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:داریم و کندمی میل صفر سمت به Δ𝜔عبارت کند، میل نهایتبی به 𝐿 اگر حال :یادداشت

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞
1

𝜋
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥 cos𝜔𝑛𝑥

+
1

𝜋
න
−𝐿

𝐿

𝑓 𝑥 sin𝜔𝑛𝑥 𝑑𝑥 sin𝜔𝑛𝑥

Δ𝜔 ∗∗∗

𝑓:کرد خلاصه شکل بدین توانمی را ∗∗∗  عبارت 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞

𝐹 𝜔𝑛 Δ𝜔

lim
Δ𝜔→0

෍

𝑛=1

𝑛

𝐹 𝜔𝑛 Δ𝜔 = න
0

∞

𝐹 𝜔 𝑑𝜔
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𝑓 𝑥 =
1

𝜋
න
0

∞ 1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 cos𝜔𝑥 +
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝜔

:یمدار یادداشت، نتیجة به توجه با

:مکنیمی جدید گذاری نام یک راحتی برای حال .است معروف فوریه انتگرال به قبل معادلة

𝐴 𝜔 =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 𝐵 𝜔 =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

නمتناهی
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = :اشدب متناهی باید روروبه انتگرال فوریه، انتگرال شرط :یادآوری

𝑓 𝑥 = න
0

∞

𝐴 𝜔 cos𝜔𝑥 + 𝐵 𝜔 sin𝜔𝑥 𝑑𝜔
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وریهف انتگرال بر حاکم قضایای -14-2

مثال ورط به .است برقرار نیز فوریه انتگرال در داشتیم فوریه سری در که قضایایی بیشتر

.کندمی یلم نقطه هر در تابع راست و چپ حد میانگین به فوریه انتگرال دیریکله، قضیة طبق -1

1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = න
0

∞

𝐴2 𝜔 + 𝐵2 𝜔 𝑑𝜔

:تاس شکل بدین فوریه انتگرال در پارسوال اتحاد -2

𝑓 𝑥+ + 𝑓 𝑥−

2
= න

0

∞

𝐴 𝜔 cos𝜔𝑥 + 𝐵 𝜔 sin𝜔𝑥 𝑑𝜔
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 انتگرال) زوج صورت به را تابع توانمی نیز اینجا در .است دامنه نیم توابع برای فوریه انتگرال -3

.دهیم گسترش (سینوسی فوریة انتگرال) فرد و (کسینوسی فوریة

𝑓 پالس تک تابع اگر پس 𝑥 0بازة در,𝐿 داشت خواهیم باشد، داشته مقدار:

𝐴 𝜔 =
2

𝜋
න
0

∞

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝑓 کسینوسی فوریة انتگرال 𝑥 = න
0

∞

𝐴 𝜔 cos𝜔𝑥 𝑑𝜔

𝐵 𝜔 =
2

𝜋
න
0

∞

𝑓 𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝑓 سینوسی فوریة انتگرال 𝑥 = න
0

∞

𝐵 𝜔 sin𝜔𝑥 𝑑𝜔
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ریاضیات مهندسی

مثال برای انتگرال فوریه

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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:ریدآو بدست را زیر تابع فوریة انتگرال :مثال
𝑓 𝑥 = ቐ

1 𝑥 ≤ 1

0 𝑥 > 1

-1 1

1

𝒙

𝒇 𝒙

.ستا متناهی یا محدود آن نمودار زیر مساحت و است زوج تابع این که دریافت توانمی تابع رسم با

:پاسخ



13از  3

𝑓 𝑥 is Even: 𝐵 𝜔 = 0

𝐴 𝜔 =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 = න
0

∞ 2 sin𝜔

𝜋𝜔
cos𝜔𝑥 𝑑𝜔 ∎

𝐴 𝜔 =
1

𝜋
න
−1

1

cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
× ቤ
sin𝜔𝑥

𝜔
−1

1

=
2 sin𝜔

𝜋𝜔
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 با نیز اینجا در آوردیم؛ بدست را سری چند 𝑥 جایگذاری با فوریه سری در که همانطور حال❑

.یابیممی را انتگرال چند جواب دیریکله قضیة از استفاده با و 𝑥 جای به جایگذاری

𝑥 اینکار برای❑ = 𝑥 و 0 = .کنیممی انتخاب را 1

𝑥 = 0 →
𝑓− 0 + 𝑓+ 0

2
= න

0

∞ 2 sin𝜔

𝜋𝜔
cos 0 𝑑𝜔

𝑓− 0 = 𝑓+ 0 = 1

න
0

∞ 2 sin𝜔

𝜋𝜔
𝑑𝜔 = 1 → න

0

∞ sin𝜔

𝜔
𝑑𝜔 =

𝜋

2
∎
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  .آوریم ستد به را جالب انتگرال یک توانستیم فوریه انتگرال از استفاده با❑

𝑥 فرض با حال❑ = :داریم 1

𝑥 = 0 →
𝑓− 1 + 𝑓+ 1

2
= න

0

∞ 2 sin𝜔

𝜋𝜔
cos𝜔 × 1𝑑𝜔

1

2
= න

0

∞ 2 sin𝜔 cos𝜔

𝜋𝜔
𝑑𝜔

න
0

∞ sin 2𝜔

𝜔
𝑑𝜔 =

𝜋

2
2 sin𝜔 cos𝜔 = sin 2𝜔
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 .رودمی کار هب تقریب برای فوریه سری مانند نیز فوریه انتگرال که است این دیگر نکتة❑

:نوشت توانمی یعنی❑
𝑓 𝑥 ≈ න

0

𝑎

𝐴 𝜔 cos𝜔𝑥 + 𝐵 𝜔 sin𝜔𝑥 𝑑𝜔

:داریم نمودار رسم و 𝑎 جایگذاری با پرسش این در .دارد کمتری خطای تقریب باشد، بزرگتر 𝑎 هرچه لذا

-1 1

𝑎 = 16

𝑥

𝑓 𝑥

0-2 2-1 1

𝑎 = 8

𝑥

𝑓 𝑥

0-2 2 -1 1

𝑎 = 32

𝑥

𝑓 𝑥

0-2 2
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:آورید بدست را دیراک دلتای تابع فوریة انتگرال :مثال

න
−∞

+∞

𝛿 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 0

  است متناهی و محدود تابع این انتگرال❑

:است شکل بدین تابع این خاصیت مهمترین❑

𝐴 𝜔 =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝛿 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
cos 𝜔 × 0 =

1

𝜋

𝐵 𝜔 =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝛿 𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜋
sin 𝜔 × 0 = 0

:نوشت صورت بدین را دیراک دلتای یا ضربه تابع توانمی پس

𝛿 𝑥 =
1

𝜋
න
0

∞

cos𝜔𝑥 𝑑𝜔 ∎
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:آورید دستب را روروبه تابع کسینوسی و سینوسی فوریة هایانتگرال :مثال

𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑘𝑥 𝑥 > 0 :نیمک بررسی را تابع این شرایط باید ابتدا

න
0

∞

𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥 = อ
𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
0

∞

= 0 +
1

𝑘
=
1

𝑘

:ینوسیکس فوریة انتگرال ابتدا در .است فوریه انتگرال دارای پس

𝐴 𝜔 =
2

𝜋
න
0

∞

𝑒−𝑘𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
2𝑘

𝜋 𝑘2 +𝜔2

න
0

∞

𝑒−𝑘𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
𝑘

𝑘2 +𝜔2
න
0

∞

𝑒−𝑘𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
𝜔

𝑘2 + 𝜔2

:کرد خواهیم اثبات را انتگرال دو این لاپلاس تبدیل از استفاده با بعدها :نکته
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𝑓 تابع کسینوسی فوریة انتگرال 𝑥 = 𝑒−𝑘𝑥 = න
0

∞ 2𝑘

𝜋 𝑘2 + 𝜔2
cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 ∎

:داریم نیز سینوسی فوریة انتگرال برای

𝐵 𝜔 =
2

𝜋
න
0

∞

𝑒−𝑘𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
2𝜔

𝜋 𝑘2 +𝜔2

𝑓 تابع سینوسی فوریة انتگرال 𝑥 = 𝑒−𝑘𝑥 = න
0

∞ 2𝜔

𝜋 𝑘2 + 𝜔2
sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 ∎



13از  10

.نیدک اثبات را زیر انتگرال :مثال

න
0

∞ cos𝜔𝑥 + 𝜔 sin𝜔𝑥

1 + 𝜔2
𝑑𝜔 =

0 𝑥 < 0

𝜋

2
𝑥 = 0

𝜋𝑒−𝑥 𝑥 > 0

 آنکه فرض با و یمکن استفاده دیریکله قضیة از باید بخواهند انتگرال اثبات ما از که مسائل اینگونه در

 .رسدمی پاسخ هب مسأله اینگونه و نویسیممی را فوریه انتگرال باشد، راست سمت عبارت نظر مورد تابع

:است شکل بدین نظر مورد تابع پرسش، این در
𝑓 𝑥 = ቐ

𝜋𝑒−𝑥 𝑥 > 0

0 𝑥 < 0
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:نویسیممی را فوریه سری ضرایب حال

𝑓− 𝑥 + 𝑓+ 𝑥

2
= න

0

∞ cos𝜔𝑥 + 𝜔 sin𝜔𝑥

1 + 𝜔2
𝑑𝑥 =

0 𝑥 < 0

𝜋

2
𝑥 = 0

𝜋𝑒−𝑥 𝑥 > 0

لهدیریک قضیة:

𝑓 𝑥 = ቐ
𝜋𝑒−𝑥 𝑥 > 0

0 𝑥 < 0
→

𝐴 𝜔 =
1

𝜋
න
0

∞

𝜋𝑒−𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
1

1 + 𝜔2

𝐵 𝜔 =
1

𝜋
න
0

∞

𝜋𝑒−𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
𝜔

1 + 𝜔2
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𝑓تابع فوریة انتگرال به توجه با :مثال 𝑥 = ቊ
1 𝑥 > 1
0 𝑥 < 1

:مآوردی دست به قبلاً را تابع این فوریة انتگرال

= න
0

∞ 2 𝑠𝑖𝑛𝜔

𝜋𝜔
cos𝜔𝑥 𝑑𝜔فوریة انتگرال𝑓 𝑥 = ቊ

1 𝑥 > 1
0 𝑥 < 1

න
0

∞ sin2𝜔

2𝜔2
𝑑𝜔 .یدبیاب را  انتگرال حاصل



13از  13

  .است ابعت فوریة سری انتگرال برابر دو شده، خواسته انتگرال مخرج و صورت توان :نکته❑

:کنیم استفاده پارسوال اتحاد از باید پس❑

1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 = න
0

∞ 2 sin𝜔

𝜋𝜔

2

𝑑𝜔

1

𝜋
න
−1

1

1𝑑𝑥 = න
0

∞4 sin2𝜔

𝜋2𝜔2
𝑑𝜔 →

2

𝜋
= න

0

∞ 4 sin2𝜔

𝜋2𝜔2
𝑑𝜔

න
0

∞ sin2𝜔

2𝜔2
𝑑𝜔 =

𝜋

4
∎
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ریاضیات مهندسی

تبدیلات انتگرالی

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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Integral) انتگرالی تبدیل -1 transform)

 معادلة زا بتوانیم باید و است انتگرال و مشتق با ما کار و سر تمام دیفرانسیل معادلات در❑

.آوریم دست به را اصلی تابع و کرده حذف را مشتق دیفرانسیل،

 نیستند مومیع روابط این که حالی در .بیابیم آن تابع و مشتق بین ایرابطه باید کار این برای❑

𝑦 متعالی تابع مشتق مثال برای = ln 𝑥  چون جبری تابعی با برابر 𝑦′ = 1/𝑥 و است 

.می کند ختس را دیفرانسیل معادلات حل مسائل گونه این .یافت دو این بین ایرابطه تواننمی



5از  3

Integral) انتگرالی تبدیل -1 transform)

 معادلات آنگاه د؛باش داشته وجود کلی رابطه ای تابع، و مشتق بین که کنیم کاری بتوانیم اگر حال❑

.کرد حل راحت تر می توان را دیفرانسیل

.می شود استفاده انتگرالی تبدیلات از اینکار برای❑

 با دیگر تابعی هب را تابع یک آگاهانه متغیر، تغییر با که هستند عملگرهایی انتگرالی تبدیلات❑

 رابطة یک خود مشتق با جدید تابع این که می دهد نسبت یک به یک صورت به دیگر متغیری

.دارد کلی
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𝑓 تابع انتگرالی تبدیل کلی شکل❑ 𝑥 است صورت بدین:

𝑓 تابع تبدیل : 𝑥 𝑇𝑓 𝑢 = න
𝑡1

𝑡2

𝐾 𝑡, 𝑢 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑇𝑓 : تابع یافتة تبدیل

𝐾 : تبدیل هستة

𝑢 : تبدیل اصلی متغیر و ویژگی

𝑡 : باشد تواندمی متغیری هر
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:اند انتگرالی تبدیلات ترینمعروف از لاپلاس و فوریه تبدیلات❑

:باشند داشته را زیر خاصیت سه باید انتگرلی تبدیلات کل در

.دارند خطی خاصیت انتگرال از استفاده علت به تبدیلات این1.

𝑇 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 = 𝑎 𝑇𝑓 + 𝑏 𝑇𝑔 = 𝑎𝐹 + 𝑏𝐺

.آورندمی دست به تابع خود حسب بر و کرده آسان را مشتق رابطة تبدیلات این2.

.دارند برگشت قابلیت و بوده یک به یک تبدیلات این3.
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 انجام نیز ریهفو انتگرال برای را کار این حال .آوریم دست به مختلط شکل فوریه، سری برای پیشتر

.دهیممی

𝑓 𝑥 = න
0

∞

𝐴 𝜔 cos 𝜔𝑥 + 𝐵 𝜔 sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔

فوریه تبدیل -2

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + ෍ 𝑎𝑛 cos 𝜔𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝜔𝑛𝑥 :فوریه سری

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝐶𝑛𝑒𝑖
𝑛𝜋
𝐿

𝑥 :مختلط فوریه سری

:فوریه انتگرال
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sin هایعبارت فوریه، انتگرال اساس بر 𝜔𝑥 و cos 𝜔𝑥 کنیممی جایگزین نمایی صورت به را:

𝑓 𝑥 = න
0

∞

𝐴 𝜔
𝑒𝑖𝜔𝑥 + 𝑒−𝑖𝜔𝑥

2
+ 𝐵 𝜔

𝑒𝑖𝜔𝑥 − 𝑒−𝑖𝜔𝑥

2
𝑑𝜔

𝑓 𝑥 = න
0

∞ 𝐴 𝜔 − 𝑖𝐵 𝜔

2

𝑒𝑖𝜔𝑥

2
+

𝐴 𝜔 + 𝑖𝐵 𝜔

2

𝑒−𝑖𝜔𝑥

2
𝑑𝜔

𝑓 𝑥 = න
−∞

∞

𝐶 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔

𝐶 𝜔 =
𝐴 𝜔 − 𝑖𝐵 𝜔

2
=

1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔



9از  4

𝑓 بین شودمی مشاهده که همانطور❑ 𝑥 و 𝐶 𝜔 تواندمی که دارد وجود یک به یکی رابطة یک 

.باشد تبدیل یک برای جالبی ایدة

𝑓 𝑥 = න
−∞

∞

𝐶 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔 𝐶 𝜔 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔

𝐶 که کرد فرض توانمی اینجا در❑ 𝜔 یافتة تبدیل 𝑓 𝑥 فوریه تبدیل را تبدیل این و است  

(Fourier transform) نامیممی.

 تبدیل ضریب کل، در ولی نویسندمی دیگر هایصورت به را تبدیل این ضریب مراجع برخی در❑

 تبدیل توانمی پس .باشد 1/2𝜋 آنها ضرب که باشد صورتی به باید معکوس فوریة تبدیل و فوریه

:کرد تعریف صورت بدین را فوریه



9از  5

ℱ:تبدیل فوریه 𝑓 𝑥 = 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥

ℱ−1:معکوس فوریةتبدیل  𝐹 𝜔 = 𝑓 𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒𝑖𝜔𝑥𝐹 𝜔 𝑑𝜔

 تابع باید پس ،داریم کار و سر ناسره انتگرال با فوریه تبدیل در چون که کرد ذکر باید هم را این البته❑

.ردک محاسبه را آن انتگرال بتوان تا باشد ایتکه پیوستة و مطلق پذیرانتگرال نظر مورد

 با تا کندیم کمک ما به بعداً تابع، بودن نمائی این و است نمایی تابع یک تبدیل هستة اینجا در❑

 شرط تا کنیم اپید رابطه یک تابع خود تبدیل و تابع مشتق تبدیل برای جزء به جزء روش از استفاده

.شود رعایت بودن تبدیل
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 توجه 𝑒𝑖𝜔𝑥 نمائی تابع به اگر و دهدمی انتقال 𝜔 بُعد به 𝑥 بُعد از را ما کاری فضای فوریه، تبدیل❑

 بسط هک تابعی هر و نمائی تابع آرگومان زیرا باشد بُعدبی باید 𝜔𝑥 ضربحاصل که دید خواهیم کنیم

.بود نخواهد درست فیزیکی لحاظ از نباشد بُعدبی اگر دارد، تیلور

 فرکانس همان یا 𝜔، 1/𝑠 بُعد باشد (s) زمان 𝑥 اگر مثال برای است 𝑥 بُعد معکوس 𝜔 بُعد پس❑

.بود خواهد موج عدد همان یا 𝜔، 1/𝑚 بُعد باشد، (𝑚) مکان 𝑥 بُعد اگر .بود خواهد

𝑥 𝑠
فوریه تبدیل 

𝜔
1

𝑠

𝑥 𝑚
فوریه تبدیل 

𝜔
1

𝑚

𝜔 =
2𝜋

𝑇

𝜔 =
2𝜋

𝜆

:فرکانس

:عدد موج
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 فوریه یلتبد تحت را هارمونیک تابع چند مجموع از متشکل (سیگنال) پالس یک اگر مثال برای❑

.کرد خواهد تجزیه آن دهندةتشکیل هایفرکانس به را آن دهیم، قرار

 مانز متغیر برای .نیست زمان متغیر مناسب دامنه این و است ∞,∞−فوریه تبدیل دامنة البته❑

  .باشد ∞,0دامنه باید

:دهیم انجام کار سه توانیممی امر این برای

نویسیمب فوریه تبدیل مثبت قسمت برای بگیریم، نظر در صفر را منفی قسمت اینکه اول -1

 آن نبود فرد و زوج فرض با و دهیم گسترش فرد و زوج صورت دو به می توانیم را منفی قسمت -2

.آورد دست به جدید تبدیل دو می توان
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:داریم بودن زوج فرض با
𝐹 𝜔 =

1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑥 cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥 −
𝑖

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑥 sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝐹 𝜔 =
2

2𝜋
න

0

∞

𝑓 𝑥 cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋
න

0

∞

𝑓 𝑥 cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥

 نیز بودن فرد ضفر برای و نامندمی کسینوسی فوریة تبدیل را آمده دست به تبدیل ترتیب بدین

.شد خواهد حاصل سینوسی فوریة تبدیل
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:هستند شکل بدین فرد و زوج فوریة تبدیل معادلات

:آن معکوس و (زوج) کسینوسی فوریة تبدیل

෠𝐹𝐶 𝜔 =
2

𝜋
න

0

∞

𝑓 𝑥 cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 =
2

𝜋
න

0

∞

෠𝐹𝐶 𝜔 cos 𝜔𝑥 𝑑𝜔

෠𝐹𝑆 𝜔 =
2

𝜋
න

0

∞

𝑓 𝑥 sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 =
2

𝜋
න

0

∞

෠𝐹𝑆 𝜔 sin 𝜔𝑥 𝑑𝜔

:نآ معکوس و (فرد) سینوسی فوریة تبدیل
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𝑓.ابیدبی را رو روبه تابع فوریة تبدیل :مثال 𝑥 = ቊ
1 𝑥 < 𝑎
0 𝑥 > 𝑎

:نوشت فوریه تبدیل آن برای توانمی پس است، پذیر انتگرال تابع این

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋

1

𝑖𝜔
𝑒𝑖𝜔𝑎 − 𝑒−𝑖𝜔𝑎 =

2

2𝜋

sin𝜔𝑎

𝜔
=

2

𝜋

sin𝜔𝑎

𝜔
∎

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−𝑎

𝑎

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝜋
−
1

𝑖𝜔
ቚ𝑒−𝑖𝜔𝑥
−𝑎

𝑎
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.دبیابی را رو روبه مثلثی پالس فوریة تبدیل :مثال

𝑓 𝑥 =
0 𝑥 >

1

𝑎

ℎ 1 − 𝑎 𝑥 𝑥 <
1

𝑎

:نوشت زیر ترساده صورت به را آن توانمی است، زوج تابع چون

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

−
1

𝑎

1

𝑎

ℎ

𝑥

𝑓 𝑥

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 −
𝑖

2𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

0
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:شودمی کسینوسی فوریة تبدیل همان قبل عبارت

𝐹 𝜔 =
2

𝜋
න
0

∞

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋
න
0

1
𝑎
ℎ 1 − 𝑎𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝐹 𝜔 =
2

𝜋

ℎ sin𝜔𝑥

𝜔
−
𝑥ℎ𝑎 sin𝜔𝑥

𝜔
−
ℎ𝑎 cos𝜔𝑥

𝜔2
0

1
𝑎

𝐹 𝜔 =
2

𝜋

ℎ𝑎

𝜔2
1 − cos

𝜔

𝑎



11از  5

𝑎 → ∞ ⇒
𝜔

𝑎
→ 0 ⇒ cos

𝜔

𝑎
≅ 1 −

𝜔2

2𝑎2
⇒ 1 − cos

𝜔

𝑎
≅
𝜔2

2𝑎2

⇒
2

𝜋

ℎ𝑎

𝜔2
1 − cos

𝜔

𝑎
≅

2

𝜋

ℎ𝑎

𝜔2

𝜔2

2𝑎2
=

2

𝜋
×
1

2
=

1

2𝜋

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
∎

−
1

𝑎

1

𝑎

ℎ

𝑥

𝑓 𝑥

𝑓 تابع یک فوریة تبدیل تابع، این 𝑥 که است ای ℎ = 𝑎 و 𝑎 → باشد ∞

ℎ اگر حال = 𝑎 و 𝑎 →  تصور بدین لوران مک بسط با توانمی را            صورت این در باشد، ∞

:زد تقریب

cos
𝜔

𝑎
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𝑓 بخواهیم اگر حال 𝑥 نیمکمی استفاده صورت بدین معکوس فوریة تبدیل از بیابیم، را:

𝑓 𝑥 = ℱ−1 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔

𝑎 اگر که شودمی مشاهده → 𝑓 تابع صورت این در ∞ 𝑥 بویژه کندمی میل دیراک دلتای تابع به 

ℎ اگر = 𝑎 با بود خواهد برابر تابع نمودار زیر مساحت صورت این در .باشد:

𝑆 =
1

2
× ℎ ×

2

𝑎
=
ℎ

𝑎
ℎ = 𝑎 → 𝑆 = 1

𝑓 𝑥 = ℱ−1 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞ 1

2𝜋
𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔 = න

−∞

∞

𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔



11از  7

  .است 1 دیراک دلتای تابع نمودار زیر مساحت همچنین❑

:گرفت رنظ در دیراک دلتای تابع برای تعریفی را تابع این توانمی پس❑

𝑓 𝑥 = 𝛿 𝑥 = න
−∞

∞ 𝑒𝑖𝜔𝑥

2𝜋
𝑑𝜔

𝑥0 زمان در دیراک دلتای تابع اگر ≠  نبدی تابع تعریف باشد، 0

:بود خواهد شکل

𝛿 𝑥 − 𝑥0 = න
−∞

∞ 𝑒𝑖𝜔 𝑥−𝑥0

2𝜋
𝑑𝜔
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𝑓 تابع سینوسی فوریة تبدیل :مثال 𝑥 = 𝑒−𝑥 بیابید را                         انتگرال مقدار و یافته را. න
0

∞ 𝑥 sin𝑚𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

𝑓 نمودار زیر مساحت چون 𝑥 = 𝑒−𝑥 0بازة در, +  آن برای توانمی پس است، متناهی ∞

:نوشت سینوسی فوریة تبدیل

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 2 4 6 8 10
ex
p
(-
x)

x

෠𝐹𝑆 𝜔 =
2

𝜋
න
0

∞

𝑒−𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

෠𝐹𝑆 𝜔 =
2

𝜋

𝜔

1 + 𝜔2
∎
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:ریمگیمی معکوس سینوسی فوریة تبدیل دوباره حال

𝑒−𝑥 =
2

𝜋
න
0

∞ 2

𝜋

𝜔

1 + 𝜔2
sin𝜔𝑥 𝑑𝜔 =

2

𝜋
න
0

∞𝜔 sin𝜔𝑥

1 + 𝜔2
𝑑𝜔

𝑥 دهیم قرار اگر اینجا در = 𝑚، داریم:

𝑒−𝑚 =
2

𝜋
න
0

∞𝜔 sin𝑚𝜔

1 + 𝜔2
𝑑𝜔 → න

0

∞𝜔 sin𝑚𝜔

1 + 𝜔2
𝑑𝜔 =

𝜋

2
𝑒−𝑚

⟹න
0

∞ 𝑥 sin𝑚𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 =

𝜋

2
𝑒−𝑚 ∎
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.یابیدب را رو روبه تابع کسینوسی فوریة تبدیل :مثال

𝑓 𝑥 =

−1 0 < 𝑥 < 1

+1 1 < 𝑥 < 2

0 2 < 𝑥

0

−1

𝑥

𝑓 𝑥

1

+1

2
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෠𝐹𝐶 𝜔 =
2

𝜋
න
0

∞

𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥

:بنویسیم آن برای یکسینوس فوریة تبدیل توانیممی پس است، پذیرانتگرال مطلقاً نیز تابع این

=
2

𝜋
න
0

1

−1 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 + න
1

2

1 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 + න
2

∞

0 × cos𝜔𝑥 𝑑𝑥

=
2

𝜋

sin 2𝜔 − 2 sin𝜔

𝜔
∎



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

یهقضایای تبدیل فور

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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یهفور تبدیل قضایای -3

lim
𝑥 →∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥 →∞

𝑓′ 𝑥 = ⋯ = lim
𝑥 →∞

𝑓 𝑛 𝑥 = 0 𝑓 تابع اگر 𝑥، 𝑛 یمباش داشته و باشد پذیرمشتق بار:

:نوشت توانمی
ℱ 𝑓′ 𝑥 =

1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥 = อ−
𝑒−𝑖𝜔𝑥

2𝜋
𝑓 𝑥

−∞

∞

+
𝑖𝜔

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥

lim  :داشت خواهیم و شودمی صفر اول عبارت پس است، برقرار                               شرط چون
𝑥 →∞

𝑓 𝑥 = 0

ℱ 𝑓′ 𝑥 =
𝑖𝜔

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑖𝜔ℱ 𝑓 𝑥 → ℱ
𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 𝑖𝜔𝐹 𝜔

 .کندمی ساده را یلدیفرانس معادلات حل که است رابطه این و آیدمی دست به تابع خود تبدیل و مشتق تبدیل رابطة ترتیب این به و

ℱ 𝑓 𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝜔 :اقضای همة در ابتدایی فرض
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ℱ:داریم نیز بالاتر مرتبه هایمشتق برای
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓 𝑥 = 𝑖𝜔 𝑛𝐹 𝜔

:نوشت شکل بدین را روابطی نیز سینوسی و کسینوسی فوریة تبدیل برای توانمی ترتیب همین به

෠ℱ𝐶 𝑓′ 𝑥 = 𝜔 ෠𝐹𝑆 𝜔 −
2

𝜋
𝑓 0 ෠ℱ𝑆 𝑓′ 𝑥 = −𝜔 ෠𝐹𝐶 𝜔

:داریم دوم شتقم در ولی .آیدنمی نظر به مناسب کمی که شودمی تبدیل بالعکس و کسینوسی به سینوسی تبدیل اول مشتق در :توجه

෠ℱ𝐶 𝑓′′ 𝑥 = −𝜔2 ෠𝐹𝐶 𝜔 −
2

𝜋
𝑓′ 0 ෠ℱ𝑆 𝑓′′ 𝑥 = −𝜔2 ෠𝐹𝑆 𝜔 +

2

𝜋
𝜔𝑓 0

 از استفاده با و یمکنمی فرض دیفرانسیل معادله یک جواب صورت به را نظر مورد تابع که است این فوریه تبدیل آوردن دست به هایراه از یکی

.آوریم دست به را تابع فوریة تبدیل توانیممی مشتق فوریة تبدیل
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𝑓 کسینوسی فوریة تبدیل :مثال 𝑥 = 𝑒−
𝑥

−𝑒 آن جواب که یابیممی را دیفرانسیلی معادله ابتدا :پاسخ.بیابید را 3
𝑥

.باشد 3

𝑓 𝑥 = 𝑒−
𝑥
3 → 𝑓′ 𝑥 = −

1

3
𝑒−

𝑥
3 → 𝑓′′ 𝑥 =

1

9
𝑒−

𝑥
3 =

1

9
𝑓 𝑥 → 9𝑓′′ = 𝑓

!!شدمی ظاهر نیز ینوسیس فوریة تبدیل اول، مشتق کسینوسی فوریة تبدیل در اما کنیم استفاده توانستیممی نیز اول مشتق از

9 −𝜔2 ෠𝐹𝐶 𝜔 −
2

𝜋
𝑓′ 0 = ෠𝐹𝐶 𝜔

𝑓 𝑥 = 𝑒−
𝑥
3 → 𝑓′ 0 = −

1

3
→ 9 −𝜔2 ෠𝐹𝐶 𝜔 +

2

𝜋
×

1

3
= ෠𝐹𝐶 𝜔

9𝑓′′ = 𝑓

෠𝐹𝐶 حسب بر را معادله این است کافی حال 𝜔 کنیم حل:

−9𝜔2 ෠𝐹𝐶 𝜔 + 3
2

𝜋
= ෠𝐹𝐶 𝜔 → 1 + 9𝜔2 ෠𝐹𝐶 𝜔 = 3

2

𝜋
→ ෠𝐹𝐶 𝜔 =

2

𝜋
×

3

1 + 9𝜔2
∎
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ℱ න
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥 න
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝑥

= ቤ−
1

𝑖 2𝜋𝜔
න

−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑥

−∞

∞

+ න
−∞

∞ 1

𝑖 2𝜋
×

1

𝜔
𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

= −
1

𝑖 2𝜋𝜔
න

−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑒−∞ − න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑒+∞ +
1

𝑖𝜔
×

1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

𝐹 𝜔

0
0

ℱ න
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝑖𝜔
𝐹 𝜔

𝜔 در مشکل برای :نکته = ℱ:مکنیمی استفاده دیراک دلتای تابع از 0 න
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝑖𝜔
𝐹 𝜔 + 𝐶𝛿 𝜔

𝐶 صورت به بیشتر که است دلخواه مقداری  𝐶 = 𝜋𝐹 .شودمی گرفته نظر در 0
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ℱ 𝑓 𝑎𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑎𝑥 𝑑𝑥 𝑎𝑥 = 𝑦 →
𝑦

𝑎
= 𝑥, 𝑑𝑥 =

1

𝑎
𝑑𝑦

رتغییر متغی

ℱ 𝑓 𝑎𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖
𝜔
𝑎 𝑦𝑓 𝑦

𝑑𝑦

𝑎
ℱ 𝑓 𝑎𝑥 =

1

𝑎
𝐹

𝜔

𝑎

:یریمبگ مشتق فوریه تبدیل از خواهیممی حال

𝑑

𝑑𝜔
𝐹 𝜔 =

𝑑

𝑑𝜔

1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

−𝑖𝑥𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −𝑖ℱ 𝑥𝑓 𝑥

ℱ 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑖
𝑑

𝑑𝜔
𝐹 𝜔 ℱ:مداری بالاتر هایمشتق برای 𝑥𝑛𝑓 𝑥 = 𝑖𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝜔𝑛
𝐹 𝜔
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ℱ:افتی دست زیر جالب معادلة به توانمی قبل رابطة از 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑖
𝑑

𝑑𝜔
𝐹 𝜔

ℱ−1
𝑥𝑓 𝑥 = 𝑖ℱ−1 𝐹′ 𝜔

𝑓 𝑥 =
𝑖

𝑥
ℱ−1 𝐹′ 𝜔

ℱ−1 اگر یعنی 𝐹 𝜔 مشتق معکوس فوریة تبدیل است کافی بخواهیم، را 𝐹 𝜔 به را 

در و آوریم دست
𝑖

𝑥
.نددار راحتی مشتق که است مناسب توابعی برای روش این .کنیم ضرب  

න
𝜔

+∞

𝑓 𝜔 𝑑𝜔 = න
𝜔

+∞ 1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝜔 =
1

2𝜋
න

−∞

+∞

𝑓 𝑥 න
𝜔

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔 𝑑𝑥

=
1

2𝜋
න

−∞

+∞

𝑓 𝑥
𝑒−𝑖𝜔𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = ℱ

𝑓 𝑥

𝑥
ℱ

𝑓 𝑥

𝑥
= න

𝜔

+∞

𝑓 𝜔 𝑑𝜔

𝑓 𝑥 = 𝑥ℱ−1 න
𝜔

+∞

𝑓 𝜔 𝑑𝜔
ℱ−1 اگر یعنی 𝐹 𝜔 کوسمع فوریة سپس و انتگرال آن از ابتدا است کافی بخواهیم، را 

.ستا مناسب دارند، راحتی انتگرال که توابعی برای روش این .کنیم ضرب 𝑥 در و بگیریم
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𝑓 تابع اگر صورت این در :زمانی انتقال❑ 𝑥 اندازة به خود حوزة در 𝑎 بود خواهد گونه بدین آن فوریة تبدیل یابد، انتقال:

ℱ 𝑓 𝑥 − 𝑎 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑓 𝑥 − 𝑎 𝑑𝑥 :تغییر متغیر  𝑦 = 𝑥 − 𝑎 → 𝑥 = 𝑦 + 𝑎, 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

=
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔 𝑦+𝑎 𝑓 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒−𝑖𝜔𝑎 ×
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑦𝑓 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒−𝑖𝜔𝑎𝐹 𝜔

ℱ 𝑓 𝑥 − 𝑎 = 𝑒−𝑖𝜔𝑎𝐹 𝜔

:داریم صورت این در و شودمی ضرب 𝑒𝑖𝑎𝜔 عبارت تابع در اصل در فرکانسی انتقال در :فرکانسی انتقال❑

ℱ 𝑒𝑖𝑎𝑥𝑓 𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑒𝑖𝑎𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝑥 𝜔−𝑎 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

ℱ 𝑒𝑖𝑎𝑥𝑓 𝑥 = 𝐹 𝜔 − 𝑎

.شودمی ضرب 𝑒−𝑖𝜔𝑎 عبارت فوریه تبدیل در دهیم، انتقال 𝑎 اندازة به زمان حوزة در اگر یعنی

𝑓 در اگر یعنی 𝑥، 𝑒𝑖𝑎𝑥 اندازة به فرکانس حوزة در آن فوریة تبدیل شود، ضرب 𝑎 یابدمی انتقال.
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𝑓 ∗ 𝑔 = න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑔 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑥 :شدیم ناآش صورت بدین تابع دو پیچشی ضرب با قبلاً

𝑓:گفت توانمی پیچش خواص مورد در ∗ 𝑔 = න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑔 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑥 = න
−∞

∞

𝑔 𝑥 𝑓 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑔 ∗ 𝑓

𝑓:است راکدی دلتای تابع پیچشی، انتگرال در خنثی عضو ∗ 𝛿 = 𝑓

න:داریم همچنین و
−∞

∞

𝑓 ∗ 𝑔𝑑𝑥 = න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 න
−∞

∞

𝑔 𝑥 𝑑𝑥

ℱ 𝑓 ∗ 𝑔 = 2𝜋ℱ 𝑓 𝑥 × ℱ 𝑔 𝑥 = 2𝜋𝐹 𝜔 𝐺 𝜔

ℱ−1 𝐹 𝜔 𝐺 𝜔 = ℱ−1 𝐹 𝜔 ∗ ℱ−1 𝐺 𝜔 = 𝑓 ∗ 𝑔

ℱ 𝑓. 𝑔 =
1

2𝜋
𝐹 𝜔 𝐺 𝜔

ℱ−1 𝐹 𝜔 ∗ 𝐺 𝜔 = 2𝜋𝑓. 𝑔

ردتوان اثبات کدر تبدیل فوریه نیز می

:تاین قضیه بدین صورت نیز برقرار اس
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2𝜋𝑓 ∗ 𝑔 = 2𝜋 න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝐺 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔 = 2𝜋 න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑔 𝑥 − 𝑡 𝑑𝑡

.کرد اثبات نیز ار فوریه تبدیل برای پارسوال اتحاد قضیة توانمی پیچش قضیة از استفاده با

𝑥دهیم حال قرار می = 0 න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑔 −𝑡 𝑑𝑡 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝐺 𝜔 𝑑𝜔

ℱ−1:نوشت توانمی طرفی از ҧ𝑓 −𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞
ҧ𝑓 −𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 =

1

2𝜋
න

−∞

∞
ҧ𝑓 𝑥 𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 = തℱ 𝑓 𝑥

𝑔 جایگذاری با این بنابر 𝑡 = ҧ𝑓 −𝑡 داشت خواهیم:න
−∞

∞

𝑓 𝑡 ҧ𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 ത𝐹 𝜔 𝑑𝜔

න:آیدیم دست به صورت بدین پارسوال اتحاد نتیجه در و
−∞

∞

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 2𝑑𝜔

න
0

∞

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 = න
0

∞

෠𝐹𝐶 𝜔
2

𝑑𝜔 = න
0

∞

෠𝐹𝑆 𝜔
2

𝑑𝜔 :داریم نیز کسینوسی و سینوسی تبدیل برای
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:آیدمی دست به فوریه تبدیل دو با دوگانی خاصیت

ℱ 𝑓 𝑥 = 𝐹 𝜔 ℱ 𝐹 𝑥 = 2𝜋𝑓 −𝜔
𝜔 → 𝑥



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

وریهمثال برای قضایای تبدیل ف

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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.ابیدبی را ضربه تابع فوریة تبدیل :1 مثال

:پاسخ

ℱ 𝛿 𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝛿 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝜋
𝑒−𝑖𝜔0 =

1

2𝜋

𝛿 𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞ 1

2𝜋
𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

𝛿 𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 ∎
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cos تابع فوریة تبدیل :2 مثال 𝜔0𝑥 بیابید را.

:پاسخ
ℱ cos 𝜔0𝑥 =

1

2𝜋
න

−∞

∞

cos 𝜔0𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

=
1

2𝜋
න

−∞

∞ 1

2
𝑒𝑖𝜔0𝑥 + 𝑒−𝑖𝜔0𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

=
1

2 2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖 𝜔−𝜔0 𝑥𝑑𝑥 + න
−∞

∞

𝑒−𝑖 𝜔+𝜔0 𝑥𝑑𝑥

=
1

2 2𝜋
2𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0 + 2𝜋𝛿 𝜔 + 𝜔0

=
𝜋

2
𝛿 𝜔 − 𝜔0 + 𝛿 𝜔 + 𝜔0 ∎
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انسفرک و زمان حوزة در سیگنال فوریة تبدیل تحلیل❖

ℱ 𝑓 𝑡 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 = 𝐹 𝜔

𝑓 𝑡 𝐹 𝜔

ℱ

ℱ−1

𝑓 𝑡 𝐹 𝜔

سانتقال از حوزة زمان به فرکان

مانحوزة فرکانس به زانتقال از 

𝐹 𝜔 = Re 𝐹 𝜔 + 𝑖 Im 𝐹 𝜔 = 𝐹 𝜔 𝑒𝑖∡𝐹 𝜔

= 𝐹 𝜔 𝑒𝑖𝜃 = 𝐹 𝜔 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
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فرکانس و زمان حوزة در سیگنال فوریة تبدیل تحلیل ادامة❖

زمان
(𝑡)

ة 
امن

د
𝑓

𝑡

 فرکانس
(𝜔)

ة 
امن

د
𝐹

𝜔
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𝑓 تابع فوریة تبدیل :3 مثال 𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡 𝑎 >  و مقدار نظر از را آن و بیابید را 0

.کنید تحلیل فاز زاویة
ℱ 𝑒−𝑎𝑡 =

1

2𝜋
න

0

∞

𝑒−𝑎𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

=
1

2𝜋
න

0

∞

𝑒− 𝑎+𝑖𝜔 𝑡𝑑𝑡 = − อ
1

2𝜋

𝑒− 𝑎+𝑖𝜔 𝑡

𝑎 + 𝑖𝜔
0

∞

=
1

2𝜋

1

𝑎 + 𝑖𝜔
=

1

2𝜋

𝑎 − 𝑖𝜔

𝑎2 + 𝜔2

→ 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋

1

𝑎2 + 𝜔2
, ∡𝐹 𝜔 = 𝜃 = − tan−1

𝜔

𝑎
∎
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2𝜋 𝐹 𝜔

∡𝐹 𝜔

+ Τ𝜋 2

− Τ𝜋 2

Τ𝜋 4

− Τ𝜋 4

+𝑎−𝑎

𝜔

𝜔

Τ1 𝑎

Τ1 𝑎 2

+𝑎−𝑎

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋

1

𝑎2 + 𝜔2

∡𝐹 𝜔 = − tan−1
𝜔

𝑎

𝑓 𝑡

1

1

𝑒
Τ1 𝑎

𝑡

𝑒−𝑎𝑡

زوج تابع

فرد تابع
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   :دکنی محاسبه را روروبه انتگرال :4 مثال
𝐴 = න

−∞

∞ sin2 𝜔𝑎

𝜔2
𝑑𝜔

𝐴 = න
−∞

+∞

𝑓 𝑥 2 𝑑𝑥 = න
−𝑎

𝑎

1𝑑𝑥 = න
−∞

+∞ 2

𝜋

sin2 𝜔𝑎

𝜔2
𝑑𝜔

𝑓 𝑥 = ቊ
1 𝑥 < 𝑎
0 𝑥 > 𝑎

→ 𝐹 𝜔 =
2

𝜋

sin 𝜔𝑎

𝜔
:داشتیم قبل از

:پارسوال اتحاد طبق

2𝑎 =
2

𝜋
න

−∞

+∞ sin2 𝜔𝑎

𝜔2
𝑑𝜔 → න

−∞

+∞ sin2 𝜔𝑎

𝜔2
𝑑𝜔 = 𝜋𝑎 ∎
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  :یابیدب را روروبه تابع فوریة تبدیل :5 مثال

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න

0

∞

𝑒−𝑎𝑥2
𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-6 -4 -2 0 2 4 6

𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑎𝑥2
𝑥, 𝑎 > 0

(:دمثبت است، بازة انتگرال مثبت ش 𝑥چون )تعریف مستقیم 
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 مشتق بعتا از سبب همین به .است مشکل کمی برویم، مستقیم تعریف از بخواهیم اگر

  .کنیممی استفاده تبدیل قضایای از و گیریممی
𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑎𝑥2

:ریمگیمی فوریه تبدیل طرف دو از

𝜔𝐹 𝜔 = −2𝑎
𝑑𝐹

𝑑𝜔

ℱ 𝑓′ 𝑥 = 𝑖𝜔𝐹 𝜔

ℱ 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑖𝐹′ 𝜔

𝑓′ 𝑥 = −2𝑎𝑥𝑒−𝑎𝑥2
= −2𝑎𝑥𝑓 𝑥

𝑖𝜔𝐹 𝜔 = −2𝑎𝑖𝐹′ 𝜔
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.آید دست به 𝜔 حسب بر 𝐹 تا شود حل دیفرانسیل معادله این باید الان

−2𝑎
𝑑𝐹

𝐹
= 𝜔𝑑𝜔 → −2𝑎 ln 𝐹 =

𝜔2

2
+ 𝐶

𝐹 به تا کنیممی استفاده فوریه تبدیل مستقیم تعریف از 𝑘 ضریب محاسبة برای 𝜔 برسیم.

𝐹 𝜔 = 𝑘𝑒−
𝜔2

4𝑎 =
1

2𝜋
න

0

∞

𝑒−𝑎𝑥2
𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

𝜔حال کافی است  = .را قرار دهیم 0
𝑘 =

1

2𝜋
න

0

∞

𝑒−𝑎𝑥2
𝑑𝑥

→ ln 𝐹 = −
𝜔2

4𝑎
+ 𝐶 → 𝐹 𝜔 = 𝑘𝑒−

𝜔2

4𝑎
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:نوشت صورت دو بدین را آن توانمی انتگرال این جواب به یابیدست برای

𝐴 = න
0

∞

𝑒−𝑎𝑥2
𝑑𝑥 𝐴 یا = න

0

∞

𝑒−𝑎𝑦2
𝑑𝑦

= න
0

∞

න
0

∞

𝑒−𝑎𝑥2
𝑒−𝑎𝑦2

𝑑𝑥𝑑𝑦 = න
0

∞

න
0

∞

𝑒−𝑎 𝑥2+𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴2 = න
0

∞

𝑒−𝑎𝑥2
𝑑𝑥 × න

0

∞

𝑒−𝑎𝑦2
𝑑𝑦
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:تداش خواهیم بدهیم، قطبی مختصات تغییر اگر حال

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 , 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 → 0 < 𝜃 <
𝜋

2
, 0 < 𝑟

= න
0

𝜋
2

𝑑𝜃 × න
0

∞

𝑟𝑒−𝑎𝑟2
𝑑𝑟 =

𝜋

4𝑎
→ 𝐴 =

1

2

𝜋

𝑎

𝐴2 = න
0

𝜋
2

න
0

∞

𝑟𝑒−𝑎𝑟2
𝑑𝑟𝑑𝜃



31از  14

:داریم پس
𝑘 =

1

2𝜋
×

1

2

𝜋

𝑎
=

1

2 2𝑎

ℱ:کل در 𝑒−𝑎𝑥2
=

𝑒−
𝜔2

4𝜋

2 2𝑎
∎

𝑓 فوریة تبدیل 𝑥 = 𝑥𝑒−𝑎𝑥2
:است شکل بدین 

ℱ 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑖𝐹′ 𝜔 → ℱ 𝑥𝑒−𝑎𝑥2
= −𝑖𝜔

𝑒−
𝜔2

4𝜋

4𝑎 2𝑎
∎
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𝑓  :ابیدبی را روروبه تابع فوریة تبدیل :6 مثال 𝑥 = 𝑒−𝑎 𝑥 𝑥 > 0

 پذیرانتگرال اًمطلق که داد نشان توانمی و کرد تقسیم ضابطه دو به را تابع این توانمی ابتدا

:داریم پس .است

𝑓 𝑥 = ቐ
𝑒−𝑎𝑥 𝑥 > 0

𝑒𝑎𝑥 𝑥 < 0

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

=
1

2𝜋
න

−∞

0

𝑒𝑎𝑥𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 + න
0

∞

𝑒−𝑎𝑥𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥
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𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
ቤ

1

𝑎 − 𝑖𝜔
𝑒𝑎−𝑖𝜔

−∞

0

+ ቤ
−1

𝑎 + 𝑖𝜔
𝑒𝑎+𝑖𝜔

0

∞

:مرسیمی خوبی نتیجة به کنیم، استفاده پارسوال اتحاد از اگر حال

න
−∞

∞

𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝐹2 𝜔 𝑑𝜔

=
1

2𝜋

2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
=

2

𝜋

𝑎

𝑎2 + 𝜔2
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→ න
−∞

∞

𝑒−2𝑎 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞ 2

𝜋

𝑎2

𝑎2 + 𝜔2 2
𝑑𝜔 =

1

𝑎

න
−∞

∞ 𝑎2

𝑎2 + 𝜔2 2
𝑑𝜔 =

𝜋2

𝑎

دهیمقرار می 𝜔 ،𝑥حال به جای 
න

−∞

∞ 𝑎2

𝑎2 + 𝑥2 2
𝑑𝑥 =

𝜋2

𝑎
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1   :یدبیاب را روروبه توابع فوریة تبدیل :7 مثال

𝑥2 + 𝑎2
,

𝑥

𝑥2 + 𝑎2

.ابیمیابتدا تبدیل فوریة تابع                   را می
𝑥

𝑥2 + 𝑎2ℱ
𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

1

2𝜋
න

−∞

∞ 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

.شتتوان نوابتدا تبدیل فوریة تابع                                                     می 𝑒−𝑖𝜔𝑥 = cos 𝜔𝑥 − 𝑖 sin 𝜔𝑥

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න

−∞

∞ 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥 −

𝑖

2𝜋
න

−∞

∞ 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥

.ودشچون تابع                   فرد است، پس انتگرال اول فرد است و حذف می
𝑥

𝑥2 + 𝑎2𝐹 𝜔 = −
2𝑖

2𝜋
න

0

∞ 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥

𝑒−𝑎 تابع سینوسی فوریة انتگرال به توجه با توانمی را انتگرال این 𝑥 داد جواب.

تابع سینوسی فوریة انتگرال
𝜋

2
𝑒−𝑎 𝑥 = න

0

∞ 𝜔 sin 𝜔𝑥

𝜔2 + 𝑎2
𝑑𝑥

0
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:نوشت توانمی پس

ℱ
𝑥

𝑥2 + 𝑎2
= 𝐹 𝜔 = −

2𝑖

2𝜋
න

0

∞ 𝑥 sin 𝜔𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

−
2𝑖

2𝜋

𝜋

2
𝑒−𝑎𝜔 = −𝑖

𝜋

2
𝑒−𝑎𝜔 𝜔 > 0

−
2𝑖

2𝜋
−

𝜋

2
𝑒𝑎𝜔 = 𝑖

𝜋

2
𝑒𝑎𝜔 𝜔 < 0

:داریم لتبدی مشتق قضیة طبق ،                 تابع فوریة تبدیل یافتن برای حال
1

𝑥2 + 𝑎2

ℱ 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑖
𝑑

𝑑𝜔
ℱ 𝑓 𝑥 → ℱ

𝑥

𝑥2 + 𝑎2
= 𝑖

𝑑

𝑑𝜔
ℱ

1

𝑥2 + 𝑎2
=

−𝑖
𝜋

2
𝑒−𝑎𝜔 𝜔 > 0

𝑖
𝜋

2
𝑒𝑎𝜔 𝜔 < 0

𝜋

2

𝑒−𝑎𝜔

𝑎
𝜔 > 0

𝜋

2

𝑒𝑎𝜔

𝑎
𝜔 < 0

ریمدا گیریانتگرال با
کل در ℱ

1

𝑥2 + 𝑎2
=

𝜋

2

𝑒−𝑎 𝜔

𝑎
∎
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𝑓 تابع فوریة تبدیل اگر :8 مثال 𝑥 با برابر 𝐹 𝜔 ،بیدبیا را روروبه تابع فوریة تبدیل آنگاه باشد:   𝑥𝑒−𝑖𝑥
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 − 2

𝑓از  𝑥 کنیمشروع می:ℱ 𝑓 𝑥 = 𝐹 𝜔

ℱ 𝑓 𝑥 − 2 = 𝑒−𝑖2𝜔𝐹 𝜔 :طبق قضیة انتقال

ℱ
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 − 2 = 𝑖𝜔𝑒−𝑖2𝜔𝐹 𝜔 :شتقطبق قضیة تبدیل م

ℱ 𝑒−𝑖𝑥
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 − 2 = 𝑖 𝜔 + 1 𝑒−𝑖2 𝜔+1 𝐹 𝜔 + 1 :طبق قضیة دوم انتقال

ℱ 𝑥𝑒−𝑖𝑥
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 − 2 = 𝑖

𝑑

𝑑𝜔
𝑖 𝜔 + 1 𝑒−𝑖2 𝜔+1 𝐹 𝜔 + 1 :دیلطبق قضیة مشتق تب
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𝑓 تابع فوریة تبدیل :9 مثال 𝑥 بیابید را:   𝑓 𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥2

ℱ 𝑓 𝑥 = ℱ 𝑥𝑒−𝑥2
= ℱ −

1

2
𝑒−𝑥2 ′

= −
1

2
ℱ 𝑒−𝑥2 ′

= −
1

2
𝑖𝜔ℱ 𝑒−𝑥2

= −
1

2
𝑖𝜔

1

2
𝑒−

𝜔2

4 ∎
ℱ 𝑒−𝑎𝑥2

=
𝑒−

𝜔2

4𝜋

2 2𝑎

:دانیممی 5 مثال طبق
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.دهید نشان زیر مثال در را دوگانی خاصیت :1-10 مثال

1. 𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑎 𝑥 ℱ 𝑒−𝑎 𝑥 =
𝑎

𝜔2 + 𝑎2

2

𝜋

دوگانی خاصیت
𝜔→𝑥 𝑎

𝑥2 + 𝑎2

2

𝜋

ℱ
𝑎

𝑥2 + 𝑎2

2

𝜋
= 𝑒−𝑎 −𝜔 = 𝑒−𝑎 𝜔
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.دهید نشان زیر مثال در را دوگانی خاصیت :2-10 مثال

2. 𝑔 𝑥 = 𝑓′ 𝑥 ℱ 𝑔 𝑥 = ℱ 𝑓′ 𝑥 = 𝑖𝜔𝐹 𝜔

دوگانی خاصیت
𝜔→𝑥

𝑖𝑥𝐹 𝑥

ℱ 𝑖𝑥𝐹 𝑥 = 𝑓′ −𝜔



31از  24

𝑓  :یابیدب را روروبه تابع فوریة تبدیل :11 مثال 𝑥 =
1

𝑥2 + 2𝑥 + 2

𝑎:داریم 6 مثال طبق

𝑥2+𝑎2

2

𝜋

ℱ
𝑒−𝑎 −𝜔 = 𝑒−𝑎 𝜔

𝑎=1 1

𝑥2+1

2

𝜋

ℱ
𝑒− 𝜔

1

𝑥2+1

ℱ 𝜋

2
𝑒− 𝜔

𝑥 →𝑥− −1 1

𝑥+1 2+1

ℱ
𝑒𝑖𝜔 ×

𝜋

2
𝑒− 𝜔
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𝑓  :یابیدب را روروبه تابع فوریة تبدیل :12 مثال 𝑥 =
𝑥 + 2

𝑥2 + 4𝑥 + 5

  :پاسخ

کنیممی تجزیه را کسر ابتدا❑

.کنیممی استفاده فوریه تبدیل بودن خطی خاصیت از سپس❑

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 2

𝑥 + 2 2 + 1
= 𝑥 ×

1

𝑥 + 2 2 + 1
+ 2 ×

1

𝑥 + 2 2 + 1
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ℱ
1

𝑥 + 2 2 + 1
= 𝑒2𝑖𝜔

𝜋

2
𝑒− 𝜔 =

𝜋

2
𝑒− 𝜔 +2𝑖𝜔 = 𝐹 𝜔

  :داریم یةفور تبدیل قوانین در انتقال قضیة طبق حال

1. ℱ 𝑥 ×
1

𝑥 + 2 2 + 1
= 𝑖𝐹′ 𝜔

2. ℱ 2 ×
1

𝑥 + 2 2 + 1
= 2𝐹 𝜔

3.
1+2

ℱ 𝑓 𝑥 = 𝑖𝐹′ 𝜔 + 2𝐹 𝜔 ∎
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.کنید محاسبه را زیر تابع فوریة تبدیل مربعی، پالس فوریة تبدیل کمک به :13 مثال

𝑓 𝑥 =
sin 𝑥

𝑥

𝑓:تاس شکل بدین مربعی پالس :پاسخ 𝑥 = 1 𝑥 < 1

𝑥
+1−1

+1
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𝑓 𝑥 = 1, 𝑥 < 𝐿

ℱ 1 = 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න

−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝜋
න

−𝐿

+𝐿

𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

ℱ 1 = 𝐹 𝜔 =
1

−𝑖𝜔 2𝜋
𝑒−𝑖𝜔𝐿 − 𝑒𝑖𝜔𝐿 =

2

𝜋

sin 𝜔𝐿

𝜔

دوگانی خاصیت
𝜔→𝑥

ℱ
2

𝜋

sin 𝑥𝐿

𝑥
= 𝑓 𝑥 = 1
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→ ℱ
2

𝜋

sin 𝑥𝐿

𝑥
= 𝐿

2

𝜋
ℱ

sin 𝑥𝐿

𝑥𝐿
= 1

→ ℱ
sin 𝑥𝐿

𝑥𝐿
=

1

𝐿

𝜋

2

→ ℱ
sin 𝑥

𝑥
=

1

𝐿

𝜋

2
∎
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𝑓.یدکن محاسبه را روروبه تابع فوریة تبدیل :14 مثال 𝑥 = 𝑥2𝑒−𝑎𝑥2

ℱ 𝑒−𝑎𝑥2
=

1

2𝑎
𝑒−

𝜔2

4𝑎 = 𝐻 𝜔 → 𝐻′ 𝜔 =
−𝜔

2𝑎 2𝑎
𝑒−

𝜔2

4𝑎

ℱ 𝑥 × 𝑒−𝑎𝑥2
=

−𝑖𝜔

2𝑎 2𝑎
𝑒−

𝜔2

4𝑎 = 𝐺 𝜔

𝐺′ 𝜔 = 𝑖
𝜔2 + 2

4𝑎2 2𝑎
𝑒−

𝜔2

4𝑎

ℱ 𝑓 𝑥 = ℱ 𝑥2 × 𝑒−𝑎𝑥2
= −

𝜔2 − 2𝑎

4𝑎2 2𝑎
𝑒−

𝜔2

4𝑎 = 𝐹 𝜔
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.کنید محاسبه را زیر تابع (سینوسی) فرد و (کسینوسی) زوج فوریة تبدیل :15 مثال

𝑓 𝑥 = ቐ
0 𝑥 < 0

1 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 𝑥
𝑎

+1

ℱ𝐶 𝑓 𝑥 =
2

𝜋
න

0

∞

cos 𝜔𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋
ቤ

sin 𝜔𝑥

𝜔
0

𝑎

=
2

𝜋

sin 𝑎𝜔

𝜔

ℱ𝑆 𝑓 =
2

𝜋
න

0

∞

sin 𝜔𝑥 𝑑𝑥 = −
2

𝜋
ฬ

cos 𝜔𝑥

𝜔 0

𝑎

=
2

𝜋

1 − cos 𝑎𝜔

𝜔
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ریاضیات مهندسی

های فوریهجدول تبدیل

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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𝒇 تابع 𝒙 𝑭 تبدیل فوریه 𝝎

(1) ቊ
1 𝑥 < 𝑎
0 𝑥 > 𝑎

2

𝜋

sin 𝑎𝜔

𝜔

(2) ቊ
1 𝑏 < 𝑥 < 𝑐
0  صورت این غیر در

𝑒−𝑖𝑏𝜔 − 𝑒−𝑖𝑐𝜔

𝑖𝜔 2𝜋

(3)
1

𝑥2 + 𝑎2
𝜋

2

𝑒−𝑎 𝜔

𝑎

(4) ቐ

𝑥 0 < 𝑥 < 𝑏
2𝑥 − 𝑏 𝑏 < 𝑥 < 2𝑏
0  صورت این غیر در

−1 + 2𝑒𝑖𝑏𝜔 − 𝑒−2𝑖𝑏𝜔

2𝜋𝜔2

فوریه تبدیلات جدول -4
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𝒇 تابع 𝒙 𝑭 تبدیل فوریه 𝝎

(5) ቊ
𝑒−𝑎𝑥 𝑥 > 0
0 𝑥 < 0

1

𝑎 + 𝑖𝜔 2𝜋

(6) ቊ
𝑒𝑎𝑥 𝑏 < 𝑥 < 𝑐
0  صورت این غیر در

𝑒 𝑎−𝑖𝜔 𝑐 − 𝑒 𝑎−𝑖𝜔 𝑏

2𝜋 𝑎 − 𝑖𝜔

(7) ൝
𝑒𝑖𝑎𝑥 −𝑏 < 𝑥 < 𝑏
0  صورت این غیر در

2

𝜋

sin 𝑏 𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑎

(8) ൝
𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑏 < 𝑥 < 𝑐
0  صورت این غیر در

𝑖

2𝜋

𝑒𝑖𝑏 𝑎−𝜔 − 𝑒𝑖𝑐 𝑎−𝜔

𝑎 − 𝜔
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𝒇 تابع 𝒙 𝑭 تبدیل فوریه 𝝎

(9) 𝑒−𝑎𝑥
2

𝑎 > 0
1

2 2𝑎
𝑒−

𝜔2

4𝜋

(10)
sin 𝑎𝑥

𝑥
𝑎 > 0 ቐ

𝜋

2
𝜔 < 𝑎

0 𝜔 > 𝑎

(11) 𝛿 𝑥 − 𝑎 = ൜
∞ 𝑥 = 𝑎
0 𝑥 ≠ 𝑎

1

2𝜋
𝑒𝑖𝑎𝜔
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𝒇 تابع 𝒙 ෡𝑭𝑪 تبدیل کسینوسی فوریه 𝝎

(1) ቊ
1 𝑥 < 𝑎
0 𝑥

2

𝜋

sin 𝑎𝜔

𝜔

(2) 𝑥𝑎−1 0 < 𝑥 < 𝑎
2

𝜋

Γ 𝑎

𝜔2
cos

𝑎𝜋

2

(3) 𝑒−𝑎𝑥 𝑎 > 0
𝜋

2

𝑎

𝑎2 +𝜔2

(4) 𝑒−
𝑥2

2 𝑒−
𝜔2

2



10از  6

𝒇 تابع 𝒙 ෡𝑭𝑪 تبدیل کسینوسی فوریه 𝝎

(5) 𝑒−𝑎𝑥
2 1

2𝑎
𝑒−

𝜔2

4𝑎

(6) 𝑥𝑛𝑒−𝑎𝑥 𝑎 > 0
2

𝜋

𝑛!

𝑎2 + 𝜔2 𝑛+1
Re 𝑎 + 𝑖𝜔 𝑛+1

(7) ቊ
cos 𝑥 0 < 𝑥 < 𝑎
0  صورت این غیر در

1

2𝜋

sin 𝑎 1 − 𝜔

1 − 𝜔
+
sin 𝑎 1 + 𝜔

1 + 𝜔

(8) cos 𝑎𝑥2 𝑎 > 0
1

2𝑎
cos

𝜔2

4𝑎
−
𝜋

4
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𝒇 تابع 𝒙 ෡𝑭𝑪 تبدیل کسینوسی فوریه 𝝎

(9) sin 𝑎𝑥2 𝑎 > 0
1

2𝑎
cos

𝜔2

4𝑎
+
𝜋

4

(10)
sin 𝑎𝑥

𝑥

𝜋

2
1 − 𝑢 𝜔 − 𝑎

(11)
𝑒−𝑥 sin 𝑥

𝑥

1

2𝜋
tan−1

2

𝜔2

(12) 𝐽0 𝑎𝑥 𝑎 > 0
1

2𝑎

1

𝑎2 − 𝜔2
1 − 𝑢 𝜔 − 𝑎
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𝒇 تابع 𝒙 ෡𝑭𝑺 تبدیل سینوسی فوریه 𝝎

(1) ቊ
1 0 < 𝑥 < 𝑎
0 𝑥 > 𝑎

2

𝜋

1 − cos 𝑎𝑥

𝜔

(2)
1

𝑥

1

𝜔

(3) Τ1 𝑥
3
2 2 𝜔

(4) 𝑥𝑎−1
2

𝜋

Γ 𝑎

𝜔𝑎
sin

𝑎𝜋

2
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𝒇 تابع 𝒙 ෡𝑭𝑺 تبدیل سینوسی فوریه 𝝎

(5) 𝑒−𝑎𝑥
2

𝜋

𝜔

𝑎2 +𝜔2

(6)
𝑒−𝑎𝑥

𝑥
𝑎 > 0

2

𝜋
tan−1

𝜔

𝑎

(7) 𝑥𝑛𝑒−𝑎𝑥
2

𝜋

𝑛!

𝑎2 + 𝜔2 𝑛+1
Im 𝑎 + 𝑖𝜔 𝑛+1

(8) 𝑥𝑒−
𝑥2

2 𝜔𝑒−
𝜔2

2
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𝒇 تابع 𝒙 ෡𝑭𝑺 تبدیل سینوسی فوریه 𝝎

(9) 𝑥𝑒−𝑎𝑥
2

𝑎 > 0
𝜔

2𝑎
3
2

𝑒−
𝜔2

4𝑎

(10) ቊ
sin 𝑥 0 < 𝑥 < 𝑎
0  صورت این غیر در

1

2𝜋

sin 𝑎 1 − 𝜔

1 − 𝜔
−
sin 𝑎 1 + 𝜔

1 + 𝜔

(11)
cos 𝑎𝑥

𝑥

𝜋

2
𝑢 𝜔 − 𝑎

(12) tan−1
2𝑎

𝑥
2𝜋

sin 𝑎𝜔

𝜔
𝑒−𝑎𝜔
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ریاضیات مهندسی

وریهحل معادلات دیفرانسيل با تبدیل ف

فوریهتحلیل : 2فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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وریهفاستفاده از تبدیل دیفرانسیل با حل معادلات  -5

 رابطه تابع، و قمشت بین که است این فوریه تبدیل ویژگی مهمترین که شد اشاره پیشتر

:داریم مشتق تبدیل قضیة طبق و کندمی برقرار

ℱ 𝑓𝑛 𝑥 = 𝑖𝜔 𝑛ℱ 𝑓 𝑥 = 𝑖𝜔 𝑛 𝐹 𝜔

 تمامی توانیم دیفرانسیل معادلات در فوریه، تبدیل در مشتق قضیة از استفاده با پس❑

 جبری ادلةمع یک حل با سپس و بنویسیم تابع فوریة تبدیل حسب بر را مشتقات

𝐹 𝜔 یمرسمی تابع خود به معکوس فوریة تبدیل یک با آخر در و یابیممی را.
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 (سینوسی) ردف یا (کسینوسی) زوج فوریة تبدیل از توانیممی معادله حل برای بین این در❑

.ببریم بهره شد، لازم اگر نیز

 یا سیسینو فوریة تبدیل از است بهتر اول مشتق برای که داشت توجه باید فقط❑

 ظاهر سینوسیک هم و سینوسی تبدیل هم جدید، معادلة در زیرا نکنیم استفاده کسینوسی

 یا سیسینو فوریة تبدیل از ،زوج مرتبة با مشتقات برای است بهتر پس .شودمی

.کنیم استفاده کسینوسی

 تبدیل در ماا نیست نیازی اولیه مقادیر به فوریه، تبدیل خود در اینکه دیگر مهم نکتة❑

𝑓 اولیة مقادیر به کسینوسی و سینوسی فوریة ′𝑓 و 0 .است نیاز . . . و 0
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′′𝜋𝑦.یابیدرو را بپاسخ معادله دیفرانسیل روبه: 1مثال  − 𝜋𝑦 = −
1

𝑥2 + 1
.  گیریمابتدا از دو سوی معادله، تبدیل فوریه می❑

.کنیمبرای نمایش تبدیل فوریة یک تابع از حروف بزرگ استفاده می❑

ℱ 𝑦 𝑥 = 𝑌 𝜔 = 𝑌

ℱ 𝑦′′ = 𝑖𝜔 2𝑌 = 𝜔2𝑌 → ℱ −
1

𝑥2 + 1
= −

𝜋

2
𝑒− 𝜔

𝜋 −𝜔2𝑌 − 𝜋𝑌 = −
𝜋

2
𝑒− 𝜔

÷𝜋
𝜔2𝑌 + 𝑌 =

1

2𝜋
𝑒− 𝜔
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1 + 𝜔2 𝑌 =
1

2𝜋
𝑒− 𝜔

𝑌 𝜔 =
1

2𝜋

𝑒− 𝜔

1 + 𝜔2
ℱ−1 𝑌 𝜔 = 𝑦 𝑥

𝑦توان به پاسخ حال با تبدیل فوریة معکوس می 𝑥 رسید.

𝑦 𝑥 =
1

2𝜋
න
−∞

∞ 1

2𝜋

𝑒− 𝜔

1 + 𝜔2
𝑒𝑖𝜔𝑥 𝑑𝜔

𝑦 𝑥 =
1

2𝜋
න
−∞

∞ 𝑒𝑖𝜔𝑥− 𝜔

1 + 𝜔2
𝑑𝜔 ∎
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′′𝑦.یابیدرو را بپاسخ معادله دیفرانسیل روبه: 2مثال  + 𝑦 = 𝑒−𝑥 𝑦 0 = 0

  .کنیم فادهاست فرد یا زوج تبدیل از است بهتر پس داریم، دوم مشتق و اولیه مقدار اینجا در❑

𝑓 مرزی مقدار چون اما❑ .کنیم استفاده (سینوسی) فرد تبدیل از باید است، 0

′𝑓 مقدار اگر❑ .دیمکرمی استفاده (کسینوسی) زوج فوریة تبدیل از بود، شده داده 0

:داشت خواهیم راست سمت برای لذا .گیریممی سینوسی فوریة تبدیل طرف دو از حال❑

෠ℱ𝑆 𝑒−𝑎𝑥 =
2

𝜋

𝜔

𝑎2 +𝜔2
→ ෠ℱ𝑆 𝑒−𝑥 =

2

𝜋

𝜔

1 + 𝜔2
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෠ℱ𝑆 𝑦 𝑥 = 𝑌𝑆 𝜔 = 𝑌𝑆 → ෠ℱ𝑆 𝑦
′′ = −𝜔2𝑌𝑆 +

2

𝜋
𝜔𝑦 0

0

−𝜔2𝑌𝑆 + 𝑌𝑆 =
2

𝜋

𝜔

1 + 𝜔2
→ 1 − 𝜔2 𝑌𝑆 =

2

𝜋

𝜔

1 + 𝜔2

𝑌𝑆 =
2

𝜋

𝜔

1 − 𝜔4
→ ෠ℱ𝑆

−1 𝑌𝑆 = 𝑦 𝑥

𝑦 𝑥 =
2

𝜋
න
0

∞ 2

𝜋

𝜔

1 − 𝜔4
sin𝜔𝑥 𝑑𝜔 =

2

𝜋
න
0

∞𝜔 sin𝜔𝑥

1 − 𝜔4
𝑑𝜔 ∎



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

ایقانون مشتق زنجيره

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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مشتق مرتبه اول -1-1

𝑦 = 𝑓 𝑢 = 𝑒7𝑢

𝑢 = 𝑔 𝑣 = sin 𝑣 𝑣 = ℎ 𝑥 = 𝑥2

𝑢 = sin 𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑣
∙
𝑑𝑣

𝑑𝑥

(:Chain rule)ای قاعدة مشتق زنجیره -1

𝑦 𝑥 = 𝑒7sin 𝑥2𝑑𝑦

𝑑𝑥
=? :، مطلوب است:  یمفرض کنید داشته باش: مثال

:  لتغییر متغیر او

:  ومتغییر متغیر د
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𝑑𝑦

𝑑𝑢
= 𝑓′ 𝑢 = 7𝑒7𝑢 = 7𝑒7sin 𝑥2

𝑑𝑢

𝑑𝑣
= 𝑔′ 𝑣 = cos 𝑣 = cos 𝑥2

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= ℎ′ 𝑥 = 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑣
∙
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 7𝑒7sin 𝑥2 cos 𝑥2 2𝑥 ∎

1 2 3

1:

2:

3:
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𝑑2𝑦مشتق مرتبه دوم -1-2

𝑑𝑥2
=?

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥

=
𝑑

𝑑𝑢

𝑑𝑦

𝑑𝑥
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥

=
𝑑

𝑑𝑢

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
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𝑑2𝑦ادامة مشتق مرتبه دوم

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑢

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥

=
𝑑

𝑑𝑢

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑

𝑑𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥

=
𝑑2𝑦

𝑑𝑢2
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑

𝑑𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
∙
𝑑𝑥

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥

=
𝑑2𝑦

𝑑𝑢2
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
∙
𝑑𝑥

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥

=
𝑑2𝑦

𝑑𝑢2
𝑑𝑢

𝑑𝑥

2

+
𝑑𝑦

𝑑𝑢

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
∎
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𝒚 𝒙 = 𝒆𝟑𝒙
𝟐

𝑦 = 𝑓 𝑢 = 𝑒3𝑢

𝑢 = 𝑔 𝑥 = 𝑥2

𝑢 = 𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑢
= 𝑓′ 𝑢 = 3𝑒3𝑢 = 3𝑒3𝑥

2
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑔′ 𝑥 = 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 3𝑒3𝑢 2𝑥 = 3𝑒3𝑥

2
2𝑥

:روش مستقیم: روش اول

.و را بیابیدمشتق مرتبه دوم عبارت روبه: مثال

:  لتغییر متغیر او
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𝒚 𝒙 = 𝒆𝟑𝒙
𝟐

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥

روش مستقیم: روش اول: ادامة مثال

= 18𝑥𝑒3𝑥
2

2𝑥 + 3𝑒3𝑥
2

2

=
𝑑

𝑑𝑥
3𝑒3𝑥

2
2𝑥

= 6 + 36𝑥2 𝑒3𝑥
2
∎
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𝑦 𝑥 = 𝑒3𝑥
2 :ادامة مثال

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=
𝑑2𝑦

𝑑𝑢2
𝑑𝑢

𝑑𝑥

2

+
𝑑𝑦

𝑑𝑢

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2

= 9𝑒3𝑢 2𝑥 2 + 3𝑒3𝑥
2

2

= 6 + 36𝑥2 𝑒3𝑥
2
∎

:مشتق زنجیری: روش دوم
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توابع چند متغیری -2

 تابع . . . و نیرو دما، فشار، تنش، شتاب، سرعت، مانند هاویژگی بیشتر مهندسی در❑

.هستند مکان و زمان تابع همزمان مثلاً متغیرند چند

 و نیست ابستهو متغیر یک به فقط و نیست کامل مشتق متغیری، چند توابع در :نکته❑

.دید خروجی بر را متغیرها همة اثر باید لذا
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توابع چند متغیری -2

𝑦 مانند متغیری یک توابع در ❑ = 𝑓 𝑥، استفاده       نماد از مشتق برای  

.است وابسته 𝑥 متغیر یک به تنها 𝑦 تابع یعنی شودمی     

𝑑𝑓

𝑑𝑥

𝑓 مانند متغـیری چند تـوابع در❑ = 𝑓 𝑥,𝑦,𝑧,𝑡، نمـاد از مشـتق برای                 

.ندگوی جزئی مشتق آن به اصطلاحاً که شودمی استفاده                 یا                      𝑓𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑓𝑡 =

𝜕𝑓

𝜕𝑡
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𝑓 مانند متغیری چند توابع در❑ = 𝑓 𝑥,𝑦,𝑧، است شرح بدین کامل مشتق:

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧

:نندما باشند، برداری و اسکالر صورت دو به توانندمی متغیری چند توابع❑

.است عدد یک آن خروجی که اسکالر تابع .1

.است برداری میدان یک آن خروجی که برداری تابع .2
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:مثال

𝑇 = 𝑇 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝑥2 + 𝑦2 − sin 𝑡

𝑢 = 𝑥 + 𝑡2 Ƹ𝑖 + 𝑦 − 𝑥 Ƹ𝑗 + 𝑧 cos 𝑡 ෠𝑘

:(خروجی) وابسته متغیر یک و (ورودی) مستقل متغیر سه با اسکالر تابع .1

 (خروجی) هوابست متغیر سه و (ورودی) مستقل متغیر چهار با برداری تابع .2

:برداری خروجی یک یا

:فشار دما، :مانند
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مشتق توابع چند متغیری -3

:یدرو موارد خواسته شده را بیاببا توجه به تابع چند متغیری روبه: مثال

𝑓 = 𝑓 𝑢, 𝑣 = 𝑢2 + 𝑣3

𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝑥𝑦2 sin 𝑡

𝑣 = 𝑣 𝑥, 𝑦, 𝑡 = sin2 𝑡

𝐴
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝐷

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
𝐵

𝜕𝑓

𝜕𝑦 𝐶
𝜕𝑓

𝜕𝑡
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:پاسخ مثال
𝐴

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝐵
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦

= 2𝑢 𝑦2 sin 𝑡 + 3𝑣2 0 = 2𝑥𝑦4 sin2 𝑡

= 2𝑢 2𝑥𝑦 sin 𝑡 + 3𝑣2 0 = 4𝑥2𝑦3 sin2 𝑡
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:ادامة پاسخ مثال
𝐶

𝜕𝑓

𝜕𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡

= 2𝑥𝑦2 sin 𝑡 𝑥𝑦2 cos 𝑡 + 3 sin2 𝑡
2

2 cos 𝑡 sin 𝑡

= 2𝑢 𝑥𝑦2 cos 𝑡 + 3𝑣2 2 cos 𝑡 sin 𝑡

= 𝑥2𝑦4 + 3 sin4 𝑡 cos 2𝑡
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𝐷
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

=
𝜕

𝜕𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

=
𝜕

𝜕𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕

𝜕𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

+
𝜕

𝜕𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕

𝜕𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
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=
𝜕2𝑓

𝜕𝑢2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑢𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥

+
𝜕2𝑓

𝜕𝑣𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑣2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝑓

𝜕𝑢2
𝜕𝑢

𝜕𝑥

2

+
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑢𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑓

𝜕𝑣𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑣2
𝜕𝑣

𝜕𝑥

2

+
𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
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𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝑓

𝜕𝑢2
𝜕𝑢

𝜕𝑥

2

+ 2
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑢𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 2

𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑣2
𝜕𝑣

𝜕𝑥

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 2 𝑦2 sin 𝑡

2
+ 2 2𝑢 0 + 2 0 0 𝑦2 sin 𝑡 + 2 3𝑣2 0

+ 6𝑣 0 2 = 2𝑦4 sin2 𝑡 ∎
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ریاضیات مهندسی

(نابلا)عملگر دل 

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط



19از  2

های  اسکالر و برداریمیدان -1

𝑓 = 𝑓 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡

(Temperature)دما ❑

(Fluid Pressure)فشار سیال ❑

(Pollutant concentration)ها غلظت آلاینده❑

(Density)چگالی ❑

(Viscosity)گرانروی سیالات ❑

(:  Scalar Fields)های اسکالر میدان
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Ԧ𝐴 = Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡 = Ԧ𝐴 𝐴𝑥 Ƹ𝑖 + 𝐴𝑦 Ƹ𝑗 + 𝐴𝑧
෠𝑘, 𝑡

(Magnetic Field)میدان مغناطیسی ❑

(Electrical Field)میدان الکتریکی ❑

(Gravity Field)میدان گرانشی ❑

(Fluid Velocity)میدان سرعت سیال ❑

(Displacement)جایی میدان جابه❑

(Stress)میدان تنش ❑

(:  Vector Fields)های برداری میدان
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𝑓دیفرانسیل کامل یک میدان اسکالر -2 = 𝑓 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧
∙ 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
෠𝑘 ∙ 𝑑𝑥 Ƹ𝑖 + 𝑑𝑦 Ƹ𝑗 + 𝑑𝑧 ෠𝑘

𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘 𝛻عملگر دل 
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Del (Nabla) operator: 𝛁(: نابلا)عملگر دل

𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

.شوندمی ضرب و جمع بردارها مثل یعنی شودمی رفتار بردار یک مانند دل عملگر با❖

 باعث لفمخت توابع بر آن اعمال شیوه و نمی کند منتقل را مفهومی تنهایی به عملگر این❖

.می شود مختلف مفاهیم ایجاد

.دارد وجود خاصی تعاریف برداری و اسکالر توابع کنار در دل عملگر از استفاده برای❖

𝛻 = ෍

𝑖=1

𝑛
𝜕

𝜕𝑥𝑖
Ԧ𝑒𝑖 =

𝜕

𝜕𝑥1
, ⋯ ,

𝜕

𝜕𝑥𝑛

Cartesian coordinate system:

عملگر دل -2



19از  6

مشتق برداری یک میدان اسکالر یا گرادیان 

(Gradient of a scalar field)

عملگر دل کنار توابع اسکالر -1 -2

grad 𝑓 = 𝛻f =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
෠𝑘
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مکان به نسبت متغیر یک تغییرات یعنی گرادیان❖

.آیدمی ستد به مکان به نسبت اسکالر تابع مشتق با که است برداری متغیر، یک گرادیان❖

 را مکان هب نسبت تغییرات و سرعت اصطلاحاً را زمان به نسبت تغییرات اسکالر توابع در❖

.گویند گرادیان اصطلاحاً

.است مسیر بر مماس برداری سرعت،❖

.است عمود تابع بر نقطه هر در که است برداری گرادیان،❖

(Gradient)گرادیان 
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(Curl of a vector field)پیچش یک میدان برداری ❑

Curl Ԧ𝑓 = 𝛻 × Ԧ𝑓 =

Ƹ𝑖 Ƹ𝑗 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑓𝑥 𝑓𝑦 𝑓𝑧

(ضرب خارجی)عملگر دل کنار توابع برداری  -2-2

=
𝜕𝑓𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑓𝑦

𝜕𝑧
Ƹ𝑖 +

𝜕𝑓𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑓𝑧

𝜕𝑥
Ƹ𝑗 +

𝜕𝑓𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑓𝑥

𝜕𝑦
෠𝑘
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.  دهندة پیچش آن استکرل یک میدان برداری نشان❖

ک میدان در یک میدان الکتریکی اگر روی خطوط حرکت کنیم شاهد پیچش نیستیم اما در ی❖

:مغناطیسی با حرکت روی خطوط شاهد پیچش میدان هستیم به زبان ریاضی

𝛻 × 𝐸 = 0 ,𝛻 × 𝐵 ≠ 0

+ - S N
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𝛻 ∙ 𝛻𝑓 = 𝛻2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑧2

.𝛻= دیورژانس گرادیان تابع = لاپلاسین  𝛻𝑓 = اسکالر

𝛻 × 𝛻𝑓 = بردار

:  ف کردتوان عملگر دل را روی آن دوباره تعریچون گرادیان یک میدان اسکالر، یک بردار است، می❖

Laplace
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(Divergence of a vector field)دیورژانس یک میدان برداری ❑

Ԧ𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓𝑥 Ƹ𝑖 + 𝑓𝑦 Ƹ𝑗 + 𝑓𝑧
෠𝑘

(ضرب داخلی)عملگر دل کنار توابع برداری  -2-3

Sourceچشمه  Sink چاه

بقای جرم 
Preservation Mass

𝛻 ∙ Ԧ𝑓 < 0𝛻 ∙ Ԧ𝑓 > 0

𝛻 ∙ Ԧ𝑓 = 0

div Ԧ𝑓 = 𝛻 ∙ Ԧ𝑓 =
𝜕𝑓𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓𝑧

𝜕𝑧
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 ای همگرائی) خروجی یا ورودی شار گرایش دهندةنشان که است اسکالر یک دیورژانس❖

.است نقطه یک در میدان یک به (واگرائی

 قایب = صفر دیورژانس و چاه = منفی دیورژانس و چشمه = مثبت دیورژانس :سیالات در❖

(لوله یک در جریان) جرم

 الکتریکی ارش =منفی دیورژانس و مثبت بار حول الکتریکی شار = مثبت دیورژانس :برق در❖

Div  :پس .منفی بار حول 𝐸 = 𝛻 ∙ 𝐸 ≠ 0

  :پس .است صفر آن خالص شار زیرا است صفر مغناطیسی میدان دیورژانس :مغناطیس در❖

Div 𝐵 = 𝛻 ∙ 𝐵 = 0
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:به طور خلاصه
grad 𝑓 = 𝛻f =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
෠𝑘

𝛻2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑧2

div Ԧ𝑓 = 𝛻 ∙ Ԧ𝑓 =
𝜕𝑓𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓𝑧

𝜕𝑧
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خواص عملگرهای گرادیان، لاپلاسین، دیورژانس و پیچش -2-4

grad 𝐶 = 0 → grad 𝐶𝑓 = 𝐶grad 𝑓

grad 𝑓1 + 𝑓2 = grad 𝑓1 + grad 𝑓2

grad 𝑓1𝑓2 = 𝑓1grad 𝑓2 + 𝑓2grad 𝑓1

div 𝐶 = 0 → div 𝐶 Ԧ𝑓 = 𝐶 div Ԧ𝑓

div Ԧ𝑓1 + Ԧ𝑓2 = div Ԧ𝑓1 + div Ԧ𝑓2

div 𝑓1
Ԧ𝑓2 = 𝑓1div Ԧ𝑓2 + Ԧ𝑓2 ∙ grad 𝑓1
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ادامة خواص عملگرهای گرادیان، لاپلاسین، دیورژانس و پیچش

curl 𝐶 = 0 → curl 𝐶 Ԧ𝑓 = 𝐶curl Ԧ𝑓

curl Ԧ𝑓1 + Ԧ𝑓2 = curl Ԧ𝑓1 + curl Ԧ𝑓2

curl 𝑓1
Ԧ𝑓2 = 𝑓1curl Ԧ𝑓2 + grad 𝑓1 × Ԧ𝑓2

Curl Ԧ𝑓 = 𝛻 × Ԧ𝑓 =

Ƹ𝑖 Ƹ𝑗 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑓𝑥 𝑓𝑦 𝑓𝑧
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: مثال

Ԧ𝐴میدان برداری   = 𝑥𝑧 Ƹ𝑖 − 𝑦2 Ƹ𝑗 + 2𝑥2𝑦 ෠𝑘  و میدان اسکالر𝜙 = 𝑥2𝑦𝑧3 مطلوبست ،:

𝑎 grad 𝜙 = 𝛻𝜙 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕𝜙

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕𝜙

𝜕𝑧
෠𝑘

𝑏 𝛻 ∙ Ԧ𝐴 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
= 𝑧 − 2𝑦 + 0 ∎

= 2𝑥𝑦𝑧3 Ƹ𝑖 + 𝑥2𝑧3 Ƹ𝑗 + 3𝑥2𝑦𝑧2 ෠𝑘 ∎
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𝑐 Curl Ԧ𝐴 = 𝛻 × Ԧ𝐴 =

Ƹ𝑖 Ƹ𝑗 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥𝑧 −𝑦2 2𝑥2𝑦

= 2𝑥2 Ƹ𝑖 + 𝑥 − 4𝑥𝑦 Ƹ𝑗 ∎

=
𝜕

𝜕𝑦
2𝑥2𝑦 −

𝜕

𝜕𝑧
−𝑦2 Ƹ𝑖 −

𝜕

𝜕𝑥
2𝑥2𝑦 −

𝜕

𝜕𝑧
𝑥𝑧 Ƹ𝑗

+
𝜕

𝜕𝑥
−𝑦2 −

𝜕

𝜕𝑦
𝑥𝑧 ෠𝑘
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𝑑 div 𝜙 Ԧ𝐴 = 𝜙 div Ԧ𝐴 + Ԧ𝐴 ∙ grad 𝜙

= 𝑥2𝑦𝑧3 𝑧 − 2𝑦 + 𝑥𝑧 2𝑥𝑦𝑧3

= 𝑥2𝑦𝑧3 𝑧 − 2𝑦 + Ԧ𝐴 ∙ 𝛻𝜙

+ −𝑦2 𝑥2𝑧3 + 2𝑥2𝑦 3𝑥2𝑦𝑧2 ∎
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𝑒 Curl 𝜙 Ԧ𝐴 = 𝜙 Curl Ԧ𝐴 + 𝛻𝜙 × Ԧ𝐴

= 4𝑥4𝑦𝑧3 + 3𝑥2𝑦3𝑧2 Ƹ𝑖 + 4𝑥3𝑦𝑧3 − 8𝑥3𝑦2𝑧3 Ƹ𝑗

= 𝑥2𝑦𝑧3 2𝑥2 Ƹ𝑖 + 𝑥 − 4𝑥𝑦 Ƹ𝑗

+ 2𝑥𝑦𝑧3 Ƹ𝑖 + 𝑥2𝑧3 Ƹ𝑗 + 3𝑥2𝑦𝑧2 ෠𝑘 × 𝑥𝑧 Ƹ𝑖 − 𝑦2 Ƹ𝑗 + 2𝑥2𝑦 ෠𝑘

− 2𝑥𝑦3𝑧3 + 𝑥3𝑧4 ෠𝑘
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صاتهای مختلف مختدر دستگاه( نابلا)عملگر دل 

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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𝑧

𝑥

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑧

ෝ𝒙

ෝ𝒚

ො𝒛
:های مختصاتتبدیل دستگاه -1-5

(ای و کرویمستطیلی، استوانه)

مختصات مستطیلی
(𝒙,𝒚,𝒛)
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𝑧

𝑥

𝑦

𝑑𝜌

𝜌

𝑧
ෝ𝝆

ො𝒛

𝜑

ایمختصات استوانه
𝝆,𝝋, 𝒛

𝑑𝑧 ෝ𝝋
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مختصات کروی
𝒓, 𝜽,𝝋

𝑧

𝑥

𝑦

𝜑

𝑑𝑟

𝑟
𝜃

෡𝜽

ො𝒓

ෝ𝝋

𝑟𝑑𝜃

𝜌

𝑧
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To

From

Cartesian Cylindrical Spherical

C
ar

te
si

an 𝑥 = 𝑥

𝑦 = 𝑦

𝑧 = 𝑧

𝑥 = 𝜌 cos𝜑

𝑦 = 𝜌 sin𝜑

𝑧 = 𝑧

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

To

C
yl

in
d

ri
ca

l 𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2

𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥
𝑧 = 𝑧

𝜌 = 𝜌

𝜑 = 𝜑

𝑧 = 𝑧

𝜌 = 𝑟 sin 𝜃

𝜑 = 𝜑

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃
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To

From

Cartesian Cylindrical Spherical
Sp

h
e

ri
ca

l

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝜃 = tan−1
𝑥2 + 𝑦2

𝑧

𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥

𝑟 = 𝜌2 + 𝑧2

𝜃 = tan−1
𝜌

𝑧

𝜑 = 𝜑

𝑟 = 𝑟

𝜃 = 𝜃

𝜑 = 𝜑



30از  7

ایوانهتبدیل عملگر دل از مختصات مستطیلی به است: مثال

𝑥

𝜌

𝜑

𝑦

ො𝜌

ො𝜑

Ƹ𝑖 = cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑 𝜑

𝜑

Ƹ𝑗 = sin𝜑 ො𝜌 + cos𝜑 ො𝜑

𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘



30از  8

𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑥

:قاعدة مشتق زنجیری

𝜕

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑦

ایتبدیل عملگر دل از مختصات مستطیلی به استوانه: مثال
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ایتبدیل عملگر دل از مختصات مستطیلی به استوانه: مثال

𝑥

𝜌
𝜑

𝑦

ො𝜌

ො𝜑𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2 , 𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑦
=

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=
𝜌 sin𝜑

𝜌
= sin𝜑

𝜕𝜌

𝜕𝑥
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
=
𝜌 cos𝜑

𝜌
= cos𝜑

Ƹ𝑖 = cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑

𝜑

𝜑

Ƹ𝑗 = sin𝜑 ො𝜌 + cos𝜑 ො𝜑
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𝑥

𝜌
𝜑

𝑦

ො𝜌

ො𝜑

Ƹ𝑖 = cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑

𝜑

𝜑

Ƹ𝑗 = sin𝜑 ො𝜌 + cos𝜑 ො𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑥
= −

𝑦

𝑥

1

1 +
𝑦
𝑥

2 =
−𝑦

𝑥2 + 𝑦2

=
−𝜌 sin𝜑

𝜌2
=
−sin𝜑

𝜌

𝜕𝜑

𝜕𝑦
= −

1

𝑥

1

1 +
𝑦
𝑥

2 =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2

=
𝜌 cos𝜑

𝜌2
=
cos𝜑

𝜌
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𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

+
𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑦
sin𝜑 ො𝜌 + cos𝜑 ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

=
𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑥
cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑
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𝛻 =
𝜕

𝜕𝜌
cos𝜑 +

𝜕

𝜕𝜑

−sin𝜑

𝜌
cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑

+
𝜕

𝜕𝜌
sin𝜑 +

𝜕

𝜕𝜑

cos𝜑

𝜌
sin𝜑 ො𝜌 + cos𝜑 ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

𝛻 = cos2 𝜑 + sin2 𝜑
𝜕

𝜕𝜌
ො𝜌

𝛻 =
𝜕

𝜕𝜌
ො𝜌 +

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

+
1

𝜌
cos2𝜑 + sin2 𝜑

𝜕

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘
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𝛻 =
𝜕

𝜕𝜌
ො𝜌 +

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

شود؟ای چه میدیورژانس یک میدان برداری در دستگاه مختصات استوانه: مثال

:ایعملگر دل در دستگاه استوانه

Ԧ𝐴:یک میدان برداری فرضی = 𝐴𝜌 ො𝜌 + 𝐴𝜑 ො𝜑 + 𝐴𝑧
෠𝑘

Div Ԧ𝐴 = 𝛻 ∙ Ԧ𝐴

=
𝜕

𝜕𝜌
ො𝜌 +

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘 ∙ 𝐴𝜌 ො𝜌 + 𝐴𝜑 ො𝜑 + 𝐴𝑧

෠𝑘 ∗
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 هدستگا در داخلی ضرب در آنچه مانند ساده داخلی ضرب یک ،∗ معادلة که کنید دقت❑

 یکدیگر رد نظیر به نظیر را هاجمله تواننمی یعنی .نیست دادیم،می انجام مستطیلی

:مداری کنیم فرض و بگیریم نظر در را اول جملة فقط بیایید مثلاً .کرد ضرب

𝑆1 =
𝜕

𝜕𝜌
ො𝜌 ∙ 𝐴𝜌 ො𝜌 + 𝐴𝜑 ො𝜑 + 𝐴𝑧

෠𝑘

𝑆1 = ො𝜌 ∙
𝜕

𝜕𝜌
𝐴𝜌 ො𝜌 + 𝐴𝜑 ො𝜑 + 𝐴𝑧

෠𝑘

𝑆11:کنیمحال عبارت اول را بررسی می =
𝜕

𝜕𝜌
𝐴𝜌 ො𝜌
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:نکته

 .یستندن صفر کروی و ایاستوانه دستگاه در یکه بردارهای مشتق که کنید دقت است لازم❑

  .کرد رفتار آن با ثابت عدد یک مثل تواننمی همچنین

 در آنها ازةاند اگرچه زیرا .نیستند ثابت جا،همه در کروی و ایاستوانه دستگاه در یکه بردارهای❑

  .است تغییر حال در نقطه هر در آنها راستای اما است 1 جا، همه

  .است مستطیلی دستگاه در یکه بردارهای برخلاف ویژگی این❑

𝑆11 =
𝜕

𝜕𝜌
𝐴𝜌 ො𝜌 =

𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜌
ො𝜌 + 𝐴𝜌

𝜕 ො𝜌

𝜕𝜌
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:است رحش بدین ایاستوانه دستگاه در یکه بردارهای مشتق که شودمی ثابت هندسی طریق از لذا

𝜕 ො𝜌

𝜕𝜌
= 0;

𝜕 ො𝜑

𝜕𝜌
= 0;

𝜕෠𝑘

𝜕𝜌
= 0

𝜕 ො𝜌

𝜕𝜑
= ො𝜑;

𝜕 ො𝜑

𝜕𝜑
= −ො𝜌;

𝜕 ෠𝑘

𝜕𝜑
= 0

𝜕 ො𝜌

𝜕𝑧
= 0;

𝜕 ො𝜑

𝜕𝑧
= 0;

𝜕෠𝑘

𝜕𝑧
= 0
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+෠𝑘 ∙
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑘
ො𝜌 + 𝐴𝜌

𝜕 ො𝜌

𝜕𝑘
+

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝑘
ො𝜑 + 𝐴𝜑

𝜕 ො𝜑

𝜕𝑘
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
෠𝑘 + 𝐴𝑧

𝜕෠𝑘

𝜕𝑧

+
1

𝜌
ො𝜑 ∙

𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜑
ො𝜌 + 𝐴𝜌

𝜕 ො𝜌

𝜕𝜑
+

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
ො𝜑 + 𝐴𝜑

𝜕 ො𝜑

𝜕𝜑
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜑
෠𝑘 + 𝐴𝑧

𝜕෠𝑘

𝜕𝜑

= ො𝜌 ∙
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜌
ො𝜌 + 𝐴𝜌

𝜕 ො𝜌

𝜕𝜌
+

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜌
ො𝜑 + 𝐴𝜑

𝜕 ො𝜑

𝜕𝜌
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜌
෠𝑘 + 𝐴𝑧

𝜕෠𝑘

𝜕𝜌
0 0 0

0 0 0

ො𝜑 −ො𝜌 0

Div Ԧ𝐴 = 𝛻 ∙ Ԧ𝐴
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ො𝜌:که دانیممی حال ∙ ො𝜌 = ො𝜑 ∙ ො𝜑 = ෠𝑘 ∙ ෠𝑘 = 1

ො𝜌 ∙ ො𝜑 = ො𝜑 ∙ ෠𝑘 = ෠𝑘 ∙ ො𝜌 = 0

Div Ԧ𝐴 = 𝛻 ∙ Ԧ𝐴 =
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜌
+
1

𝜌
𝐴𝜌 +

1

𝜌

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧

Div Ԧ𝐴 = 𝛻 ∙ Ԧ𝐴 =
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌𝐴𝜌 +

1

𝜌

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
∎

:ایوانهدیورژانس یک میدان برداری در دستگاه مختصات است
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Operation Cartesian coordinates (𝒙, 𝒚, 𝒛)

Vector field: Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥 Ƹ𝑖 + 𝐴𝑦 Ƹ𝑗 + 𝐴𝑧
෠𝑘

Scaler field: 𝑓 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧

Gradient: 𝛻𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
෠𝑘

Divergence: 𝛻 ∙ Ԧ𝐴 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧

Laplace operator

𝛻2𝑓 = 𝛻 ∙ 𝛻𝑓 = Δ𝑓
=
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
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Operation Cartesian coordinates (𝒙, 𝒚, 𝒛)

Curl: 𝛻 × Ԧ𝐴 =

Ƹ𝑖 Ƹ𝑗 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

=
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
Ƹ𝑖

+
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
Ƹ𝑗

+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
෠𝑘
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Operation Cylindrical coordinates 𝝆,𝝋,𝒛

Vector field: Ԧ𝐴 = 𝐴𝜌 ො𝜌 + 𝐴𝜑 ො𝜑 + 𝐴𝑧
෠𝑘

Scaler field: 𝑓 = 𝑓 𝜌, 𝜑, 𝑧

Gradient: 𝛻𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝜌
ො𝜌 +

1

𝜌

𝜕𝑓

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
෠𝑘

Divergence: 𝛻 ∙ Ԧ𝐴 =
1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜌

𝜕𝜌
+
1

𝜌

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧

Laplace operator

𝛻2𝑓 = 𝛻 ∙ 𝛻𝑓 = Δ𝑓
=
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌
𝜕𝑓

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2𝑓

𝜕𝜑2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
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Operation Cylindrical coordinates 𝝆,𝝋,𝒛

Curl: 𝛻 × Ԧ𝐴 =
1

𝜌

ො𝜌 𝜌 ො𝜑 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝜌 𝜌𝐴𝜑 𝐴𝑧

=
1

𝜌

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜑
−
𝜕𝐴𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌

+
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜌
ො𝜑

+
1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘
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Operation
Spherical coordinates 𝒓, 𝜽,𝝋 where 𝜽 is 

the polar and 𝝋 is the azimuthal angle

Vector field: Ԧ𝐴 = 𝐴𝑟 Ƹ𝑟 + 𝐴𝜃
෠𝜃 + 𝐴𝜑 ො𝜑

Scaler field: 𝑓 = 𝑓 𝑟, 𝜃, 𝜑

Gradient: 𝛻𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
Ƹ𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
෠𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜑
ො𝜑

Divergence: 𝛻 ∙ Ԧ𝐴

=
1

𝑟2
𝜕 𝑟2𝐴𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝐴𝜃 sin 𝜃

+
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
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Operation

Spherical coordinates 𝒓, 𝜽, 𝝋

where 𝜽 is the polar and 𝝋 is 

the azimuthal angle

Curl: 𝛻 × Ԧ𝐴

=
1

𝑟2 sin 𝜃

Ƹ𝑟 𝑟 ෠𝜃 𝑟 sin 𝜃 ො𝜑
𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜑
𝐴𝑟 𝑟𝐴𝜃 𝑟 sin 𝜃 𝐴𝜑

=
1

𝜌

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜑
−
𝜕𝐴𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌

+
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜌
ො𝜑

+
1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘
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Operation
Spherical coordinates 𝒓, 𝜽, 𝝋 where 𝜽 is 

the polar and 𝝋 is the azimuthal angle

Laplace operator

𝛻2𝑓 = 𝛻 ∙ 𝛻𝑓 = Δ𝑓 =
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌
𝜕𝑓

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2𝑓

𝜕𝜑2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
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:نیدای محاسبه کمیدان برداری زیر را در مختصات استوانه( Curl)پیچش : مثال

Ԧ𝐴 = 𝜌 ො𝜌 + 𝑧 sin𝜑 ො𝜑 + 2𝑧෠𝑘

𝑐 Curl Ԧ𝐴 = 𝛻 × Ԧ𝐴 =
1

𝜌

ො𝜌 𝜌 ො𝜑 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝜌 𝜌𝐴𝜑 𝐴𝑧

𝐴𝜌 = 𝜌, 𝐴𝜑 = 𝑧 sin𝜑 , 𝐴𝑧 = 2𝑧
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𝑐 Curl Ԧ𝐴 =
1

𝜌

ො𝜌 𝜌 ො𝜑 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑧
𝜌 𝜌𝑧 sin𝜑 2𝑧

=
1

𝜌

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜑
−
𝜕𝐴𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌 +

𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜌
ො𝜑

+
1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘



30از  28

Curl Ԧ𝐴 =
1

𝜌

𝜕 2𝑧

𝜕𝜑
−
𝜕 𝑧 sin𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌 +

𝜕𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕 2𝑧

𝜕𝜌
ො𝜑

=
1

𝜌
0 − sin𝜑 ො𝜌 + 0 − 0 ෠𝜃 +

1

𝜌
𝑧 sin𝜑 − 0 ෠𝑘

= −sin𝜑 ො𝜌 +
𝑧 sin𝜑

𝜌
෠𝑘 ∎

+
1

𝜌

𝜕 𝜌𝑧 sin𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘
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:نیددیورژانس میدان برداری زیر را در مختصات کروی محاسبه ک: مثال

Ԧ𝐴 = 2 Ƹ𝑟 + 𝑟 cos 𝜃 ෠𝜃 + 𝑟 ෠𝜙

𝛻 ∙ Ԧ𝐹 =
1

𝑟2
𝜕 𝑟2𝐴𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝐴𝜃 sin 𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑

𝐴𝑟 = 2, 𝐴𝜃 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝐴𝜑 = 𝑟

=
1

𝑟2
𝜕 2𝑟2

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑟

𝜕𝜑
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=
1

𝑟2
4𝑟 +

1

𝑟 sin 𝜃
𝑟 cos 2𝜃

𝛻 ∙ Ԧ𝐹 =
1

𝑟2
𝜕 2𝑟2

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

1

2
𝑟 sin 2𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃
0

=
4

𝑟
+
cos 2𝜃

sin 𝜃
∎



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

صاتهای مختلف مختدر دستگاه( نابلا)عملگر دل 

ئیمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جز
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𝑧

𝑥

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑧

ෝ𝒙

ෝ𝒚

ො𝒛

رویای و کهای مختصات مستطیلی، استوانهتبدیل دستگاه -1-5

لیمختصات مستطی
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𝑧

𝑥

𝑦

𝑑𝜌

𝜌

𝑧

𝑑𝑧

ෝ𝝆

ො𝒛

رویای و کهای مختصات مستطیلی، استوانهتبدیل دستگاه -1-5

ෝ𝝋

𝜑

𝜌𝑑𝜑
ایمختصات استوانه
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رویای و کهای مختصات مستطیلی، استوانهتبدیل دستگاه -1-5

مختصات کروی
𝑧

𝑥

𝑦

𝜑

𝑑𝑟

𝑟
𝜃

෡𝜽

ො𝒓

ෝ𝝋

𝑟𝑑𝜃

𝑧
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To

From

Cartesian Cylindrical Spherical

Cartesian

𝑥 = 𝑥

𝑦 = 𝑦

𝑧 = 𝑧

𝑥 = 𝜌 cos𝜑

𝑦 = 𝜌 sin𝜑

𝑧 = 𝑧

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

Cylindrical

𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2

𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥

𝑧 = 𝑧

𝜌 = 𝜌

𝜑 = 𝜑

𝑧 = 𝑧

𝜌 = 𝑟 sin 𝜃

𝜑 = 𝜑

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

Spherical

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝜃 = tan−1
𝑥2 + 𝑦2

𝑧

𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥

𝑟 = 𝜌2 + 𝑧2

𝜃 = tan−1
𝜌

𝑧

𝜑 = 𝜑

𝑟 = 𝑟

𝜃 = 𝜃

𝜑 = 𝜑
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ایتوانهتبدیل عملگر دل از مختصات مستطیلی به اس: مثال

𝑥

𝜌

𝜑

𝑦

ො𝜌

ො𝜑

Ƹ𝑖 = cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑

𝜑

𝜑

Ƹ𝑗 = sin𝜑 ො𝜌 + cos𝜑 ො𝜑

𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
Ƹ𝑗

𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑥
:قاعدة مشتق زنجیری

𝜕

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑦

𝑦

𝑥
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ایستوانهتبدیل عملگر دل از مختصات مستطیلی به ا: مثال

𝑥

𝜌

𝜑

𝑦

ො𝜌

ො𝜑𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2 , 𝜑 = tan−1
𝑦

𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑦
=

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=
𝜌 sin𝜑

𝜌
= sin𝜑

𝜕𝜌

𝜕𝑥
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
=
𝜌 cos𝜑

𝜌
= cos𝜑

Ƹ𝑖 = cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑

𝜑

𝜑

Ƹ𝑗 = sin𝜑 ො𝜌 + cos𝜑 ො𝜑

𝑦

𝑥
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ایوانهتبدیل عملگر دل از مختصات مستطیلی به است: ادامه مثال

𝜕𝜑

𝜕𝑥
= −

𝑦

𝑥

1

1 +
𝑦
𝑥

2 =
−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=
−𝜌 sin𝜑

𝜌2
=
−sin𝜑

𝜌

𝜕𝜑

𝜕𝑦
= −

1

𝑥

1

1 +
𝑦
𝑥

2 =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
=
𝜌 cos𝜑

𝜌2
=
cos𝜑

𝜌
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𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘 =

𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑥
cos𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑

+
𝜕

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑦
sin𝜑 ො𝜌 + cos 𝜑 ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

=
𝜕

𝜕𝜌
cos 𝜑 +

𝜕

𝜕𝜑

−sin𝜑

𝜌
cos 𝜑 ො𝜌 − sin𝜑 ො𝜑

+
𝜕

𝜕𝜌
sin𝜑 +

𝜕

𝜕𝜑

cos 𝜑

𝜌
sin𝜑 ො𝜌 + cos 𝜑 ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

= cos2 𝜑 + sin2𝜑
𝜕

𝜕𝜌
ො𝜌 +

1

𝜌
cos2 𝜑 + sin2𝜑

𝜕

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘

=
𝜕

𝜕𝜌
ො𝜌 +

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕

𝜕𝑧
෠𝑘
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Operation Cartesian coordinates (𝒙, 𝒚, 𝒛)

Vector field: Ԧ𝐴 = 𝐴𝑥 Ƹ𝑖 + 𝐴𝑦 Ƹ𝑗 + 𝐴𝑧
෠𝑘

Scaler field: 𝑓 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧

Gradient: ∇𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
Ƹ𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
Ƹ𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
෠𝑘

Divergence: ∇ ∙ Ԧ𝐴 =
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑧

Curl: ∇ × Ԧ𝐴 =

Ƹ𝑖 Ƹ𝑗 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

=
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑧

Ƹ𝑖 +
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑥

Ƹ𝑗 +
𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥

−
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦

෠𝑘

Laplace operator

∇2𝑓 = 𝛻 ∙ 𝛻𝑓 = Δ𝑓
=
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
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Operation Cylindrical coordinates 𝝆,𝝋,𝒛

Vector field: Ԧ𝐴 = 𝐴𝜌 ො𝜌 + 𝐴𝜑 ො𝜑 + 𝐴𝑧 ෠𝑘

Scaler field: 𝑓 = 𝑓 𝜌, 𝜑, 𝑧

Gradient: ∇𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝜌
ො𝜌 +

1

𝜌

𝜕𝑓

𝜕𝜑
ො𝜑 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
෠𝑘

Divergence: ∇ ∙ Ԧ𝐴 =
1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜌

𝜕𝜌
+
1

𝜌

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
+
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑧

Curl: ∇ × Ԧ𝐴

=
1

𝜌

ො𝜌 𝜌 ො𝜑 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝜌 𝜌𝐴𝜑 𝐴𝑧

=
1

𝜌

𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜑

−
𝜕𝐴𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌 +

𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜌

ො𝜑 +
1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘

Laplace operator

∇2𝑓 = 𝛻 ∙ 𝛻𝑓 = Δ𝑓
=
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌
𝜕𝑓

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2𝑓

𝜕𝜑2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
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Operation
Spherical coordinates 𝒓, 𝜽,𝝋 where 𝜽 is the polar and 𝝋 is 

the azimuthal angle

Vector field: Ԧ𝐴 = 𝐴𝑟 Ƹ𝑟 + 𝐴𝜃 ෠𝜃 + 𝐴𝜑 ො𝜑

Scaler field: 𝑓 = 𝑓 𝑟, 𝜃, 𝜑

Gradient: ∇𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
Ƹ𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
෠𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜑
ො𝜑

Divergence: ∇ ∙ Ԧ𝐴 =
1

𝑟2
𝜕 𝑟2𝐴𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝐴𝜃 sin 𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑

Curl: ∇ × Ԧ𝐴 =

1

𝑟2 sin 𝜃

Ƹ𝑟 𝑟 ෠𝜃 𝑟 sin 𝜃 ො𝜑
𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜑
𝐴𝑟 𝑟𝐴𝜃 𝑟 sin 𝜃 𝐴𝜑

=
1

𝜌

𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜑

−
𝜕𝐴𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌 +

𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝜌
ො𝜑 +

1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘

Laplace operator

∇2𝑓 = 𝛻 ∙ 𝛻𝑓 = Δ𝑓
=
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌
𝜕𝑓

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2𝑓

𝜕𝜑2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
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:یدای محاسبه کنکرل میدان زیر را در مختصات استوانه: مثال

Ԧ𝐴 = 𝜌 ො𝜌 + 𝑧 sin𝜑 ො𝜑 + 2𝑧෠𝑘

𝑐 Curl Ԧ𝐴 = ∇ × Ԧ𝐴 =
1

𝜌

ො𝜌 𝜌 ො𝜑 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝜌 𝜌𝐴𝜑 𝐴𝑧

=
1

𝜌

ො𝜌 𝜌 ො𝜑 ෠𝑘
𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑧
𝜌 𝜌𝑧 sin𝜑 2𝑧

𝐴𝜌 = 𝜌, 𝐴𝜑 = 𝑧 sin𝜑 , 𝐴𝑧 = 2𝑧
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:مثال ادامة

=
1

𝜌
0 − sin𝜑 ො𝜌 + 0 − 0 ෠𝜃 +

1

𝜌
𝑧 sin𝜑 − 0 ෠𝑘

= −sin𝜑 ො𝜌 +
𝑧 sin𝜑

𝜌
෠𝑘 ∎

=
1

𝜌

𝜕 2𝑧

𝜕𝜑
−
𝜕 𝑧 sin𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌 +

𝜕𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕 2𝑧

𝜕𝜌
ො𝜑 +

1

𝜌

𝜕 𝜌𝑧 sin𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘

Curl Ԧ𝐴 = ∇ × Ԧ𝐴 =

=
1

𝜌

𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜑

−
𝜕𝐴𝜑

𝜕𝑧
ො𝜌 +

𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜌

ො𝜑 +
1

𝜌

𝜕 𝜌𝐴𝜑

𝜕𝜌
−
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜑
෠𝑘
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Ԧ𝐴:را در مختصات کروی محاسبه کنید 𝑨میدان  دیورژانس: مثال = 2 Ƹ𝑟 + 𝑟 cos 𝜃 ෠𝜃 + 𝑟 ෠𝜙

=
1

𝑟2
4𝑟 +

1

𝑟 sin 𝜃
𝑟 cos 2𝜃 =

4

𝑟
+
cos 2𝜃

sin 𝜃
∎

∇ ∙ Ԧ𝐹 =
1

𝑟2
𝜕 𝑟2𝐴𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝐴𝜃 sin 𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑

=
1

𝑟2
𝜕 2𝑟2

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑟

𝜕𝜑

𝐴𝑟 = 2, 𝐴𝜃 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝐴𝜑 = 𝑟

=
1

𝑟2
𝜕 2𝑟2

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

1

2
𝑟 sin 2𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃
0



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

های معادلات دیفرانسيلانواع پاسخ: 1بخش  –آشنایی با معادلات دیفرانسيل 

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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 مجهول تابع یک بین رابطه بیانگر که است ریاضی معادلات از دسته یک دیفرانسیل معادله❑

 مستقل هایمتغیر به نسبت آن مختلف هایمرتبه هایمشتق و مستقل متغیر چند یا یک از

.است

 ،(ناسیش ستاره و شناسی زیست شیمی، فیزیک، در) طبیعت عمومی قوانین از بسیاری❑

 .یابندمی دیفرانسیل معادلات زبان در را خود ریاضی بیان طبیعی ترین

 تحلیلی وابج یافتن لذا اند، پیچیده و غیرخطی هایبخش دارای دیفرانسیل، معادلات بیشتر❑

  .است غیرممکن یا دشوار امری آنها برای

دیفرانسیل معادله با آشنایی -1
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 و ایجاد به منجر غیرخطی، و پیچیده معادلات گونه این برای تحلیلی پاسخ وجود عدم❑

  .است شده عددی حل هایروش گسترش

  .است معادله حل صحت و دقت سرعت، عددی، حل هایروش ارزیابی هایشاخص مهمترین❑

 حال در بشدت عددی حل هایروش ها،رایانه ظرفیت و سرعت چشمگیر ارتقاء به توجه با❑

.اند گسترش و رشد

لدیفرانسی معادله با آشنایی ادامة
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  :ادامة آشنایی با معادله دیفرانسیل

.ود داردمعادلاتی که در آنها وابستگی بین تابع، متغیرها و مشتقات تابع وج❑

.تمنظور از حل معادلة دیفرانسیل یافتن تابع پاسخ و حذف مشتقات اس❑

.  دار استویژگی اصلی معادلات دیفرانسیل وجود جملة مشتق❑
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𝐹 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑢 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 , 𝑢𝑥1 , ⋯ , 𝑢𝑥𝑛 , 𝑢𝑥1
2 , 𝑢𝑥1𝑥2 , ⋯ = 0

:شکل کلی معادله دیفرانسیل جزئی

متغیرهای مستقل

مجهول≡ متغیرهای وابسته 

مشتقات مرتبه اول

مشتقات مرتبه دوم و بالاتر
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𝐹 𝑥, 𝑦 𝑥 , 𝑦′ 𝑥 ,⋯ , 𝑦𝑛 𝑥 = 0 :یشکل کلی معادله دیفرانسیل معمول

معادلات دیفرانسیل معمولی -1-1

  (ODE  =Ordinary differential equation:)  

.ندوجود دار. . . تک متغیری اند و در هندسه، مکانیک، برق، زمین شناسی، اقتصاد و  ❑

.  ه استوابست( زمان یا مکان)معادلاتی که در آنها تابع، تنها به یک متغیر مستقل ❑

𝑚 Τ𝑑2𝑥 𝑑𝑡2 = 𝑚 ሷ𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑡 :مانند قانون دوم نیوتن❑

𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑡 ,
𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 𝑓′ = 𝑓𝑥,

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= ሶ𝑓 = 𝑓𝑡
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، دما، مانند زمان، مکان)معادلاتی که در آنها تابع به چند متغیر ❑

.وابسته است( فشار

ی، بقای جرم، انرژ: این معادلات در قوانین مهم طبیعت مانند❑

.اندازه حرکت وجود دارند

معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی -1-2

  (PDE  =Partial differential equation:)  

Visualization of heat 

transfer in a pump casing
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Partial) ایپاره یا جزئی یا نسبی مشتق differential):

𝑢 :فرض❖ = 𝑢 𝑥,𝑦,𝑧 مستقل متغیرهای از تابع یک 𝑥، 𝑦 و 𝑧 است.

:با است برابر 𝑥 به نسبت 𝑢 نسبی مشتق صورت این در❖

𝐷𝑥 𝑢 = 𝐷𝑥𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑢𝑥 = lim

ℎ→0

𝑢 𝑥 + ℎ, 𝑦, 𝑧 − 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧

ℎ
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(:conservation of mass)مانند قانون بقای جرم : مثال

𝑥1
𝑥2

𝑥3

𝜌𝑉1 𝜌𝑉1 +
𝜕𝜌𝑉1
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1

𝜌𝑉2 +
𝜕𝜌𝑉2
𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

𝜌𝑉2
𝜌𝑉3 +

𝜕𝜌𝑉3
𝜕𝑥3

𝑑𝑥3

𝜌𝑉3𝑑𝑉 = 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 𝑑𝑥3
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ادامة مثال قانون بقای جرم

𝜌𝑉1 𝜌𝑉1 +
𝜕𝜌𝑉1
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1

𝜌𝑉2 +
𝜕𝜌𝑉2
𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

𝜌𝑉2
𝜌𝑉3 +

𝜕𝜌𝑉3
𝜕𝑥3

𝑑𝑥3

𝜌𝑉3

جرم ورودی -جرم خروجی = تغییرات جرم نسبت به زمان 
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ادامة مثال قانون بقای جرم

𝜌𝑉1 𝑑𝑥2𝑑𝑥3 − 𝜌𝑉1 +
𝜕 𝜌𝑉1
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 𝑑𝑥2𝑑𝑥3

+𝜌𝑉3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 − 𝜌𝑉3 +
𝜕 𝜌𝑉3
𝜕𝑥3

𝑑𝑥3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2

+𝜌𝑉2 𝑑𝑥1𝑑𝑥3 − 𝜌𝑉2 +
𝜕 𝜌𝑉2
𝜕𝑥2

𝑑𝑥2 𝑑𝑥1𝑑𝑥3

=
𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3
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قانون بقای جرم

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕 𝜌𝑉1
𝜕𝑥1

+
𝜕 𝜌𝑉2
𝜕𝑥2

+
𝜕 𝜌𝑉3
𝜕𝑥3

= 0

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ 𝜌𝑉 = 0
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(همرتبة معادل)بندی ظاهری معادلات دسته

بالاترین مرتبة مشتق(: Equation order)مرتبة معادله  -1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= sin 𝑥

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
−
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0

2مرتبة 

3مرتبة 
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توان بالاترین مرتبة مشتق(: Equation degree)درجة معادله  -2

𝑑𝑦

𝑑𝑥

3

+ 𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑦5 1و درجة  2مرتبة 

𝑢
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
−

𝜕3𝑢

𝜕𝑡3

5

−
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 5و درجة  3مرتبة 

(درجة معادله)بندی ظاهری معادلات دسته
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(:linear)خطی  -3

 عمل رچها مانند خطی عملیات فقط آن، مشتقات و مجهول تابع روی دیفرانسیل معادله در اگر

,+) ثابت عدد ضرب و اصلی − , × , .بگیرد صورت (مستقل متغیر و ثابت عدد ضرب ، ÷

(sin 𝑥)𝑦 + 5𝑥2𝑦′′ − 2𝑦′ + cos 𝑦 − 6𝑦3 + 𝑦′ 4 = sin 𝑥2

جملة خطی

جملة خطی

خطی

غیرخطی

غیرخطی

غیرخطی

جملة خطی

(خطی بودن)بندی ظاهری معادلات دسته
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(:Homogeneous)همگن  -4

 همگن را دلهمعا آن باشند، داشته حضور مشتقاتش یا تابع دیفرانسیل معادلة جملات همة در اگر

.است ناهمگن صورت این غیر در .گویند

𝑥𝑦′′ + sin 𝑥 cos 𝑦 + 𝑦2 = 𝑥2𝑦 :معادلة همگن

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑢 +

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑥 :معادلة ناهمگن

جملة ناهمگن

(همگن بودن)بندی ظاهری معادلات دسته
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General) عمومی جواب solution) : 

 به اهمگنن جملة حذف با و است رفته کار به ثابت آن در که است دیفرانسیل معادله از جوابی

.آیدمی دست

𝑦ℎ :عبارت مثلاً 𝑥 = 𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥 ناهمگن معادلة برای عمومی جوابی 

𝑦′′ + 𝑦 = 𝑥 است.

:جواب معادله دیفرانسیل جزئی

:ودشجواب معادله دیفرانسیل به چند دستة کلی تقسیم می
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 در که هستند جوابی دارای معمولی دیفرانسیل معادلات همانند نیز جزئی دیفرانسیل معادلات :نکته

 است ممکن لدیفرانسی معادله یک که شود گرفته نظر مد باید نکته این ولی کندمی صدق معادله

2𝑢��:مانند باشد داشته متعدد هایجواب

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

:اشدب داشته روروبه مانند هـایـیجـواب توانـدمـی کـه

!کرد؟ (Unique) فرد به منحصر را دیفرانسیل معادله جواب باید چگونه ترتیب بدین

.دشومی میسر دیگر شرایط وجود با دیفرانسیل معادله پاسخ کردن فرد به منحصر معمولاً

൞

𝑢 = 𝐶 ln 𝑥2 + 𝑦2

𝑢 = 𝐶𝑒𝑥 cos 𝑦

𝑢 = 𝐶 𝑥2 − 𝑦2
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 جوابی هب کنیم لحاظ عمومی جواب برای مرزی، مقادیر یا اولیه مقادیر مانند را خاصی شرایط اگر❑

 .دارد نام خاص جواب که رسیممی

′′𝑦 معادلة در مثلاً❑ + 𝑦 = 𝑦 شرایط با 0 0 = ′𝑦 و 0 0 =  به خاص جواب ،5

𝑦ℎ صورت 𝑥 = 5 sin 𝑥 است.

Specific) خاص جواب solution):  
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Particular) خصوصی جواب solution):

.کندمی صدق معادله در ناهمگن جملة وجود اساس بر که پاسخی

 تمام بر که است منحنی یک دیفرانسیل، معادله یک غیرعادی جواب :غیرعادی جواب

 و آیدنمی دست به عمومی جواب از جواب این .است مماس عمومی جواب از حاصل هایمنحنی

.باشد نداشته وجود است ممکن

.مشترک است PDEو  ODEها در معادلات بندیاین دسته

𝑦𝑝مثلاً  𝑥 = 𝑥  جوابی خصوصی برای معادلة ناهمگن𝑦′′ + 𝑦 = 𝑥 است.
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های موجود در معادلاتدسته بندی جمله

عبارت ریاضی تعریف جمله

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(:وابسته به زمان( )Unsteady)جملة ناپایا 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
:جائیجملة جابه

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
:جملة نفوذ

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
:جملة پخش



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

نام انواع معادلات: 2بخش  –آشنایی با معادلات دیفرانسيل 

(ج.د.م)معادلات دیفرانسیل جزئی : 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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مرتبة اول خطی( ج.د.م)معادلات دیفرانسیل جزئی 

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢 :شکل کلی

.متغیرهای مستقل اند 𝑦و  𝑥متغیر وابسته،  𝑢که در آن 

  .گرفت نظر در ها 𝑥 جهت در فقط را 𝑢 تغییرات یکبار توانمی بالا معادلة حل برای❑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 :گرفت نظر در صفر را ها 𝑦 جهت در 𝑢 تغییرات مقدار دیگر عبارت به❑

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0

 تغییرات و گرفت نظر در ها 𝑦 جهت در فقط را 𝑢 تغییرات دیگر بار❑

:کرد فرض صفر را ها 𝑥 جهت در
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𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

1
𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0

2
𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢

⟹
𝑑𝑢

𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

𝑑𝑥

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
→ 𝑓1 𝑥, 𝑦, 𝑢 = 𝐶1

⟹
𝑑𝑢

𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

𝑑𝑦

𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢
→ 𝑓2 𝑥, 𝑦, 𝑢 = 𝐶2
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𝑑𝑢

𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

𝑑𝑥

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

𝑑𝑦

𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢
∗

: برقرار باشد با توجه به استقلال دو معادلة فوق، باید ارتباطی بدین شکل

𝐶2 = 𝑓 𝐶1
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥

: رو را حل کنیدمعادله دیفرانسیل جزئی روبه: مثال

𝑑𝑢

𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

𝑑𝑥

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

𝑑𝑦

𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢
→
𝑑𝑥

1
=
𝑑𝑦

2
=
𝑑𝑢

𝑥

𝑑𝑦 = 2𝑑𝑥 → 𝑦 = 2𝑥 + 𝐶1 → 𝐶1 = 𝑦 − 2𝑥

𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 → 𝑢 =
𝑥2

2
+ 𝐶2 → 𝐶2 = 𝑢 −

𝑥2

2

𝑢 = 𝑓 𝑦 − 2𝑥 +
𝑥2

2
∎

𝐶2حال با تشکیل معادلة  = 𝑓 𝐶1 داریم:𝐶2 = 𝑓 𝐶1 → 𝑢 −
𝑥2

2
= 𝑓 𝑦 − 2𝑥
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(Canonical form)ج مرتبه دوم دو متغیره .د.شکل کانونی م

𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐵

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
+ 𝐶

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝐷

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝐸

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝐹𝑢 = 𝐺

𝑢𝑥.باشند 𝑥و 𝑡توانند تابع می 𝐺تا  𝐴در حالت کلی ضرائب  =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑢𝑥𝑥 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
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:دسته بندی از لحاظ نوع معادله

نمونه معادله شرط نام

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

معادلة موج
(Wave)

Δ > 0
هذلولی

(Hyperbolic)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
معادلة انتقال گرما

(Heat)
Δ = 0

سهموی
  (Parabolic)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

معادلة لاپلاس
(Laplace)

Δ < 0
بیضوی

(Elliptic)

𝑩𝟐 − 𝟒𝑨𝑪 = 𝚫
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معادلات معروف

(wave equation)معادلة موج -1

:هافرض

𝑢 آن عمودی جاییجابه و ندارد افقی جاییجابه ریسمان❑ 𝑥,𝑡، است کوچک بسیار.  

.است (𝑇) ثابت آن طول تمام در ریسمان کشش لذا❑

0 𝐿

𝑢 𝑥, 𝑡

𝜌 = mass per unit length
𝑢

Waves in Ideal String
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(wave equation)ادامة معادلة موج

∑𝐹𝑥 = 0 → 𝑇2 cos 𝛽 = 𝑇1 cos 𝛼 = 𝑇 = const.

∑𝐹𝑦 = 0 → 𝑇2 sin 𝛽 − 𝑇1 sin 𝛼 = 𝜌Δ𝑥
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

(𝟏)

(𝟐)

𝛽

𝛼
𝑇1

𝑇2

𝑃
𝑄

0 𝑥 𝑥 + Δ𝑥 𝐿

𝑢 𝑥, 𝑡

𝑢
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𝟐

𝟏
→

𝑇2 sin 𝛽

𝑇2 cos 𝛽
−
𝑇1 sin 𝛼

𝑇1 cos 𝛼
=
𝜌Δ𝑥

𝑇

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
→ tan𝛽 − tan𝛼 =

𝜌Δ𝑥

𝑇

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

tan 𝛽 = อ
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑥+Δ𝑥

, tan 𝛼 = อ
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑥

1

Δ𝑥
อ

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑥+Δ𝑥

− อ
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑥

=
𝜌

𝑇

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=
𝜌

𝑇

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
→ 𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 , 𝑐

2 =
𝑇

𝜌

Δ𝑥 وقتی حدی حالت در → .است دوم مشتق تعریف عبارت این ،0

𝛽

𝛼
𝑇1

𝑇2

𝑃
𝑄

0 𝑥 𝑥 + Δ𝑥 𝐿

𝑢 𝑥, 𝑡

𝑢
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معادلات معروف

(wave equations)موج معادلات -1

یک بعدی:  𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝑇

𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 , 𝑐

2 =
𝑇

𝜌

دو بعدی: 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦

سه بعدی: 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧
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(Conductive Heat Transfer)یا انتقال گرمای هدایتی ( Heat equation)معادلة گرما  -2-1

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2

یک بعدی: 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝑘

𝜌𝑐

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
→ 𝑢𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 , 𝑐

2 =
𝑘

𝜌𝑐

دو بعدی: 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
سه بعدی: 

𝑻𝟏 𝑻𝟐

گرم
سرد

𝐿

جریان گرما

معادلات معروف



18از  13

𝑢��.باشد( steady state)اگر در معادلة گرما جملة ناپایا حذف شود و جریان انتقال گرما پایا 

𝜕𝑡
= 0

معادلة لاپلاس:  𝛻2𝑢 = 0

(Laplace's equation)معادلة لاپلاس  -2-2

لاپلاس دو بُعدی:  𝛻2𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 :تاس صورت بدین بُعدی دو لاپلاس مثال، طور به

Δ:است بیضوی نوع از معادله این = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = −4 < 0

.است یضویب عملگر یک لاپلاسین عملگر گفت توانمی معادله این به توجه با .هستیم           و           نفوذ جملات وجود شاهد آن در و
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

(Polar)لاپلاس قطبی :  𝛻2𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝜌2
+
1

𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+
1

𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
= 0
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جاییمعادلة جابه -3
:جایی و جملة ناپایا داریم و بدین صورت استاست که در آن جملة جابه PDEترین معادلات این معادله یکی از ساده

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0

B:است سهموی نوع از معادله این = 0, A = 0, C = 0 → Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 0

معادلة ارتعاش تیر -4

:های قائم کوچک یک تیر کشسان یکنواخت بدین صورت استمعادلة حاکم بر اتعاش
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑐2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 0
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Tricomi)معادلة تریکومی  -5 equation)

.  هذلولی است این معادله از لحاظ فیزیکی از نوع آمیخته است زیرا در نیم صفحة بالا بیضوی و در نیم صفحة پایین

.در کنار اشیاء کاربرد دارد Transonicدر ایجاد جریان 

𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

:تاس بیضوی بالا صفحة نیم در

𝐴 = 𝑦, 𝐵 = 0, 𝐶 = 1 → 𝛥 = 0 − 4𝑦 = 0

𝑦 > 0 → Δ < 0

𝑦:است هذلولی بالا صفحة نیم در < 0 → Δ > 0
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(Poisson's equation)معادلة پواسون  -6

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓 𝑥, 𝑦

. ن هذلولی استاین معادله از لحاظ فیزیکی از نوع آمیخته است زیرا در نیم صفحة بالا بیضوی و در نیم صفحة پایی

.معادلة پواسون در حل میدان گرانش یا پتانسیل الکتریکی کاربرد دارد

(Telegrapher's equation)معادلة تلگراف  -7

  .می کنند توصیف را … و برق انتقال خطوط بالا، فرکانس مدارهای تلفن، تلگراف، خطوط مانند انتقال خطوط رفتار تلگراف معادلات

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝛽𝑢

Siméon Denis Poisson 
(1781–1840)

France
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(Burgers' equation)معادلة بورگرِز  -8

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

و نیز پخش ( Nonlinearity)معادلة بورگِرز را می توان ساده ترین مدل ریاضی برای ترکیب دو عامل پراهمیت و اساسی رفتارهای غیرخطی 

(Diffusion ) و اتلاف انرژی(Dissipation )در حوزة گسترده و پر از تنوع فیزیک و مکانیک امواج به حساب آورد.

 و تند بیشی ایجاد موج، نمودن بلند قد و کردن پشته مسئول ،            غیرخطی جملة❑

 .می باشد شوک بروز سرانجام

 مستهلک و کردن پخش مسئول اولی، مخالف جهت در درست            خطی جمله❑

.است موج شکل منحنی در شده ایجاد ساختارهای نمودن

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜈
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

:فرم عمومی معادلة بورگِرز عبارت است از،𝜈به ازاء هر مقدار ثابت داده شده و مفروض ضریب لزجت 
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(Sturm–Liouville)لیوویل -معادلة اشتورم -9

𝑑

𝑑𝑥
𝑝 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑞 𝑥 𝑦 = −𝜆𝑤 𝑥 𝑦

این معادله در اصل یک معادلة دیفرانسیل عادی مرتبه دوم حقیقی

 (Ordinary Differential Equations = ODE )است.

(Bessel equation)معادلة بسل  -9-1
𝑥2 𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑥2 − 𝜈2 𝑦 = 0

(Legendre equation)معادلة لژاندر  -9-2

1 − 𝑥2 𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝜈 𝜈 + 1 𝑦 = 0
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ریاضیات مهندسی

شرایط مرزی

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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:شرایط

:داین شرایط چند دسته ان. برای یافتن جواب خاص از جواب عمومی نیاز به شرایط داریم

(:Initial condition)شرایط اولیه  -1

𝑢 𝑥, 𝑡 : 𝑢 𝑥, 0 = 𝑥2, 𝑢𝑡 𝑥, 0 = sin 𝑥 , 𝑢𝑡𝑡 𝑥, 0 = −𝑥

.یاز داریمبرای پاسخ خاص، به تعداد مرتبة مشتق نسبت به زمان به شرایط اولیه ن

. گذارددر هر زمان آینده تأثیر می( متغیرهای حالت)شرایط اولیه بر مقدار متغیرهای دینامیکی 

𝑡)اگر شرایط داده شده در زمان صفر  = :مثال. باشد، آن را شرایط اولیه گویند( 0
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(:Boundary conditions)شرایط مرزی  -2

 آن به اشد،ب (فیزیکی خاص نقطة یا انتها و ابتدا در مثلاً) مکان به نسبت شده داده شرط اگر❑

:دارد حالت سه که گویند مرزی شرط

 شرط در .دارد نام (Dirichlet) دیریکله مرزی شرط که است معلوم مکان در تابع مقدار (الف)

  :مانند .است مشخص مرزها روی پتانسیل اصطلاحاً دیریکله مرزی

𝑢 𝑥, 𝑡 : 𝑢 0, 𝑡 = 0 , 𝑢 𝐿, 𝑡 = 𝑡2
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 شرط در .دارد نام (Neumann) نیومن مرزی شرط که است معلوم مکان در تابع مشتق مقدار (ب)

  :مانند .است معلوم مرزها روی (الکتریکی میدان) پتانسیل گرادیان اصطلاحاً نیومن مرزی

𝑢 𝑥, 𝑡 : 𝑢𝑥 0, 𝑡 = 𝑡 + 1 , 𝑢𝑥 𝐿, 𝑡 = sin 𝑡

𝑢 𝑥, 𝑡 : 𝑢 0, 𝑡 = 𝑢𝑥 0, 𝑡 + 𝑡 , 𝑢𝑥 𝐿, 𝑡 + 𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

:مانند. نام دارد( Robin)ترکیبی از مقدار تابع و مشتق آن در مکان معلوم است که شرط مرزی رابین ( ج)

4𝑢𝑡𝑡:شرط مرزی نیاز داریم 2و شرط اولیه  2:مثال = 𝑢𝑥 + 5𝑢𝑥𝑥
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(:Cauchy conditions)شرط کوشی  -3

 هم و تابع مقدار هم منحنی این روی و شودمی داده حل دامنة در Γ منحنی یک روی کوشی شرط

.است مشخص منحنی بر عمود جهت در تابع مشتق

𝑥

𝑦

𝑛

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝜑 𝑥, 𝑦 on curve Γ
Γ

𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝜓 𝑥, 𝑦 on curve Γ

  اولیه شرط همان کوشی شرط باشد، 𝑦 دوم متغیر و باشد 𝑥 محور همان Γ اگر شرط نوع این در❑

(Initial condition) رودمی کار به مشخصه منحنی حل روش در شرط این .شودمی.
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:یادداشت

 شده احاطه دامنه مرزهای توسط که زمانی است بسته 𝐷 ناحیة مسأله یک بررسی در :بسته ناحیة❑

𝑐 مستطیلی مختصات در مثال طور به .باشند 𝐷 به متعلق مرز درون نقاط تمامی و باشد ≤ 𝑦

≤ 𝑑 و 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 قطبی مختصات دستگاه در و 𝑅1 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅2 اند بسته ناحیة.

 باشد گسترده یتنهابی تا که ایناحیه مانند .شودمی نامیده باز نباشد، بسته که ایناحیه :باز ناحیة❑

.نباشد ناحیه به مربوط مرز داخل نقاط تمام که باشد مرزی درون اینکه یا

Boundary) مرزی مقدار مسائل جزء و اند بسته که مسائلی برای :نکته❑ value problem =

BVP) ،رفتاریخوش شرایط اند (well-posed problem) بدرفتاری و (ill-posed) تعریف 

.شودمی



9از  7

:یادداشت

  :رفتار خوش مسألة

:باشد شرح بدین ویژگی هایی دارای فیزیکی پدیده های از ریاضی الگو های وقتی

  .باشد داشته وجود پاسخ یک❑

.باشد فرد به منحصر پاسخ،❑

.کند تغییر اولیه شرایط با پیوسته به طور حل رفتار❑
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:یادداشت

:رفتار بد مسألة

 وجود پاسخ یا که است طوری 𝐷 ناحیة یا و مرزی شرایط بدرفتار مرزی مقدار مسألة یک در❑

 به یمرز شرایط در کوچکی تغییرات ولی باشد داشته وجود پاسخ که است ممکن یا ندارد

  .است (Unstable) ناپایدار حل تعبیری به و شودمی منجر پاسخ در بزرگی تغییرات

 راتتغیی و دارد وجود فرد به منحصر پاسخ رفتار، خوش مسألة یک در که است درحالی این❑

.است (Stable) پایدار حل و دارد حل روی اندکی تأثیر مرزی شرایط در کوچک



9از  9

:خلاصة مطالب

ینوع معادلة مشتق جزئ مرزی یا اولیه: نوع شرایط هنوع ناحی

مرتبة اول شرط کوشی باز

مرتبة دوم هذلولی شرط کوشی باز

مرتبة دوم سهموی شرط نیومن، رابین و یا دیریکله باز

مرتبة دوم بیضوی ط اولیهشرط نیومن، رابین یا دیریکله بدون شر بسته
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گيریانتگرالو ( ODE)استفاده از معادلات عادی : PDEهای حل روش

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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انتگرالگیری و (ODE) معمولی معادلات از استفاده -1

 استفاده ODE معادلات از متغیر تغییر با توانمی باشد، مشترک مشتقات در متغیر یک که مواردی در

:داریم مهم معمولی معادلات بر مروری ابتدا لذا .کرد

′𝑦اول مرتبه خطی معادلات -1-1 + 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥

:کنیممی عمل صورت بدین معادلات این حل برای

𝑦 𝑥 = 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 න𝑒׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝑞 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶
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(رعملگ روش) ثابت ضرایب با بالاتر مراتب همگن خطی معادلات -1-2

𝑦 𝑛 = 𝐷𝑛𝑦

𝑎𝑛𝑦
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑦

𝑛−1 +⋯+ 𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0

𝑎𝑛𝐷
𝑛𝑦 + 𝑎𝑛−1𝐷

𝑛−1𝑦 +⋯+ 𝑎2𝐷
2𝑦 + 𝑎1𝐷𝑦 + 𝑎0𝑦 = 0

:رسیممی مشخصه معادله به 𝒚 حذف با

𝑎𝑛𝐷
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐷

𝑛−1 +⋯+ 𝑎2𝐷
2 + 𝑎1𝐷 + 𝑎0 = 0 ∗

.یابیممی را 𝐷 مقادیر ∗ معادلة حل با سپس

𝑎𝑛𝐷
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐷

𝑛−1 +⋯+ 𝑎2𝐷
2 + 𝑎1𝐷 + 𝑎0 𝑦 = 0

The characteristic equation
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𝑦 𝑥 = 𝐶𝑒𝑟𝑥 :داریم باشد، 𝑟 صورت به (real) حقیقی عددی 𝐷 اگر :1 حالت

:با است برابر پاسخ 𝑟3 و 𝑟1، 𝑟2  مثلاً داشتیم حقیقی ریشة تا چند اگر :یادداشت

𝐷1 = 𝑟1

𝐷2 = 𝑟2

𝐷3 = 𝑟3

𝑦1 𝑥 = 𝐶1𝑒
𝑟1𝑥

𝑦2 𝑥 = 𝐶2𝑒
𝑟2𝑥

𝑦3 𝑥 = 𝐶3𝑒
𝑟3𝑥

𝑦 𝑥 =෍

𝑖=1

3

𝑦𝑖 = 𝐶1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑟2𝑥 + 𝐶3𝑒
𝑟3𝑥 ∎
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𝐷 صورت به مختلط مزدوج صورت به 𝐷 اگر :2 حالت = 𝑎 ± 𝑏𝑖 ،داریم باشد:

𝑦 𝑥 = 𝑒𝑎𝑥 𝐶1 cos 𝑏𝑥 + 𝐶2 sin 𝑏𝑥

𝑦′′ − 8𝑦′ + 17𝑦 = 0 , 𝑦 0 = −4 , 𝑦′ 0 = −1

:مثال

The characteristic equation: 𝐷2 − 8𝐷 + 17 = 0 → 𝐷 = 4 ± 𝑖

𝑦 𝑥 = 𝑒4𝑥 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥

𝑦′ 𝑥 = 4𝑒4𝑥 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 + 𝑒4𝑥 −𝑐1 sin 𝑥 + 𝑐2 cos 𝑥
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ቐ

−4 = 𝑦 0 = 𝑐1

−1 = 𝑦′ 0 = 4𝑐1 + 𝑐2

ቐ

𝑐1 = −4

𝑐2 = 15

𝑦 𝑥 = 𝑒4𝑥 −4cos 𝑥 + 15 sin 𝑥 ∎
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 ضرب 𝒙 در را جواب تکرار هر ازاء به است کافی شود، تکرار مقادیر این از یک هر اگر :3 حالت

:داریم همگن خطی دوم مرتبه معادلة برای مثلاً .کنیم

𝑦1 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑟𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑐2𝑥𝑒

𝑟𝑥

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0

𝑎𝐷2 + 𝑏𝐷 + 𝑐 = 0 → 𝐷1 = 𝐷2 = 𝑟

.رویممی را روش همین با بود هم مختلط اگر اما است حقیقی مشخصه معادله ریشة :فرض

𝑦 𝑥 = 𝑦1 𝑥 + 𝑦2 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑟𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

𝑟𝑥 ∎
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𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0 , 𝑦 0 = 12 , 𝑦′ 0 = 2 :مثال

The characteristic equation and its roots:

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

2𝑥

𝑦′ 𝑥 = 𝑐1𝑒
2𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 + 2𝑐2𝑥𝑒
2𝑥

𝐷2 − 4𝐷 + 4 = 𝐷 − 2 2 = 0 → 𝐷1 = 𝐷2 = 2

ቐ

12 = 𝑦 0 = 𝑐1

−3 = 𝑦′ 0 = 2𝑐1 + 𝑐2

𝑐1 = 12 , 𝑐2 = −27

𝑦 𝑥 = 12𝑒2𝑥 − 27𝑥𝑒2𝑥∎
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ناهمگن خطی معادلات -3

.یابیممی را همگن معادلة جواب و کنیممی حذف را معادله کنندةناهمگن هایعبارت ابتدا -1

.یابیممی ناهمگن معادلة برای خصوصی جواب یک سپس -2

 روی از رداریالگوب با زنیممی حدس ناهمگن معادلة برای که را خصوصی پاسخ مواقع بیشتر در :نکته

 داشت، جودو نمایی عبارت کنندهناهمگن قسمت در اگر مثلاً  .آوریممی دست به کنندهناهمگن قسمت

 بررسی و گیریممی نظر در اولیه خوب حدس عنوان به را نمایی پاسخ یک خصوصی پاسخ برای هم ما

!نه؟ یا است مسأله جوابگوی و است درست اولیه حدس این آیا ببینیم که کنیممی آغاز را

خصوصی پاسخ + همگن پاسخ = نهایی پاسخ -3

معادلات این حل برای
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𝑢𝑥𝑦.بیابید را رو به رو معادلة پاسخ :1 مثال + 𝑢𝑥 = 𝑒𝑥 sin 𝑦

𝑣 مانند متغیری تغییر لذا ندارد، وجود نیز 𝑢 جملة = 𝑢𝑥 است مناسب متغیر تغییر یک.

.است مشترک 𝑥 حسب بر مشتق ،             و         موجود مشتقات در :توجه 𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝑣 = 𝑢𝑥 → 𝑢𝑥𝑦 = 𝑣𝑦 → 𝑣𝑦 + 𝑣 = 𝑒𝑥 sin 𝑦
 :یادداشت

.شد تبدیل 𝑦 حسب بر متغیره تک عادی دیفرانسیل معادله یک به اصلی معادلة دیگر حال -1

.کرد فرض ثابت را 𝑥 توانمی پس -2

اشتراک مشتق: روش اول
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𝑣 𝑦 = 𝑒− ׬ 𝑑𝑦 න𝑒+ ׬ 𝑑𝑦𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑐1 𝑥

= 𝑐1 𝑥 𝑒−𝑦 +
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑦 −

1

2
𝑒𝑥 cos 𝑦

𝑣′ + 𝑣 = 𝑒𝑥 sin 𝑦

:تاس شرح بدین آن پاسخ که است اول مرتبه خطی دیفرانسیل معادله یک این

 :داریم متغیر تغییر به توجه با
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑐1 𝑥 𝑒−𝑦 +

1

2
𝑒𝑥 sin 𝑦 −

1

2
𝑒𝑥 cos 𝑦

  .رسید 𝑢 به توانمی 𝑥 حسب بر گیریانتگرال یکبار با اکنون
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.بود خواهد 𝑦 حسب بر ثابت بار این :نکته

𝑢 𝑥, 𝑦 = න 𝑐1 𝑥 𝑒−𝑦 +
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑦 −

1

2
𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑥

:هانکته

𝑣 آوردن دست به و انتگرال حل در -1 𝑦، عبارت 𝑒𝑥 شد فرض ثابت صورت به.

  .ندارد وجود گیریانتگرال متغیر آن در که ایجمله یعنی ثابت عدد گیری،انتگرال در -2

.است مطلق عدد یک صورت به ثابت قسمت متغیره، یک توابع در -3

𝑢 مانند متغیره دو توابع در -4 𝑥,𝑦، به نسبت تابع از وقتی 𝑦 رالانتگ ثابت قسمت گیریم،می انتگرال 

.است 𝑥 حسب بر انتگرال ثابت قسمت نیز مثال این در پس .بالعکس و بود خواهد 𝑥 حسب بر

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑒−𝑦න𝑐1 𝑥 𝑑𝑥 +
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑦 −

1

2
𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑐2 𝑦
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𝑐2 و                                    فرض با 𝑦 = 𝑔 𝑦 داریم: න𝑐1 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 𝑥

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑒−𝑦 +
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑦 −

1

2
𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑔 𝑦

𝑓 جایگذاری با 𝑥 و 𝑔 𝑦 رسید خصوصی جواب به توانمی.  

𝑢 𝑥, 𝑦 = 2𝑒−𝑦 +
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑦 −

1

2
𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑦2 ∎

𝑓 مثلاً 𝑥 = 𝑔 و 2 𝑦 = 𝑦2 
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𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑥 = 𝑡𝑒2𝑥

𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥.یدبیاب را رو روبه معادلة پاسخ :2 مثال + 𝑢𝑡𝑥 = 𝑡𝑒2𝑥

𝑣 :متغیر تغییر پس .است مشترک ، 𝑡 متغیر نیز اینجا = 𝑢𝑡 :

𝑣𝑥𝑥𝑥:بیمیامی را همگن قسمت پاسخ ابتدا .است ناهمگن معادله این + 𝑣𝑥 = 0

𝐷3:داریم عملگر روش از استفاده با + 𝐷 𝑣 = 0

𝐷3 + 𝐷 = 0 → 𝐷 𝐷2 + 1 = 0 → 𝐷1 = 0 , 𝐷2,3 = 0 ± 𝑖

𝑣 = 𝑐1𝑒
0𝑥 + 𝑒0𝑥 𝑐2 cos 𝑥 + 𝑐3 sin 𝑥

𝑐 :اند زمان تابع ثابت، ضرایب که داریم توجه = 𝑐 𝑡

𝑣 = 𝑐1 𝑡 + 𝑐2 𝑡 cos 𝑥 + 𝑐3 𝑡 sin 𝑥 :همگن پاسخ
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𝑣 = 𝐴𝑒2𝑥 → 𝑣𝑥 = 2𝐴𝑒2𝑥 → 𝑣𝑥𝑥 = 4𝐴𝑒2𝑥 → 𝑣𝑥𝑥𝑥 = 8𝐴𝑒2𝑥

:کنیممی فرض نمایی ناهمگن جواب یک است، نمائی ناهمگن، جملة چون نیز ناهمگن قسمت برای

ناهمگن :

𝑣𝑥𝑥𝑥:داریم ناهمگن معادلة در جایگذاری با + 𝑣𝑥 = 𝑡𝑒2𝑥

8𝐴𝑒2𝑥 + 2𝐴𝑒2𝑥 = 𝑡𝑒2𝑥 → 10𝐴𝑒2𝑥 = 𝑡𝑒2𝑥 → 𝐴 =
𝑡

10

ناهمگن : 𝑣 =
𝑡

10
𝑒2𝑥

𝑣 𝑥, 𝑡 = 𝑐1 𝑡 + 𝑐2 𝑡 cos 𝑥 + 𝑐3 𝑡 sin 𝑥 +
𝑡

10
𝑒2𝑥
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𝑣) یعنی دادیم ابتدا در که متغیری تغییر حال = 𝑢𝑡) گردانیمبرمی را:

𝑣 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑐1 𝑡 + 𝑐2 𝑡 cos 𝑥 + 𝑐3 𝑡 sin 𝑥 +

𝑡

10
𝑒2𝑥

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑓1 𝑡 + 𝑓2 𝑡 cos 𝑥 + 𝑓3 𝑡 sin 𝑥 +
𝑡2

20
𝑒2𝑥 + 𝑔 𝑥 ∎

𝑢 𝑥, 𝑡 = න 𝑐1 𝑡 + 𝑐2 𝑡 cos 𝑥 + 𝑐3 𝑡 sin 𝑥 +
𝑡

10
𝑒2𝑥 𝑑𝑡
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معادله فقط شامل یکی از مشتقات نسبی باشد: روش دوم

𝑢𝑡.بیابید را رو روبه معادلة پاسخ :3 مثال +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑦𝑥2 = 0

𝑢 اینجا در = 𝑢 𝑥,𝑦,𝑡 به نسبت فقط معادله در ولی است 𝑥 داریم مشتق.  

:یافت را مسأله پاسخ اول، مرتبه خطی معادلة و ODE از استفاده با توانمی پس

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑡𝑢 = 𝑦𝑥2 𝑝 = 𝑡 , 𝑞 = 𝑦𝑥2

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝑒− ׬ 𝑡𝑑𝑥 න𝑒+ ׬ 𝑡𝑑𝑥𝑦𝑥2𝑑𝑥 + 𝑐(𝑦,𝑡)

𝑐 :بود خواهد 𝑡 و 𝑦 حسب بر ثابت گرفتیم، انتگرال 𝑥 به نسبت چون = 𝑓(𝑦,𝑡)
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𝑢 = 𝑒−𝑡𝑥 න𝑒𝑡𝑥𝑦𝑥2𝑑𝑥 + 𝑐
𝑥2 𝑒𝑡𝑥

2𝑥

2

0

1

𝑡
𝑒𝑡𝑥

1

𝑡2
𝑒𝑡𝑥

1

𝑡3
𝑒𝑡𝑥

𝑢 = 𝑐𝑒−𝑡𝑥 + 𝑦𝑒−𝑡𝑥
𝑥2

𝑡
𝑒𝑡𝑥 −

2𝑥

𝑡2
𝑒𝑡𝑥 +

2

𝑡3
𝑒𝑡𝑥

𝑢 = 𝑐𝑒−𝑡𝑥 + 𝑦
𝑥2

𝑡
−
2𝑥

𝑡2
+
2

𝑡3

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝑓 𝑦, 𝑡 𝑒−𝑡𝑥 + 𝑦
𝑥2

𝑡
−
2𝑥

𝑡2
+
2

𝑡3
∎
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𝑢𝑥𝑥.بیابید را رو روبه معادلة پاسخ :4 مثال + 2𝑢𝑥 + 2𝑢 = 2𝑥2 sin 𝑡

.کرد استفاده ODE از توانمی پس .داریم مشتق 𝑥 به نسبت فقط معادله در نیز اینجا در

:همگن قسمت پاسخ :اول مرحلة -1

𝑢𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥 + 2𝑢 = 0

𝐷2 + 2𝐷 + 2 𝑢 = 0 → 𝐷2 + 2𝐷 + 2 = 0 → 𝐷 = −1 ± 𝑖

𝑢 = 𝑒−𝑥 𝑐1 𝑡 cos 𝑥 + 𝑐2 𝑡 sin 𝑥 :همگن پاسخ
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:ناهمگن قسمت پاسخ :دوم مرحلة -2

:کنیممی فرضی چنین نیز ما پس است، 2 درجة از ناهمگن جملة چون نیز ناهمگن قسمت برای

𝑢 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 → 𝑢𝑥 = 2𝐴𝑥 + 𝐵 → 𝑢𝑥𝑥 = 2𝐴: ناهمگن

2𝐴:داشت خواهیم جایگذاری با + 4𝐴𝑥 + 2𝐵 + 2𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 + 2𝐶 = 2𝑥2 sin 𝑡

2𝐴𝑥2 + 4𝐴 + 2𝐵 𝑥 + 2 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 2𝑥2 sin 𝑡

:داریم طرف دو مقایسة از

2𝐴 = 2 sin 𝑡

4𝐴 + 2𝐵 = 0

2 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0
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𝐴 = sin 𝑡

𝐵 = −2 sin 𝑡

𝐶 = sin 𝑡

𝑢 = sin 𝑡 𝑥2 − 2 sin 𝑡 𝑥 + sin 𝑡 = sin 𝑡 𝑥2 − 𝑥 + ناهمگن :1

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑒−𝑥 𝑐1 𝑡 cos 𝑥 + 𝑐2 𝑡 sin 𝑥

+ sin 𝑡 𝑥2 − 2 sin 𝑡 𝑥 + sin 𝑡 ∎



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

دستگاه لاگرانژ: های حلروش

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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دستگاه لاگرانژ -2

. روداین روش فقط برای معادلات مرتبه اول به کار می

:اگر معادلة مرتبة اول بدین صورت باشد

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑡,⋯ , 𝑧
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑡,⋯ , 𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
+⋯ = 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡,⋯ , 𝑧

. است. . . و  𝑥 ،𝑦 ،𝑡وابسته به  𝑧که در آن تابع 

.دهیمبرای حل این معادله، دستگاهی بدین شرح تشکیل می

𝑑𝑥

𝑃
= ⋯ =

𝑑𝑦

𝑄
=
𝑑𝑧

𝑅
∗
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.این دستگاه، به دستگاه لاگرانژ موسوم است❑

.پاسخ مستقل، بدین شرح برسیم 𝑛با حل دو به دوی دستگاه لاگرانژ باید به ❑

𝑢1 𝑥, 𝑦, 𝑡,⋯ = 𝐶1, 𝑢2 𝑥, 𝑦, 𝑡,⋯ = 𝐶2, ⋯ , 𝑢𝑛 𝑥, 𝑦, 𝑡,⋯ = 𝐶𝑛

:توان جواب عمومی را چنین فرض کردسپس می❑

𝜙 𝑢1, 𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑛 = 0 ∎

 انجام با ایدب و نیستند مستقل هم از هاپاسخ نیز اوقات گاهی .است دلخواه تابعی 𝜙 که❑

.بیابیم را حل قابل معادلات تناسب، خاصیت و جبری اعمال سری یک
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𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
− 𝑦2

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑧 .رو را حل کنیدمعادلة روبه: 1مثال 

→ 𝑃 = 𝑥, 𝑄 = −𝑦2, 𝑅 = 𝑧 :پاسخ

𝑑𝑥

𝑥
=

𝑑𝑦

−𝑦2
=
𝑑𝑧

𝑧
:دهیمدستگاه لاگرانژ را تشکیل می

:ابیمچون دو متغیر مستقل داریم، باید دو جواب بی

𝑑𝑥

𝑥
=

𝑑𝑦

−𝑦2

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑧

𝑧
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:از حل این دستگاه داریم

→ 𝐶1𝑥 = 𝑒
1
𝑦 → ൗ𝑒

1
𝑦 𝑥 = 𝐶1 → 𝑢1 = ൗ𝑒

1
𝑦 𝑥

→ 𝐶2𝑥 = 𝑧 →
𝑧

𝑥
= 𝐶2 → 𝑢2 =

𝑧

𝑥

𝜙:پس جواب عمومی بدین صورت است
1

𝑥
𝑒
1
𝑦,
𝑧

𝑥
= 0

𝑑𝑥

𝑥
=

𝑑𝑦

−𝑦2
→ ln𝐶1𝑥 =

1

𝑦

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑧

𝑧
→ ln𝐶2𝑥 = ln 𝑧
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:توان نوشتجواب عمومی را بدین صورت هم می

𝑧

𝑥
= 𝑓

1

𝑥
𝑒
1
𝑦 → 𝑧 = 𝑥𝑓

1

𝑥
𝑒
1
𝑦

:را مثلثاتی یا نمایی فرض کرد 𝑓توان تابع به عنوان مثال می

𝑧1 = 𝑥 sin
1

𝑥
𝑒
1
𝑦

𝑧2 = 𝑥 exp
1

𝑥
𝑒
1
𝑦
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𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑢 .رو را حل کنیدمعادلة روبه: 2مثال 

→ 𝑃 = 𝑥, 𝑄 = 𝑦, 𝑅 = 2𝑢 :پاسخ

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑢

2𝑢
:دهیمدستگاه لاگرانژ را تشکیل می

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
→ ln 𝑥 = ln 𝐶1𝑦 → 𝑥 = 𝐶1𝑦

𝑑𝑢

2𝑢
=
𝑑𝑦

𝑦
→
1

2
ln 𝑢 = ln 𝐶2𝑦 → ln 𝑢 = 2 ln 𝐶2𝑦 → 𝑢 = 𝐶2𝑦

2
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:پس خواهیم داشت
𝐶1 =

𝑥

𝑦
→ 𝑢1 =

𝑥

𝑦

𝐶2 =
𝑢

𝑦2
→ 𝑢2 =

𝑢

𝑦2

𝜙
𝑥

𝑦
,
𝑢

𝑦2
= 0  یا

𝑢

𝑦2
= 𝑓

𝑥

𝑦
→ 𝑢 = 𝑦2𝑓

𝑥

𝑦
∎
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𝑢𝑡 + 𝛼𝑢𝑥 = 0 .جایی را بیابیدشکل کلی پاسخ معادلة جابه: 3مثال 

.توان با دستگاه لاگرانژ حل کرد چون مرتبة اول استاین معادله را نیز می: پاسخ

→ 𝑃 = 𝛼, 𝑄 = 1, 𝑅 = 0

𝑅چون ❑ = 𝑢توان گفت پس می. است 0 = C1 یک مقدار ثابت است .

. توان آن را ثابت فرض کرددر کل اگر مخرج هر یک از معادلات لاگرانژ صفر بود، می❑

→
𝑑𝑥

𝛼
=
𝑑𝑡

1
→ 𝑑𝑥 = 𝛼𝑑𝑡 → 𝑥 = 𝛼𝑡 + 𝐶2 → 𝐶2 = 𝑥 − 𝛼𝑡

𝐶1 = 𝑢 → 𝜙 𝑢, 𝑥 − 𝛼𝑡 = 0 → 𝑢 = 𝑓 𝑥 − 𝛼𝑡

.به شرط اولیه بستگی دارد 𝑓در اینجا 
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𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢𝑦 + 𝑐𝑢 = 0 .رو را بیابیدشکل کلی پاسخ معادلة روبه: 4مثال 

.در اینجا ضرایب مشتقات همگی عدد ثابت اند: پاسخ

→ 𝑃 = 𝑎,𝑄 = 𝑏, 𝑅 = −𝑐𝑢 →
𝑑𝑥

𝑎
=
𝑑𝑦

𝑏
=

𝑑𝑢

−𝑐𝑢

𝑑𝑥

𝑎
=

𝑑𝑢

−𝑐𝑢
→
𝑑𝑢

𝑢
= −

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 → ln 𝐶1𝑢 = −

𝑐

𝑎
𝑥 → 𝐶1𝑢 = 𝑒−

𝑐
𝑎
𝑥

𝑑𝑥

𝑎
=
𝑑𝑦

𝑏
→ 𝑎𝑑𝑦 = 𝑏𝑑𝑥 → 𝑎𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝐶2
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𝐶1𝑢 = 𝑒−
𝑐
𝑎
𝑥 → 𝐶1 = ൗ𝑒−

𝑐
𝑎
𝑥 𝑢 𝐶3 یا = Τ1 𝐶1 = Τ𝑢 𝑒−

𝑐
𝑎
𝑥

.توان وارون آن را نیز در نظر گرفتثابت است، می 𝐶1چون ضریب 

𝐶2 = 𝑏𝑥 − 𝑎𝑦 𝐶4 یا = 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥

𝑢1 = Τ𝑢 𝑒−
𝑐
𝑎
𝑥 , 𝑢2 = 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 → 𝜙 Τ𝑢 𝑒−

𝑐
𝑎
𝑥 , 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 = 0

Τ𝑢 𝑒−
𝑐
𝑎
𝑥 = 𝑓 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 → 𝑢 = 𝑒−

𝑐
𝑎
𝑥𝑓 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 ∎

Τ𝑑𝑦 اشتراک با را معادله دستگاه اگر ابتدا از 𝑏 رسیدیممی شکل این به کردیم،می حل:

𝑢 = 𝑒−
𝑐
𝑏
𝑦𝑓 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 ∎ .اند قبول قابل شکل دو هر
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𝑢𝑥 + 2𝑢𝑦 = 𝑥 .رو را حل کنیدمعادلة روبه: 5مثال 

→ 𝑃 = 1,𝑄 = 2, 𝑅 = 𝑥 →
𝑑𝑥

1
=
𝑑𝑦

2
=
𝑑𝑢

𝑥

𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

𝑥
→ 𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 → 𝑢 =

𝑥2

2
+ 𝐶1

𝑑𝑥 =
𝑑𝑦

2
→ 𝑑𝑦 = 2𝑑𝑥 → 𝑦 = 2𝑥 + 𝐶2
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𝐶1 = 𝑢 −
𝑥2

2

𝐶2 = 𝑦 − 2𝑥

→ 𝜙 𝑢 −
𝑥2

2
, 𝑦 − 2𝑥 = 0

𝑢 −
𝑥2

2
= 𝑓 𝑦 − 2𝑥 → 𝑢 = 𝑓 𝑦 − 2𝑥 +

𝑥2

2
∎
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𝑢 = 𝑓 𝑦 + 4𝑥

𝑢𝑥 − 4𝑢𝑦 = 0 , Condition: 𝑢 0, 𝑦 = 8𝑒−3𝑦

.رو را با شرط داده شده حل کنیدمعادلة روبه: 6مثال 

:های قبل نوشتتوان با توجه به مثالپس می. جایی استاین معادله دقیقاً مشابه معادلة جابه

.  را بیابیم 𝑓حال باید با توجه به شرط داده شده، تابع ❑

.کنیمرا نمایی فرض می 𝑓چون شرط داده شده، نمایی است ما نیز تابع ❑

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝐴𝑒𝐵 𝑦+4𝑥
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𝑥حال اگر  = :را جایگذاری کنیم، باید شرط داده شده برقرار باشد یعنی 0

𝑢 0, 𝑦 = 8𝑒−3𝑦 = 𝐴𝑒𝐵𝑦 → 𝐴 = 8, 𝐵 = −3

𝑢 𝑥, 𝑦 = 8𝑒−3 𝑦+4𝑥 ∎

:پس جواب خصوصی بدین صورت خواهد شد
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3𝑢𝑥 − 4𝑢𝑦 = 𝑥 + 𝑦2 − 2𝑢 .رو را حل کنیدمعادلة روبه: 7مثال 

:دستگاه لاگرانژ

𝑃 = 3, 𝑄 = −4, 𝑅 = 𝑥 + 𝑦2 − 2𝑢

𝑑𝑥

3
=
𝑑𝑦

−4
=

𝑑𝑢

𝑥 + 𝑦2 − 2𝑢

!اما حل این دستگاه کمی دشوار است❑

:ل نوشتتوان معادله را بدین شکهایی شبیه به این، میدر این پرسش و پرسش❑

3𝑢𝑥 − 4𝑢𝑦 + 2𝑢 = 𝑥 + 𝑦2 ∗
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 تراس سمت و است ثابت ضرایب با همگن معادلة یک فوق، معادلة چپ سمت❑

.دارند وجود ناهمگن هایجمله معادله،

 برای خصوصی جواب با همگن جواب جمع حاصل روی از را پاسخ توانمی لذا❑

.آورد دست به ناهمگن هایجمله

.یابیممی را همگن جواب ابتدا❑

3𝑢𝑥 − 4𝑢𝑦 + 2𝑢 = 𝑥 + 𝑦2

های همگنجملههای ناهمگنجمله
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:داریم م،گفتی قبل هایمثال در که اینکته به توجه با❑

𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢𝑦 + 𝑐𝑢 = 0 → 𝑢 = 𝑒−
𝑐
𝑎
𝑥𝑓 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥

3𝑢𝑥 − 4𝑢𝑦 + 2𝑢 = 0 → 𝑢 = 𝑒−
2
3
𝑥𝑓 3𝑦 + 4𝑥 :پاسخ همگن

.کنیمهای ناهمگن نگاه میبرای یافتن پاسخ ناهمگن به خود جمله❑

2از درجة  𝑦است و متغیر  1های ناهمگن از درجة در جمله 𝑥متغیر ❑

.مکنیلذا ما نیز حدس اولیه را برای پاسخ ناهمگن به همین صورت فرض می❑
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𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑦 + 𝐸 :فرض پاسخ ناهمگن

1جملة درجه 2جملة درجه 

𝑢𝑥 = 𝐴, 𝑢𝑦 = 2𝐶𝑦 + 𝐷 :کنیمحال مشتقات را بررسی می

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑦 + 𝐵 + 𝐸 :ساده سازی پاسخ ناهمگن فرضی

𝐹𝑢یک ضریب جدید به نام  𝑥, 𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑦 + 𝐹

3𝑢𝑥(:∗)جایگذاری در معادلة ناهمگن  − 4𝑢𝑦 + 2𝑢 = 𝑥 + 𝑦2
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3𝐴 − 4 2𝐶𝑦 + 𝐷 + 2 𝐴𝑥 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑦 + 𝐹 = 𝑥 + 𝑦2

2𝐴𝑥 + 2𝐶𝑦2 + 2𝐷 − 8𝐶 𝑦 + 3𝐴 − 4𝐷 + 2𝐹 = 𝑥 + 𝑦2

→ 𝐴 =
1

2
, 𝐶 =

1

2
, 𝐷 = 2, 𝐹 =

13

4

𝑢 𝑥, 𝑦 =
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦2 + 2𝑦 +

13

4

:مبا مقایسة دو سمت معادله داری

:پاسخ ناهمگن

:پاسخ کامل
𝑢 = 𝑒−

2
3
𝑥𝑓 3𝑦 + 4𝑥 +

1

2
𝑥 +

1

2
𝑦2 + 2𝑦 +

13

4
∎



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

ئیمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جز

روش جداسازی متغيرها: های حلروش

سيد محمد جعفری: توسط



16از  2

: جداسازی متغیرها -3

.است جزئی مشتقات معادلات حل هایروش ترینکاربردی از یکی روش این❑

 وابسته اش متغیر های از توابعی ضرب حاصل به صورت ،𝑢 مجهول تابع روش، این از استفاده به منظور❑

 معادله چند به ایپاره دیفرانسیل معادله معادله، در پاسخ این جاگذاری با .می شود گرفته نظر در

 .شودمی تبدیل معمولی دیفرانسیل

 ایپاره انسیلدیفر معادله حل از ترساده بسیار حاصل معمولی دیفرانسیل معادلات حل طبیعی طور به❑

  .دارد وجود آن برای تحلیلی پاسخ موارد اغلب در و است

 با لیک پاسخ مناسب، نحو به مرزی شرایط اعمال و حاصل معمولی دیفرانسیل معادلات حل از پس❑

.آیدمی بدست هاجواب ضرب

separation of variables (Fourier method)
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:مثال

 یک صورت این در باشد، 𝑡 و 𝑥 چون مستقلی متغیرهای از تابعی 𝑢 وابسته متغیر اگر روش این در❑

:کنیممی فرض صورت بدین را 𝑢 تابع و کنیممی کارآمد فرض

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐹 𝑥 𝐺 𝑡

  .کنیم ضرب هم در و کنیم فرض جدا تابع دو را 𝑢 تابع دهندة تشکیل مکانی و زمانی قسمت یعنی❑

.کنیممی جایگذاری معادله در را فرضی پاسخ حال❑

,′𝑥,𝐹,𝐹 شامل جملات بتوانیم باید اکنون❑ ,𝑡,𝐺 شامل جملات و ⋯ ሶ𝐺,⋯ هر و کرده جدا هم از را 

:ببریم طرف یک به را یک

𝑃 𝑥, 𝐹, 𝐹′, ⋯ = 𝑄 𝑡, 𝐺, ሶ𝐺,⋯
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 عبارت زیرا دهیممی قرار ثابت عدد یک با برابر را طرف دو هر باشد، برقرار تساوی اینکه برای سپس❑

 زمان حسب بر راست سمت عبارت که حالی در دارد مکان بُعد و است مکان حسب بر چپ سمت

.است زمان حسب بر بالتبع نیز آن بُعد و است

 با برابر فطر دو هر که است این باشند برابر هم با مختلف بُعد دو حسب بر عبارت دو اینکه راه تنها❑

𝑃  :یعنی باشند ثابت عدد یک = 𝑄 = 𝑘 (const)

.آیدمی دست به 𝑢 و کنیممی حل جداگانه را طرف هر موضوع این درک از پس❑

 این دهیم، قرار تساوی طرف دو در و کنیم جدا هم از را 𝑄 و 𝑃 عبارت دو نتوانیم اگر روش این در❑

.دهدنمی جواب روش
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𝒖𝒙𝒙𝒚جواب عمومی معادلة : مثال − 𝒙𝒚𝒖𝒙 = .را بیابید 𝟎

:فرض
𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦

÷ 𝑥𝑋′𝑌′

𝑢𝑥 = 𝑋′ 𝑥 𝑌 𝑦 → 𝑢𝑥𝑥 = 𝑋′′ 𝑌 → 𝑢𝑥𝑥𝑦 = 𝑋′′ 𝑌′

𝑃 𝑥 =
𝑋′′

𝑥𝑋′ 𝑄 𝑦 =
𝑦𝑌

𝑌′
و

→ 𝑋′′ 𝑌′ − 𝑥𝑦𝑋′𝑌 = 0 → 𝑋′′ 𝑌′ = 𝑥𝑦𝑋′𝑌

𝑋′′

𝑥𝑋′
=
𝑦𝑌

𝑌′
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𝑋′′

𝑥𝑋′
=
𝑦𝑌

𝑌′
= 𝑘 →

: این عدد ثابت سه احتمال برای آن وجود دارد که باید بررسی شوند

صفر 1.

عددی مثبت2.

عددی منفی3.

𝑋′′

𝑥𝑋′
= 𝑘

𝑦𝑌

𝑌′
= 𝑘

𝑷جملات  𝒙  و𝑸 𝒙  را یافتیم، حال هر دو را برابر عدد ثابت𝒌 دهیمقرار می:
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𝒌:  فرض صفر بودن عدد ثابت -1 = 𝟎

𝑋′′

𝑥𝑋′
= 0 → 𝑋′′ = 0 → 𝑋′ = 𝐶1 → 𝑋 𝑥 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2

𝑦𝑌

𝑌′
= 0 → 𝑌 = 0

 زیرا نیستند 𝑦 و 𝑥 حسب بر و هستند عدد آیند،می دست به 𝑌 و 𝑋 برای که هاییثابت اینجا در

.است متغیرها جدابودن روش این اصلی فرض

𝑋 𝑥 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 , 𝑌 𝑦 = 0 → 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑋𝑌 = 0 × 𝐶1𝑥 + 𝐶2 = 0

.تاین یک پاسخ بدیهی است و لذا غیرقابل قبول اس
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𝒌: فرض مثبت بودن-2 = 𝒑𝟐𝑋′′

𝑥𝑋′
= 𝑝2 → 𝑋′′ − 𝑥𝑝2𝑋′ = 0

𝑋′ = 𝑣 : رتغییر متغی 𝑣′ − 𝑥𝑝2𝑣 = 0

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑥𝑝2𝑣 →

𝑑𝑣

𝑣
= 𝑝2𝑥𝑑𝑥 → ln 𝐶2𝑣 = 𝑝2

𝑥2

2

𝑑𝑋

𝑑𝑥
= 𝑣 = 𝐶2

′𝑒𝑝
2𝑥

2

2 → 𝑋 𝑥 = න𝐶2
′𝑒𝑝

2𝑥
2

2 𝑑𝑥 :غیربازگرداندن تغییر مت

→ 𝐶2𝑣 = 𝑒𝑝
2𝑥

2

2 → 𝑣 = 𝐶2
′𝑒𝑝

2𝑥
2

2
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𝒌: فرض مثبت بودن ادامة = 𝒑𝟐𝑦𝑌

𝑌′
= 𝑝2 → 𝑝2𝑌′ = 𝑦𝑌 →

𝑑𝑌

𝑑𝑦
=

1

𝑝2
𝑦𝑌

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦 = න𝐶2
′𝑒𝑝

2𝑥
2

2 𝑑𝑥 𝐶1
′𝑒

𝑦2

2𝑝2

𝒌: فرض منفی بودن-3 = −𝒑𝟐رسیمبا این فرض نیز به همان پاسخ فرض مثبت بودن می.

→
𝑑𝑌

𝑌
=

𝑦

𝑝2
𝑑𝑦 → ln 𝐶1𝑌 =

𝑦2

2𝑝2
→ 𝐶1𝑌 = 𝑒

𝑦2

2𝑝2 → 𝑌 = 𝐶1
′𝑒

𝑦2

2𝑝2

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝐶𝑒
𝑦2

2𝑝2 න𝑒𝑝
2𝑥

2

2 𝑑𝑥 ∎
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𝒖𝒙𝒚پاسخ معادلة : مثال − 𝒖𝒙 + 𝒙 + 𝒚 = .را با روش جداسازی متغیرها بیابید 𝟎

فرض:  𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦

𝑢𝑥 = 𝑋′𝑌 → 𝑢𝑥𝑦 = 𝑋′𝑌′

جایگذاری در معادله 𝑋′𝑌′ − 𝑋′𝑌 + 𝑥 = −𝑦 → 𝑋′ 𝑌′ − 𝑌 + 𝑦 = −𝑥

 این متغیرها جداسازی روش از و کنیم جدا هم از را 𝑌 و 𝑋 تواننمی است، مشخص که همانگونه❑

.نیست حل قابل پرسش

 باید حتماً معادله متغیرها، جداسازی روش از استفاه برای کنیم تأکید که بود این برای مثال این❑

.باشد همگن
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𝑢𝑥𝑥پاسخ معادلة : مثال + 𝑢𝑥 − 𝑢𝑡 = .را با روش جداسازی متغیرها بیابید 0

فرض:  𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡

𝑢𝑥 = 𝑋′𝑇 → 𝑢𝑥𝑥 = 𝑋′′𝑇
𝑢𝑡 = 𝑋 ሶ𝑇

و

𝑋′′𝑇 + 𝑋′𝑇 − 𝑋 ሶ𝑇 = 0
÷ 𝑋𝑇 𝑋′′ + 𝑋′

𝑋
=

ሶ𝑇

𝑇
= 𝑘
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𝑘:  فرض صفر بودن عدد ثابت -1 = 0
𝑋′′ + 𝑋′

𝑋
= 0 → 𝑋′′ + 𝑋′ = 0

𝑋′ = 𝑢
𝑢′ + 𝑢 = 0 →

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −𝑢

→
𝑑𝑢

𝑢
= −𝑑𝑥 → ln 𝑢 = −𝑥 + 𝐶1 → 𝑢 = 𝐶1

′𝑒−𝑥

𝑋′ = 𝑢
𝑋 𝑥 = 𝐶1

′′𝑒−𝑥 + 𝐶2

→
ሶ𝑇

𝑇
= 0 → ሶ𝑇 = 0 → 𝑇 = 𝐶3

→ 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡 = 𝐶3 𝐶1
′′𝑒−𝑥 + 𝐶2 = 𝐴𝑒−𝑥 + 𝐵 ∎
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𝑘:  فرض غیرصفر بودن عدد ثابت -2 ≠ 0

𝑋′′ + 𝑋′

𝑋
= 𝑘 → 𝑋′′ + 𝑋′ − 𝑘𝑋 = 0

→ 𝐷2 + 𝐷 − 𝑘 = 0 → Δ = 1 − 4𝑘 →

𝑘 = −
1

4
Δ = 0

𝑘 < −
1

4
Δ < 0

𝑘 >
1

4
Δ > 0

𝐷 = −
1

2
±
1

2
Δ
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→

𝑘 = −
1

4
→ 𝑋 𝑥 = 𝐶1𝑒

−
1
2
𝑥 + 𝐶2𝑥𝑒

−
1
2
𝑥

𝑘 < −
1

4
→ 𝑋 𝑥 = 𝑒−

1
2
𝑥 𝐶1 cos

Δ

2
𝑥 + 𝐶2 sin

Δ

2
𝑥

𝑘 > −
1

4
→ 𝑋 𝑥 = 𝑒−

1
2
𝑥 𝐶1𝑒

Δ
2

𝑥 + 𝐶2 𝑒
−

Δ
2
𝑥

:داریم 𝑇برای تابع زمان 
ሶ𝑇

𝑇
= 𝑘 → ሶ𝑇 = 𝑘𝑇 →

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘𝑇 →

𝑑𝑇

𝑇
= 𝑘𝑑𝑡

→ 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡 = 𝐶3
′𝑒𝑘𝑡𝑋 𝑡 ∎

→ ln𝑇 = 𝑘𝑡 + 𝐶3 → 𝑇 = 𝐶3
′𝑒𝑘𝑡
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𝒙𝟐𝒖𝒙𝒚پاسخ معادلة : مثال + 𝟑𝒚𝟐𝒖 = .را بیابید 𝟎

فرض: 𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦 → 𝑥2𝑋′𝑌′ + 3𝑦2𝑋𝑌 = 0

÷ 𝑋𝑇
−𝑥2

𝑋′

𝑋
= 3𝑦2

𝑌

𝑌′
= 𝑘

نیست و تفکیک  𝑘رسیم نیازی به تفکیک مثبت و منفی برای در مسائلی که به معادلة مرتبه اول می

.صفر و ناصفر کافی است

𝑘:  فرض صفر بودن عدد ثابت -1 = 0

3𝑦2
𝑌

𝑌′
= 0 → 𝑌 = 0 → 𝑢 𝑥, 𝑦 = 0 :جواب بدیهی

→ 𝑥2𝑋′𝑌′ = −3𝑦2𝑋𝑌
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𝑘:  فرض غیرصفر بودن عدد ثابت -2 ≠ 0

−𝑥2
𝑋′

𝑋
= 𝑘 → −𝑥2𝑋′ = 𝑘𝑋 → −𝑥2

𝑑𝑋

𝑑𝑥
= 𝑘𝑋

3𝑦2
𝑌

𝑌′
= 𝑘 → 𝑘𝑌′ = 3𝑦2𝑌 → 𝑘

𝑑𝑌

𝑑𝑦
= 3𝑦2𝑌

𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦 = 𝐶1
′𝑒

𝑘
𝑥 ∙ 𝐶2

′𝑒
𝑦3

𝑘 = 𝐶𝑒

𝑘
𝑥
+
𝑦3

𝑘 ∎

→
𝑑𝑋

𝑋
= −

𝑘

𝑥2
𝑑𝑥 → ln𝑋 =

𝑘

𝑥
+ 𝐶1 → 𝑋 = 𝐶1

′𝑒
𝑘
𝑥

→
𝑑𝑌

𝑌
= 3

𝑦2

𝑘
𝑑𝑦 → ln 𝑌 =

𝑦3

𝑘
+ 𝐶2 → 𝑌 = 𝐶2

′𝑒
𝑦3

𝑘



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

معادلة تار مرتعش همگن: معادلة موج

(معادلة پاسخ نهایی در حالت کلی)

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط
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تمعادلة موج همگن با دو سر ثاب -1

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥
𝐿
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𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥𝐿

.شرط مرزی و دو شرط اولیه نیاز داریم، چون دو سر تار ثابت است 2برای پرسش ❑

.پس شرط مرزی به صورت شرط مرزی دیریکله است❑

𝑢 0, 𝑡 = 𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

𝑢:کنیمدو شرط اولیه را بدین صورت فرض می❑ 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 :انحراف اولیه

𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝑔 𝑥 :سرعت اولیه
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فرض:  𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡

𝑢𝑥𝑥 = 𝑋′′𝑇 , 𝑢𝑡𝑡 = 𝑋 ሷ𝑇

→ 𝑋 ሷ𝑇 = 𝑐2𝑋′′𝑇

÷ 𝐶2𝑋𝑇 ሷ𝑇

𝑐2𝑇
=
𝑋′′

𝑋
= 𝑘

𝑋′′ − 𝑘𝑋 = 0

ሷ𝑇 − 𝑐2𝑘𝑇 = 0

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥

:ها مرتبه دو هستند، باید سه شرط مثبت، منفی و صفر را بررسی کنیمچون معادله
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𝑋′′ = 0 → 𝑋′ = 𝐴 → 𝑋 = 𝐴𝑥 + 𝐵 𝒌)فرض اول  = 𝟎:)

:توان از شرایط مرزی استفاده کردمی 𝐵و  𝐴برای یافتن 

𝑢 0, 𝑡 = 0 → 𝑋 0 𝑇 𝑡 = 0 → 𝑋 0 = 0 → 𝐵 = 0

𝑢 𝐿, 𝑡 = 0 → 𝑋 𝐿 𝑇 𝑡 = 0 → 𝑋 𝐿 = 0 → 𝐴 𝐿 = 0

→ 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡 = 0

.یستاین جواب بدیهی است و البته با شرایط اولیه همخوانی ندارد، پس قابل قبول ن

→ 𝐴 = 0
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𝑋′′ − 𝑝2𝑋 = 0 → 𝐷2 − 𝑝2 𝑋 = 0 𝒌)فرض دوم  = 𝒑𝟐:)

شودصفر نمی

𝑋 0 = 0 → 𝐴𝑒0 + 𝐵𝑒0 = 0 → 𝐴 + 𝐵 = 0 → 𝐴 = −𝐵

𝑋 𝐿 = 0 → 𝐴𝑒𝑝𝐿 − 𝐴𝑒−𝑝𝐿 = 0 → 𝐴 𝑒𝑝𝐿 − 𝑒−𝑝𝐿 = 0

.ول نیستاین جواب بدیهی است و البته با شرایط اولیه همخوانی ندارد، پس قابل قب

𝑋 𝑥 = 𝐴𝑒𝑝𝑥 + 𝐵𝑒−𝑝𝑥

→ 𝐷2 − 𝑝2 = 0 → 𝐷 = ±𝑝

→ 𝐴 = 𝐵 = 0 → 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋𝑇 = 0
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𝑋′′ + 𝑝2𝑋 = 0 → 𝐷2 + 𝑝2 𝑋 = 0 → 𝐷 = ±𝑖𝑝

𝒌)فرض سوم  = −𝒑𝟐:)

𝑋 𝑥 = 𝐴 cos 𝑝𝑥 + 𝐵 sin 𝑝𝑥

:شرایط مرزی
𝑋 0 = 0 → 𝐴 cos 0 + 𝐵 sin 0 = 0 → 𝐴 = 0

𝑋 𝐿 = 0 → 𝐵 sin 𝑝𝐿 = 0

𝐵در اینجا دو حالت داریم یا ❑ = sinیا  0 𝑝𝐿 = 0   .

𝐵اگر ❑ = 𝑢باشد، به  0 = .گیریمپس این حالت را در نظر نمی. رسیممی 0

→ sin 𝑝𝐿 = 0 → 𝑝𝐿 = 𝑛𝜋 → 𝑝 =
𝑛𝜋

𝐿
→ 𝑋 𝑥 = 𝐵 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥
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𝑇برای  𝑡 نیز داریم:ሷ𝑇 + 𝑝2𝑐2𝑇 = 0
𝑝 =

𝑛𝜋

𝐿
ሷ𝑇 +

𝑛2𝜋2𝑐2

𝐿2
𝑇 = 0 𝜆𝑛 =

𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝑛 = 1,2,⋯

ሷ𝑇 + 𝜆𝑛
2𝑇 = 0 → 𝐷2 + 𝜆𝑛

2 𝑇 = 0 → 𝐷 = ±𝜆𝑛𝑖

𝑇 𝑡 = 𝐶 cos 𝜆𝑛𝑡 + 𝐸 sin 𝜆𝑛𝑡

𝑢𝑛 𝑥, 𝑡 = 𝑋𝑛 𝑥 𝑇𝑛 𝑡 = 𝐵 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝐶 cos 𝜆𝑛𝑡 + 𝐸 sin 𝜆𝑛𝑡

= 𝐶𝑛 cos
𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝑡 + 𝐸𝑛 sin

𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝑡 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥
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𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 cos
𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝑡 + 𝐸𝑛 sin

𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝑡 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

 باشدمی نیز 𝑛 از تابعی 𝑡 و 𝑥 بر علاوه 𝑢 اینجا در❑

.رسیممی هم از مستقل هایجواب به نیز 𝑛 جای به جایگذاری با یعنی❑

  .است هاجواب این مجموع کلی جواب بیابیم، مستقل جواب 𝑛 اگر خطی معادلات در❑

:است شکل بدین 𝑢 کلی جواب پس❑

𝐿

𝑢
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انحراف اولیه (1:  )شرایط اولیه

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 → 𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥

𝑓در اینجا  :توجه❑ 𝑥 ها نوشته شده استبر حسب مجموعی از سینوس

:توان آن را سری فوریة سینوسی فرض کردپس می❑

𝐶𝑛 =
2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 :خوب ضریب اول به دست آمد

:کنیماز شرایط اولیه استفاده می 𝐸𝑛و  𝐶𝑛برای یافتن 
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سرعت اولیه (2:  )شرایط اولیه

𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝑔 𝑥 → 𝑔 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞
𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝐸𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝐸𝑛 =

2

𝐿
න
0

𝐿

𝑔 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝐸𝑛 =
2

𝑛𝜋𝑐
න
0

𝐿

𝑔 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥
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:پاسخ نهائی

𝑢 = ෍

𝑛=1

∞

൥
2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 cos

𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝑡

቉+
2

𝑛𝜋𝑐
න
0

𝐿

𝑔 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥 sin

𝑛𝜋𝑐

𝐿
𝑡 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥 ∎
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 هاولی سرعت بدون و اولیه انحراف یک با است، آزاد آن سر دو که 𝜋 طول به تاری :مثال

.بیابید را تار ارتعاش معادلة پاسخ .شودمی رها

𝑢𝑡𝑡 = 4𝑢𝑥𝑥 , 𝑢 𝑥, 0 = 5 cos 2𝑥

-10

-5

0

5

10

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

5cos2x
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 معناست ینبد ریاضی نظر از است آزاد تار سر وقتی شودمی ثابت ارتعاشات علم در :نکته

 .بود خواهد صفر جایی،جابه به نسبت تار مکان مشتق سر، آن در که

.پس شرایط مرزی، بدین صورت شرط مرزی نیومن است❑

:است و چون سرعت اولیه، صفر است پس شرایط اولیه بدین صورت❑

𝜕𝑢

𝜕𝑥
0, 𝑡 = 𝑢𝑥 0, 𝑡 = 𝑢𝑥 𝜋, 𝑡 = 0

𝑢 𝑥, 0 = 5 cos 2𝑥

𝑢𝑡 𝑥, 0 = 0  (سرعت اولیة صفر)
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→ 𝑢 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡 → 𝑋 ሷ𝑇 = 4𝑋′′𝑇

÷ 4𝑋𝑇 ሷ𝑇

4𝑇
=
𝑋′′

𝑋
= 𝑘

𝑋′′ − 𝑘𝑋 = 0

ሷ𝑇 − 𝑐2𝑘𝑇 = 0

𝑘 قبل مانند نیز اینجا در❑ = 𝑘 و 0 = 𝑝2 دهندنمی ما به جوابی.

𝑘 فرض فقط❑ = −𝑝2 رسدمی قبول قابل جواب به.

𝑋′′

𝑋
= −𝑝2 → 𝑋′′ + 𝑝2𝑋 = 0 → 𝐷2 + 𝑝2 𝑋 = 0 → 𝐷 = ±𝑖𝑝
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𝑋 𝑥 = 𝐴 cos 𝑝𝑥 + 𝐵 sin 𝑝𝑥

:اعمال شرایط مرزی
𝑋′ 0 = 0 → 𝐵𝑝 = 0 → 𝐵 = 0

𝑋′ 𝜋 = 0 → −𝐴𝑝 sin 𝑝𝜋 = 0

→ 𝑝𝜋 = 𝑛𝜋 → 𝑝 = 𝑛

𝑋′ 𝑥 = −𝐴𝑝 sin 𝑝𝑥 + 𝐵𝑝 cos 𝑝𝑥

→ 𝑋 𝑥 = 𝐴 cos 𝑛𝑥
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𝑇برای  𝑡 نیز داریم:ሷ𝑇 + 4𝑛2𝑇 = 0

:در نتیجه جواب بدین صورت است

𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=0

∞

𝐶𝑛 cos 2𝑛𝑡 + 𝐷𝑛 sin 2𝑛𝑡 cos 𝑛𝑥

.  شوداز صفر شروع می 𝑛چون سری ما کسینوسی است پس 

𝐷2 + 4𝑛2 𝑇 = 0 → 𝐷 = ±2𝑛

𝑇 𝑡 = 𝐶 cos 2𝑛𝑡 + 𝐷 sin 2𝑛𝑡



19از  18

𝑢:اعمال شرایط اولیه 𝑥, 0 = 5 cos 2𝑥

5 تابع کسینوسی فوریة سری راست، سمت عبارت اینجا در❑ cos 2𝑥 است.  

 .هستند عتواب همان خود مثلثاتی، هایعبارت فوریة سری که دانیممی تعامد قضیة طبق❑

5 تابع کسینوسی فوریة سری پس cos 2𝑥 5 همان cos 2𝑥است.  

5:داشت خواهیم لذا❑ cos 2𝑥 = 𝐶𝑛 cos 𝑛𝑥 → 𝑛 = 2, 𝐶2 = 5

5 cos 2𝑥 = ෍

𝑛=0

∞

𝐶𝑛 cos 𝑛𝑥



19از  19

𝑔چون سرعت اولیه نداریم یعنی ❑ 𝑥 = 𝐷𝑛است، پس  0 = .است 0

:در مجموع، پاسخ نهایی بدین شکل است❑

𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡 = 5 cos 2𝑥 cos 2𝑡 ∎



بِسْمِ اللَّهِ الرَّحمَْنِ الرَّحِيمِ

ریاضیات مهندسی

معادلة تار مرتعش ناهمگن: معادلة موج

یمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئ: 3فصل 

سيد محمد جعفری: توسط



24از  2

معادلة موج ناهمگن -2

 بر حاکم یلدیفرانس معادله آنگاه گیرد، قرار خارجی نیروی یک تأثیر تحت مرتعش تار اگر

𝑢𝑡𝑡   :شودمی ناهمگن آن = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 𝑥

B.C.: 𝑢 0, 𝑡 = 𝑎 𝑢 𝐿, 𝑡 = 𝑏

𝐿
𝑥

𝑢
𝐹 𝑥

I.C.: 𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 , 𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝑔 𝑥



24از  3

.باشد( 𝒙)نیروی خارجی فقط تابع مکان ( الف)

:کنیمجواب کلی را به دو صورت تقسیم می ODEدر اینجا همانند 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑉 𝑥, 𝑡 +𝑊 𝑥 𝑉 𝑥,𝑡  قسمت همگن و𝑊 𝑥 قسمت ناهمگن

:مآوریدر اینجا ابتدا قسمت ناهمگن را با شرایط روبه رو به دست می

𝑐2𝑊𝑥𝑥 + 𝐹 𝑥 = 0 ,𝑊 0 = 𝑎,𝑊 𝐿 = 𝑏

𝑢اکنون با جایگذاری  = 𝑉 𝑥,𝑡 +𝑊 𝑥 توان در معادله، می𝑉 را نیز به دست آورد  .

:تواند دو حالت داشته باشداین جملة ناهمگن می



24از  4

𝑢𝑡𝑡.معادلة روبه رو را با شرایط داده شده حل کنید: مثال − 𝑢𝑥𝑥 = 2

𝑢 0, 𝑡 = 0 𝑢 1, 𝑡 = 1

𝑢 𝑥, 0 = 0 𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝑥

B.C.:

I.C.:

𝑐2 = 1 → 𝑊𝑥𝑥 + 2 = 0

𝑊𝑥𝑥 = −2 → 𝑊𝑥 = −2𝑥 + 𝐶1

𝑊 𝑥 = −𝑥2 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2

𝑢:  فرض اول 𝑥,𝑡 = 𝑉 𝑥,𝑡 +𝑊 𝑥

𝑉:  فرض دوم 0,𝑡 = 𝑉 1,𝑡 = 0



24از  5

𝑊 0 = 0 → 𝐶2 = 0

𝑊 1 = 1 → −1 + 𝐶1 = 1 → 𝐶1 = 2

𝑊 𝑥 = −𝑥2 + 2𝑥

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑉 𝑥, 𝑡 − 𝑥2 + 2𝑥

𝑢𝑡 = 𝑉𝑡 → 𝑢𝑡𝑡 = 𝑉𝑡𝑡 :جایگذاری در معادله

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 2 → 𝑉𝑡𝑡 − 𝑉𝑥𝑥 + 2 = 2 → 𝑉𝑡𝑡 = 𝑉𝑥𝑥 ∎

𝑢𝑥 = 𝑉𝑥 − 2𝑥 + 2 → 𝑢𝑥𝑥 = 𝑉𝑥𝑥 − 2



24از  6

. همانطور که شاهد هستید، معادله همگن شد

𝑉𝑡𝑡:کنیمحال همین شرایط را برای شرایط مرزی هم لحاظ می = 𝑉𝑥𝑥

𝑢 0, 𝑡 = 𝑉 0, 𝑡 +𝑊 0 = 0

𝑢 1, 𝑡 = 𝑉 1, 𝑡 +𝑊 1 = 1

B.C.:

𝑊 0 = 0

𝑊 1 = 1

𝑉 0, 𝑡 = 0

𝑉 1, 𝑡 = 0



24از  7

𝑉𝑡𝑡 معادلة = 𝑉𝑥𝑥 این از پیش که شد ثابت سر دو با مرتعش تار معادلة همان الان 

:با شد برابر و یافتیم را آن پاسخ

𝐿 = 1, 𝑐 = 1

𝑉 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 cos 𝑛𝜋𝑡 + 𝐷𝑛 sin 𝑛𝜋𝑡 sin 𝑛𝜋𝑥

:باید شرایط اولیه را بررسی کنیم 𝐷𝑛و  𝐶𝑛برای یافتن 



24از  8

𝑢 𝑥, 0 = 𝑉 𝑥, 0 +𝑊 𝑥 = 0

→ 𝑉 𝑥, 0 − 𝑥2 + 2𝑥 = 0

→ 𝑉 𝑥, 0 = 𝑥2 − 2𝑥

𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝑉𝑡 𝑥, 0 +𝑊𝑡 𝑥
0

= 𝑥

→ 𝑉𝑡 𝑥, 0 = 𝑥

I.C.:

𝑓:   پس داریم 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥    و𝑔 𝑥 = 𝑥  



24از  9

𝐶𝑛 =
2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝐷𝑛 =
2

𝑛𝜋𝑐
න
0

𝐿

𝑔 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝐶𝑛 = 2න
0

1

𝑥2 − 2𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 =
2 −1 𝑛

𝑛𝜋
+
4 −1 𝑛 − 1

𝑛3𝜋3

𝐷𝑛 =
2

𝑛𝜋
න
0

1

𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 =
2 −1 𝑛+1

𝑛2𝜋2



24از  10

:توان جواب کلی را بدین گونه نوشتبه دست آمد، می 𝑉حال که 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑉 𝑥, 𝑡 +𝑊 𝑥

𝑢 𝑥, 𝑡 = −𝑥2 + 2𝑥 +෍

𝑛=1

∞

ൽ
2 −1 𝑛

𝑛𝜋
+
4 −1 𝑛 − 1

𝑛3𝜋3
cos 𝑛𝜋𝑡

𝑢 𝑥, 𝑡 = −𝑥2 + 2𝑥 +෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 cos 𝑛𝜋𝑡 + 𝐷𝑛 sin 𝑛𝜋𝑡 sin 𝑛𝜋𝑥

ඁ+
2 −1 𝑛+1

𝑛2𝜋2
sin 𝑛𝜋𝑡 sin 𝑛𝜋𝑥 ∎



24از  11

.باشد (𝑡) زمان تابع هم و (𝑥) مکان تابع هم (خارجی نیروی) خارجی تابع که است این دوم حالت (ب)

 طور به را جواب کلی شکل دلیل همین به .دارد فرساطاقت و طولانی بسیار روندی حالت این در

:نویسیممی خلاصه

B.C.: 𝑢 0, 𝑡 = 𝑝 𝑡 , 𝑢 𝐿, 𝑡 = 𝑞 𝑡

I.C.: 𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 , 𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝑔 𝑥

𝑊 𝑥, 𝑡 = 𝑝 𝑡 +
𝑞 𝑡 − 𝑝 𝑡

𝐿
𝑥

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 +𝐻 𝑥, 𝑡



24از  12

𝑢 = 𝑊 𝑥, 𝑡 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝜆𝑛𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝜆𝑛𝑡 + 𝜙𝑛 𝑡 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥

𝜓𝑛 𝑡 =
2

𝐿
න
0

𝐿

𝐻 𝑥, 𝑡 −𝑊𝑡𝑡 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝜙𝑛 𝑡 =
1

𝜆𝑛
න
0

𝑡

𝜓𝑛 𝜏 sin 𝜆𝑛 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

𝑎𝑛 =
2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 −𝑊 𝑥, 0 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
2

𝑛𝜋𝑐
න
0

𝐿

𝑔 𝑥 −𝑊 𝑥, 0 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥



24از  13

 داشته مرزی شرایط برای دیگری هایحالت اگر .است ثابت سر دو تار برای شده، بیان معادلات البته

 مراحل این که برسیم جواب به تا کنیم حل همگن صورت به را 𝑉 سپس بیابیم، را 𝑊 ابتدا باشد باشیم

:اند شرح بدین

𝑾 ناهمگن جواب یافتن :نخست مرحلة (1) 𝒙,𝒕

:حالت دارند 4شرایط مرزی داده شده در تار مرتعش : توجه

دو سر بسته. 1

ازابتدا بسته، انتها ب. 2

تهابتدا باز، انتها بس. 3

دو سر باز. 4



24از  14

1 ቐ

𝑢 0, 𝑡 = 𝑝 𝑡

𝑢 𝐿, 𝑡 = 𝑞 𝑡
:تهشرایط مرزی برای حالت تار دو سر بس

2 ቐ

𝑢 0, 𝑡 = 𝑝 𝑡

𝑢𝑥 𝐿, 𝑡 = 𝑞 𝑡

:ها بازشرایط مرزی برای حالت تار ابتدا بسته، انت

𝑊 اول حالت سه در 𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏 چهارم حالت در و 𝑊 𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 است.  

.آیندمی دست به مرزی شرایط همین از 𝑏 و 𝑎 ضرائب



24از  15

3 ቐ

𝑢𝑥 0, 𝑡 = 𝑝 𝑡

𝑢 𝐿, 𝑡 = 𝑞 𝑡
:ستهشرایط مرزی برای حالت تار ابتدا باز، انتها ب

𝑊 اول حالت سه در❑ 𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

𝑊 چهارم حالت در❑ 𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 است.  

.آیندمی دست به مرزی شرایط همین از 𝑏 و 𝑎 ضرائب❑

4 ቐ

𝑢𝑥 0, 𝑡 = 𝑝 𝑡

𝑢𝑥 𝐿, 𝑡 = 𝑞 𝑡
:شرایط مرزی برای حالت تار دو سر باز



24از  16

𝑽 همگن جواب یافتن :دوم مرحلة (2) 𝒙,𝒕

𝑉 شکل مرزی شرایط طبق 𝑥,𝑡 است زیر حالت 4 از یکی به:

:دو سر بسته

:ازابتدا بسته، انتها ب

𝑉 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥

𝑉 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 sin
2𝑛 − 1 𝜋

2𝐿
𝑥



24از  17

:ابتدا باز، انتها بسته

:دو سر باز

𝑉 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 cos
2𝑛 − 1 𝜋

2𝐿
𝑥

𝑉 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=0

∞

𝑇𝑛 𝑡 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 = 𝑇0 𝑡 +෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥

𝑻𝒏 مجهول ضریب یافتن :سوم مرحلة (3) 𝒕

𝑢 جایگذاری با = 𝑉 +𝑊 ما مجهول تنها معادله در 𝑇𝑛 𝑡 شرایط از استفاده با که بود خواهد 

 .آیدمی دست به فوریه سری و اولیه و مرزی



24از  18

𝑢𝑡𝑡.معادلة روبه رو را با شرایط داده شده حل کنید: مثال − 𝑢𝑥𝑥 = 0

B.C.: 𝑢 0, 𝑡 = 𝑡 , 𝑢 𝜋, 𝑡 = 𝑡 + 𝜋

I.C.: 𝑢 𝑥, 0 = 0 , 𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝑥

:چون دو سر بسته است پس. آوریمرا به دست می 𝑊ابتدا  :1مرحلة 

𝑊 𝑥, 𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏

𝑢:  فرض اول 𝑥,𝑡 = 𝑉 𝑥,𝑡 +𝑊 𝑥,𝑡

𝑉:  فرض دوم 0,𝑡 = 𝑉 𝜋,𝑡 = 0



24از  19

𝑊 0, 𝑡 = 𝑡 → 𝑏 = 𝑡

𝑊 𝜋, 𝑡 = 𝑡 + 𝜋 → 𝑎𝜋 + 𝑡 = 𝑡 + 𝜋 → 𝑎 = 1

𝑊 𝑥, 𝑡 = 𝑥 + 𝑡

𝑉شکل  :2مرحلة  𝑥,𝑡 آوریمرا به دست می  .

𝑉چون دو سر بسته است پس شکل  𝑥,𝑡 نیز بدین صورت است:

𝑉 = ෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑉 = ෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 sin 𝑛𝑥
𝐿 = 𝜋



24از  20

:جایگذاری :3مرحلة 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑥 + 𝑡 +෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 sin 𝑛𝑥

𝑢𝑡𝑡 = ෍

𝑛=1

∞

ሷ𝑇𝑛 𝑡 sin 𝑛𝑥

𝑢𝑥𝑥 = ෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 −𝑛2 sin 𝑛𝑥

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑉 𝑥, 𝑡 +𝑊 𝑥, 𝑡



24از  21

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 0

𝐷 = ±𝑖𝑛 → 𝑇𝑛 𝑡 = 𝐴 cos 𝑛𝑡 + 𝐵 sin 𝑛𝑡

෍

𝑛=1

∞

ሷ𝑇𝑛 + 𝑛2𝑇 sin 𝑛𝑥 = 0

෍

𝑛=1

∞

ሷ𝑇𝑛 𝑡 sin 𝑛𝑥 −෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 −𝑛2 sin 𝑛𝑥 = 0

ሷ𝑇𝑛 + 𝑛2𝑇 = 0 → 𝐷2 + 𝑛2 𝑇 = 0



24از  22

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑥 + 𝑡 +෍

𝑛=1

∞

𝐴 cos 𝑛𝑡 + 𝐵 sin 𝑛𝑡 sin 𝑛𝑥

:کنیممی استفاده اولیه شرایط از 𝐵 و 𝐴 یافتن برای

𝑢 𝑥, 0 = 𝑥 +෍

𝑛=1

∞

𝐴 sin 𝑛𝑥 = 0 → −𝑥 = ෍

𝑛=1

∞

𝐴 sin 𝑛𝑥

:داریم سینوسی فوریه سری طبق

→ 𝐴 =
2

𝜋
න
0

𝜋

−𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
2 −1 𝑛

𝑛



24از  23

𝑢𝑡 𝑥, 0 = 1 +෍

𝑛=1

∞

𝑛𝐵 cos 𝑛𝑡 sin 𝑛𝑥 = 𝑥

→ 𝐵 =
2

𝑛𝜋
න
0

𝜋

𝑥 − 1 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑥 − 1 = ෍

𝑛=1

∞

𝑛𝐵 cos 𝑛𝑡 sin 𝑛𝑥

→ 𝐵 = −2
1 + 𝜋 − 1 −1 𝑛

𝜋𝑛2



24از  24

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑥 + 𝑡 +෍

𝑛=1

∞

𝑇𝑛 𝑡 sin 𝑛𝑥

𝑇𝑛 𝑡 = 𝐴 cos 𝑛𝑡 + 𝐵 sin 𝑛𝑡

𝑇𝑛 𝑡 =
2 −1 𝑛

𝑛
cos 𝑛𝑡 − 2

1 + 𝜋 − 1 −1 𝑛

𝜋𝑛2
sin 𝑛𝑡

𝑢 = 𝑥 + 𝑡 +෍

𝑛=1

∞
2 −1 𝑛

𝑛
cos 𝑛𝑡 − 2

1 + 𝜋 − 1 −1 𝑛

𝜋𝑛2
sin 𝑛𝑡 sin 𝑛𝑥 ∎
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10از  2

معادلة موج دو بُعدی -3

.است مستطیلی غشای یک ارتعاش بر حاکم معادلة این❑

:کنیممی استفاده متغیرها جداسازی روش از❑
𝑦

𝑥

:مرزی شرایط

𝑎

𝑏

𝑢 0, 𝑦, 𝑡 = 𝑢 𝑎, 𝑦, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 0, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 𝑏, 𝑡 = 0

𝑢:اولیه شرایط 𝑥, 𝑦, 0 = 𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑢𝑡 𝑥, 𝑦, 𝑦 = 𝑔 𝑥, 𝑦

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦



10از  3

:دهیممی انجام صورت بدین را متغیرها جداسازی معادله این در

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐹 𝑥, 𝑦 𝑇 𝑡 → 𝐹 ሷ𝑇 = 𝑐2 𝐹𝑥𝑥𝑇 + 𝐹𝑦𝑦𝑇

÷ 𝑐2𝐹𝑇 ሷ𝑇

𝑐2𝑇
=
𝐹𝑥𝑥 + 𝐹𝑦𝑦

𝐹
= 𝑘 = −𝑝2

.باشد منفی باید 𝑘 ثابت عدد قبل، مانند

𝐹𝑥𝑥 + 𝐹𝑦𝑦 + 𝑝2𝐹 = 0

ሷ𝑇 + 𝑐2𝑝2𝑇 = 0

: Helmholtz equationمعادلة مکان یا 

:معادلة زمان



10از  4

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦 → 𝑋′′𝑌 + 𝑋𝑌′′ + 𝑝2𝑋𝑌 = 0

÷ 𝑋𝑌 𝑋′′

𝑋
= −

1

𝑌
𝑌′′ + 𝑝2𝑌 = −𝑘2

𝑌′′ + 𝑝2 − 𝑘2

𝑣2

𝑌 = 0

𝑋′′ + 𝑘2𝑋 = 0

𝑌 𝑦 = 𝐶 cos 𝑣𝑦 + 𝐷 sin 𝑣𝑦

𝑋 𝑥 = 𝐴 cos 𝑘𝑥 + 𝐵 sin 𝑘𝑥

.مکنیمی استفاده متغیرها جداسازی از دوباره مکان، معادلة حل برای حال



10از  5

  :داریم (موج مسألة مشابه) مرزی شرایط طبق و

𝑌 𝑦 = sin
𝑛𝜋

𝑏
𝑦

𝑋𝑚 𝑥 = sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥

.اعداد صحیح هستند 𝑚و  𝑛که در آن 

ቐ
𝑋 0 = 0 𝑋 𝑎 = 0

𝑌 0 = 0 𝑌 𝑏 = 0



10از  6

𝑇برای قسمت زمانی  𝑡 نیز داریم:ሷ𝑇 + 𝑐2𝑝2𝑇 = 0

𝑐2𝑝2 = 𝜆2 = 𝑐2𝜋2
𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2
→ 𝜆𝑚𝑛 = 𝑐𝜋

𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2

→ 𝑇 𝑡 = 𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑚𝑛𝑡 + 𝐵𝑚𝑛 sin 𝜆𝑚𝑛𝑡

𝑝2 = 𝑘2 + 𝑣2 =
𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2
𝜋2



10از  7

𝑢𝑚𝑛 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝑇𝑚𝑛 𝑡 𝐹𝑚𝑛 𝑥, 𝑦

𝑢𝑚𝑛 = 𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑚𝑛𝑡 + 𝐵𝑚𝑛 sin 𝜆𝑚𝑛𝑡 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑦

:ها داریمو با جمع جواب

𝑢 = ෍

𝑛=1

∞

෍

𝑚=1

∞

𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑚𝑛𝑡 + 𝐵𝑚𝑛 sin 𝜆𝑚𝑛𝑡 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑦



10از  8

:یابیمرا می 𝐵𝑚𝑛و  𝐴𝑚𝑛با اعمال شرایط اولیه ضرایب 

𝑢 𝑥, 𝑦, 0 = ෍

𝑛=1

∞

෍

𝑚=1

∞

𝐴𝑚𝑛 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑦 = 𝑓 𝑥, 𝑦

.باید دو بار از سری فوریه استفاده کنیم 𝐴𝑚𝑛برای یافتن ضریب 

𝐾𝑚 𝑦 = ෍

𝑛=1

∞

𝐴𝑚𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑏
𝑦 :ثابت 𝑦فرض 

෍

𝑚=1

∞

𝐾𝑚 𝑦 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑦 → 𝐾𝑚 𝑦 =

2

𝑎
න
0

𝑎

𝑓 𝑥, 𝑦 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 𝑑𝑥



10از  9

𝐾𝑚 𝑦 = ෍

𝑛=1

∞

𝐴𝑚𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑏
𝑦

→ 𝐴𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
න
0

𝑏

න
0

𝑎

𝑓 𝑥, 𝑦 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

:ضریب اول به دست آمد

𝐴𝑚𝑛 𝑦 =
2

𝑏
න
0

𝑏

𝐾𝑚 𝑦 sin
𝑛𝜋

𝑏
𝑦 𝑑𝑦



10از  10

:رسیممی پاسخ بدین و رویممی را 𝐴𝑚𝑛 مانند مسیری نیز 𝐵𝑚𝑛 برای ترتیب همین به

𝐵𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏𝑐𝜋
𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2

න
0

𝑏

න
0

𝑎

𝑔 𝑥, 𝑦 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

:شرط دوم شرایط اولیه

𝑢𝑡 𝑥, 𝑦, 0 = ෍

𝑛=1

∞

෍

𝑚=1

∞

𝐵𝑚𝑛𝜆𝑚𝑛 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑦 = 𝑔 𝑥, 𝑦
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9از  2

(اهیمیلة متن)معادلة انتقال گرمای یک بُعدی 

𝑢𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥

𝑢 0, 𝑡 = 𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

.  اردو دو شرط مرزی نیاز د( دمای اولیه)این معادله برای حل کامل به یک شرط اولیه ❑

:کنیمبرای مثال ابتدا با شرط داشتن دمای دو سر میله شروع می❑

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥

𝑢 = 0 𝑢 = 0

𝑥 = 𝐿

𝑢:دهیمابتدا جداسازی متغیرها را انجام می❑ 𝑥, 𝑡 = 𝐹 𝑥 𝐺 𝑡

𝐹 ሶ𝐺 − 𝑐2𝐹′′𝐺 = 0
÷ 𝑐2𝐹𝐺 ሶ𝐺

𝑐2𝐺
=
𝐹′′

𝐹
= 𝑘



9از  3

 همان دقیقا   معادله این 𝑥 قسمت زیرا .باشد منفی عدد یک 𝑘 باید موج، معادلة مانند نیز اینجا در❑

.دارند تفاوت (𝑡) زمانی قسمت در فقط و دارد را موج معادلة شرایط

𝑘 = −𝑝2 → ൞
𝐹′′ + 𝑝2𝐹 = 0

ሶ𝐺 + 𝑐2𝑝2𝐺 = 0

→ 𝐷2 + 𝑝2 𝐹 = 0 → 𝐷2 + 𝑝2 = 0

→ 𝐷 = ±𝑖𝑝 → 𝐹 𝑥 = 𝐴 cos 𝑝𝑥 + 𝐵 sin 𝑝𝑥 :شرایط مرزی❑

𝐹 0 = 0 → 𝐴 = 0

𝐹 𝐿 = 0 → 𝐵 sin 𝑝𝐿 = 0 → 𝑝𝐿 = 𝑛𝜋 → 𝑝 =
𝑛𝜋

𝐿
→ 𝐹 𝑥 = 𝐵 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥



9از  4

ሶ𝐺 + 𝑐2𝑝2𝐺 = 0 →
𝑑𝐺

𝑑𝑡
= −𝑐2𝑝2𝐺 →

𝑑𝐺

𝐺
= −𝑐2𝑝2𝑑𝑡

𝐺 𝑡 = 𝐷′𝑒−𝑐
2𝑝2𝑡 → 𝐺 𝑡 = 𝐷′𝑒

−
𝑐2𝜋2𝑛2

𝐿2
𝑡

:ممانند قبل داری❑

𝑢 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=1

∞

𝐷𝑛𝑒
−
𝑐2𝜋2𝑛2

𝐿2
𝑡
sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥

:کنیماز شرط اولیه استفاده می 𝐷𝑛برای یافتن ضریب مجهول ❑

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=1

∞

𝐷𝑛 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 → 𝐷𝑛 =

2

𝐿
න
0

𝐿

𝑓 𝑥 sin
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 𝑑𝑥

→ ln𝐺 = −𝑐2𝑝2𝑡 + 𝐷



9از  5

.ای را که دو سر آن عایق شده است را پس از گذشت زمان طولانی بیابیددمای میله :مثال

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 = 𝜋𝑢 𝑥, 0 = cos 4𝑥 + 1

𝑢𝑥 0, 𝑡 = 𝑢𝑥 𝜋, 𝑡 = 0

 صفر میله، رس دو از گرما انتقال نرخ یعنی .است عایق میله سر دو که است این پرسش این مرزی شرط❑

:است صفر است، عایق که میله از سری در مکان به نسبت تابع مشتق یعنی .است

𝑢:دهیمابتدا جداسازی متغیرها را انجام می❑ 𝑥, 𝑡 = 𝐹 𝑥 𝐺 𝑡

𝐹 ሶ𝐺 = 𝐹′′𝐺
÷ 𝐹𝐺 ሶ𝐺

𝐺
=
𝐹′′

𝐹
= −𝑝2



9از  6

→ 𝐹 𝑥 = 𝐴 cos 𝑝𝑥 + 𝐵 sin 𝑝𝑥

𝑛)از صفر  𝑛است، پس  کسینوسیچون دنباله ❑ = .شودشروع می( 0

ቐ
𝐹′ 0 = 0 → 𝐵 = 0

𝐹′ 𝜋 = 0 → 𝑝𝜋 = 𝑛𝜋 → 𝑝 = 𝑛 → 𝐹 𝑥 = 𝐴 cos 𝑛𝑥

→ 𝐹′ 𝑥 = −𝐴𝑝 sin 𝑝𝑥 + 𝐵𝑝 cos 𝑝𝑥

ሶ𝐺 + 𝑛2𝐺 = 0 →
𝑑𝐺

𝑑𝑡
= −𝑛2𝐺 →

𝑑𝐺

𝐺
= −𝑛2𝑑𝑡 → ln 𝐺 = −𝑛2𝑡 + 𝐶

→ 𝐺 𝑡 = 𝐶𝑛𝑒
−𝑛2𝑡 → 𝑢 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑛=0

∞

𝐶𝑛𝑒
−𝑛2𝑡 cos 𝑛𝑥



9از  7

:شتتوان نوپاسخ را بدین شکل نیز می❑
→ 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐶0 +෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛𝑒
−𝑛2𝑡 cos 𝑛𝑥

:حال با شرط اولیه داریم❑

𝑢 𝑥, 0 = cos 4𝑥 + 1 = 𝐶0 +෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 cos 𝑛𝑥

:با توجه به مفاهیم و مقایسه با سری فوریه داریم❑

𝐶0 = 1, 𝐶4 = 1 𝑛 = 4 , 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶6 = ⋯ = 0

→ 𝑢 𝑥, 𝑡 = 1 + 𝑒−16𝑡 cos 4𝑥 ∎



9از  8

:شوددر زمان طولانی دما بدین شکل محاسبه می❑

lim
𝑡→∞

𝑢 𝑥, 𝑡 = lim
𝑡→∞

1 + 𝑒−16𝑡 cos 4𝑥 = 1

.رسیممی 1 پایدار دمای به طولانی زمان از پس نتیجه در❑

 نةدام در خاصیت یک ناهمگونی علت به ابتدا در نفوذ زیرا .است 𝑢𝑥𝑥 نفوذ جملة از ناشی پدیده این❑

.ندارد ادامه همیشه ولی شودمی ایجاد پاسخ

 از سپ که میله دمای همانند .شودمی کم نفوذ و رودمی بین از ناهمگونی این زمان، گذشت از پس❑

.شودمی ثابت زمان گذشت



9از  9
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8از  2

(بدون مرز)معادلة گرمای یک بعدی 

 رایطش این در است، (نامتناهی) مرز بدون سمت دو یا سمت یک از نظر مورد میلة مسائل از برخی در

 حد ورتص به را میله دمای یعنی این .کرد استفاده حدی صورت از توانمی فقط و ندارد معنی مرزی شرز

.کرد القا مرزی شرط عنوان به نهایتبی در

.یدرا بیاب( نامتناهی)معادله گرمای میلة بدون مرز 

𝑢𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 −∞ < 𝑥 < +∞, 𝑡 > 0

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 lim
𝑥→±∞

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 :متغیرها جداسازی نخست

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐹 𝑥 𝐺 𝑡 → 𝐹 ሶ𝐺 = 𝑐2𝐹′′𝐺
÷ 𝑐2𝐹𝐺 ሶ𝐺

𝑐2𝐺
=
𝐹′′

𝐹
= 𝑘



8از  3

𝑘 :1 فرض = .رویمنمی فرض این سراغ پس دهدمی بدیهی جواب ما به 0

𝑘 :2 فرض = 𝑝2 شود بررسی باید.

𝐹′′ − 𝑝2𝐹 = 0 → 𝐹 𝑥 = 𝐴𝑒𝑝𝑥 + 𝐵𝑒−𝑝𝑥:مرزی شرط

lim
𝑥→∞

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→∞

𝐴𝑒𝑝𝑥 + 𝐵𝑒−𝑝𝑥 = 0 → 𝐴 = 0
0

lim
𝑥→−∞

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝐴𝑒𝑝𝑥 + 𝐵𝑒−𝑝𝑥 = 0 → 𝐵 = 0

.یستلذا این فرض نیز قابل قبول ن. رسیمدر این حالت نیز به جواب بدیهی صفر می

0



8از  4

𝐹′′ + 𝑝2𝐹 = 0 → 𝐹 𝑥 = 𝐴 cos 𝑝𝑥 + 𝐵 sin 𝑝𝑥 𝑘: 3فرض  = −𝑝2

 همانند پس .دهدمی مستقل جواب یک 𝑝 هر ازاء به و هست نیز 𝑝 از تابعی 𝑡 و 𝑥 بر علاوه 𝑢 اینجا در

 .سیدر کلی جواب به توانمی هاجواب جمع با نیز اینجا در آوردیم،می دست به را کلی جواب ∑ با که قبل

:کنیممی استفاده انتگرال از ،∑ جای به نیست، گسسته متغیر 𝑛 مانند 𝑝 یعنی ما متغیر چون اینجا در

ሶ𝐺 + 𝑐2𝑝2𝐺 = 0 → 𝐺 𝑡 = 𝐶𝑒−𝑐
2 𝑝2𝑡

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴′ cos 𝑝𝑥 + 𝐵′ sin 𝑝𝑥 𝑒−𝑐
2 𝑝2𝑡

𝑢 𝑥, 𝑡 = න
0

∞

𝐴′ cos 𝑝𝑥 + 𝐵′ sin 𝑝𝑥 𝑒−𝑐
2 𝑝2𝑡𝑑𝑝
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:کنیمنیز از شرایط اولیه استفاده می ′𝐵و  ′𝐴برای 

𝑢 𝑥, 0 = න
0

∞

𝐴′ cos 𝑝𝑥 + 𝐵′ sin 𝑝𝑥 𝑑𝑝 = 𝑓 𝑥

𝐴′ =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑣 cos 𝑝𝑣 𝑑𝑣

در اینجا به جای سری فوریه، شاهد انتگرال فوریه هستیم❑

:همان ضرائب انتگرال فوریه هستند ′𝐵و  ′𝐴لذا  ❑

𝐵′ =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑣 sin 𝑝𝑣 𝑑𝑣



8از  6

:کنیمرا جایگذاری می ′𝐵و  ′𝐴حال 

𝑢 𝑥, 𝑡 = න
0

∞ 𝑒−𝑐
2 𝑝2𝑡

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑣 cos 𝑝𝑣 cos 𝑝𝑥 + 𝑓 𝑣 sin 𝑝𝑣 sin 𝑝𝑥 𝑑𝑣 𝑑𝑝

𝑓 𝑣 cos 𝑝 𝑥 − 𝑣

𝑢 𝑥, 𝑡 = න
0

∞ 𝑒−𝑐
2 𝑝2𝑡

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑣 cos 𝑝 𝑥 − 𝑣 𝑑𝑣 𝑑𝑝

:مداری انتگرال ترتیب در جائیجابه کمی با و

𝑢 𝑥, 𝑡 =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑣 න
0

∞

𝑒−𝑐
2 𝑝2𝑡 cos 𝑝 𝑥 − 𝑣 𝑑𝑝 𝑑𝑣
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𝑆2 = 𝑐2𝑝2𝑡 → 𝑆 = 𝑐𝑝 𝑡 → 𝑑𝑆 = 𝑐 𝑡𝑑𝑝 → 𝑑𝑝 =
𝑑𝑆

𝑐 𝑡

:آورد در زیر انتگرال شکل به متغیر تغییر با را داخلی انتگرال توانمی حال

න
0

∞

𝑒−𝑐
2 𝑝2𝑡 cos 𝑝 𝑥 − 𝑣 𝑑𝑝 = න

0

∞

𝑒−𝑆
2
cos 2𝑏𝑆

𝑑𝑆

𝑐 𝑡

𝑝 𝑥 − 𝑣 = 2𝑏𝑆 → 𝑝 𝑥 − 𝑣 = 2𝑏𝑐𝑝 𝑡 → 𝑏 =
𝑥 − 𝑣

2𝑐 𝑡

=
1

𝑐 𝑡

𝜋

2
𝑒−𝑏

2
=

1

𝑐 𝑡

𝜋

2
𝑒
−

𝑥−𝑣

2𝑐 𝑡

2
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:رسیممی ترساده تصویری به نیز داخلی انتگرال جایگذاری با و

𝑢 𝑥, 𝑡 =
1

2𝑐 𝜋𝑡
න
−∞

∞

𝑓 𝑣 𝑒
−
𝑥−𝑣 2

4𝑐2𝑡 𝑑𝑣

:افتی تریساده شکل توانمی با روروبه مانند نیز دیگری فرض با البته

𝑧2 =
𝑥 − 𝑣 2

4𝑐2𝑡
→ −𝑧 =

𝑥 − 𝑣

2𝑐 𝑡

𝑢 𝑥, 𝑡 =
1

𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑥 + 2𝑐𝑧 𝑡 𝑒−𝑧
2
𝑑𝑧 ∎

→ −𝑥 + 𝑣 = 2𝑐 𝑡𝑧 → 𝑣 = 𝑥 + 2𝑐𝑧 𝑡 → 𝑑𝑣 = 2𝑐 𝑡𝑑𝑧
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