
گذشته کارهای بر مروری ١
از H = (V, F ) زیرگراف مͬ�خواهیم و است شده داده u : E → R+ وزن�های با G = (V,E) جهت بدون گراف ͷی برش: تن�ͷکننده�ی

باشد: برقرار زیر رابطه�ی برش�ها وزن بین و باشد ͷکوچ |F | که کنیم پیدا w : F → R+ وزن�های با را G

w(δH(U)) = (1± ϵ)u(δG(U)) ∀U ⊂ V

که باشد داشته وجود cثابت اگر مͬ�گویند، دهنده» «بسط ͷی را V رئوس مجموعه Hروی گراف دهنده: بسط گراف

|δH(U)| ≥ c|U | ∀U ⊂ V, |U | ≤ n/2

آنͽاه بدهیم، w = n Hوزن یالهای همه�ی به و باشد V رئوس مجموعه با کامل گراف ͷی G اگر

w(δH(U)) ≥ cn|U | ≈ |δG(U)| ∀U ⊂ V, |U | ≤ n/2

مͬ�کنند. عمل کامل گراف�های برای تن�ͷکننده شبیه دهنده�ها بسط پس

احتمال با روش این باشد. p = θ(log(n)/n) اگر است دهنده بسط ͷی زیاد احتمال با Gn,p تصادفͬ گراف تصادفͬ: ساخت ساده�ی روش
مͬ�دهد. یال θ(n log n) با دهنده بسط ͷی زیاد

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را LG لاپلاسین ماتریس ،Gگراف متناظر طیفͬ: تن�ͷکننده�های

xTLGx = Σst∈Eust(xs − xt)
2 ∀x ∈ RV

است. نیمه�معین مثبت ماتریس ͷی LG صورت این در
مͬ�رسیم. برش تن�ͷکننده ͷی به کنیم، محدود ١ و ٠ درایه�های با بردارهای به را طیفͬ تن�ͷکننده اگر برشͬ: تن�ͷکننده�های

xTLHx = (1± ϵ)xTLGx ∀x ∈ RV ⇒{0,1}−vectors w(δH(U)) = (1± ϵ)u(δG(U)) ∀U ⊂ V

تن�ͷکننده�های قیود تعداد دستبیاوریم. به را شده تن�ͷکننده�هایگفته مͬ�توانیم semi definite programmingروش با نیمه�معین: برنامه�ریزی
چندجمله�ای زمان در Gاست برای طیفͬ تن�ͷکننده�ی ͷیH گراف اینͺه کردن ͷچ است. بینهایت طیفͬ تن�ͷکننده�های قیود تعداد و 2n برشͬ
که است non-uniform sparsest cut مسأله�ی است برشͬ تن�ͷکننده G گراف برای H گراف ͷی اینͺه کردن ͷچ اما است پذیر امͺان

است. np-سخت
داریم: کنیم. حل را LGx = b مͬ�خواهیم کنید فرض طیفͬ: تن�ͷکننده�های کاربرد

(1− ϵ)L−1
G ≤ L−1

H b ≤ (1 + ϵ)L−1
G b

باشد. ساده�تر L−1
H b کردن حل است ͷتن ماتریس ͷیH چون امیدواریم

است. یالها mتعداد که شود پیدا O(m log n(log log n)2) زمان در مͬ�تواند LGx = b برای تقریبͬ جواب قضیه:
موجود: روش�های

مͬ�دهند. n logO(1)(n)
ϵ2 یالهای تعداد که برشͬ تن�ͷکننده�های برای ترکیبیاتͬ روش�های •

مͬ�دهند. n
ϵ2 یالهای تعداد که طیفͬ تن�ͷکننده�های برای جبرخطͬ روش�های •

١



تصادفͬ نمونه�گیری با تن�ͷکننده ٢
یالهایͬ چون نیست، سادگͬ این به دیͽر گرافهای در دارد. O(nیال log n) که کنیم حساب را دهنده بسط مͬ�توانیم سادگͬ به کامل گراف برای

برمͬ�داریم. کمͬ احتمال با دارند زیادی اتصال که یالهایͬ و مͬ�کنیم انتخاب زیاد احتمال با دارند کمͬ اتصال که

غیریͺنواخت: نمونه�گیری الͽوریتم ١.٢

باشد. we یال هر وزن و باشد pe یال هر برداشتن احتمال کنید فرض

مͬ�کنیم. اجرا را زیر عملیات Mبار .١

مͬ�کنیم. انتخاب pe احتمال با تصادفͬ صورت به را یال ͷی .٢

مͬ�دهیم. افزایش we

pe∗M اندازه�ی به ͷتن گراف در را آن وزن .٣

غیریͺنواخت: نمونه�گیری الͽوریتم تحلیل

E[w′
e] = Σ1,...,M

we

pe.M
.pe = M.

we

M
= we

E[|E′|] ≤ M.Σe∈Epe

احتمال اگر شود. n logO(1) n یالها تعداد متوسط و شود حفظ برش�ها وزن متوسط که کنیم تعیین طوری را یالها انتخاب احتمال مͬ�خواهیم
تعداد متوسط و بزنیم تقریب را برش�ها وزن مͬ�توانیم O(m + n log n) زمان در کنیم، تعریف pst = 1

min s,t−cut را st یال هر حضور
مͬ�شود. O(nlog2n/ϵ2) یالها
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رأسها تصادفͬ نمونه�گیری با تن�ͷکننده ٣
هیچ که (گرافهایͬ شبه�دوبخشͬ گرافهای روی اینجا در است. شده ارائه داشت وجود قبلͬ الͽوریتم�های در که بدی حالت حل برای روش این
احتمال است. غیرنهایͬ رأسهای تصادفͬ نمونه�گیری است رفته کار به مقاله این در که روشͬ مͬ�شود. کار نیست) آنها غیرپایانͬ رأسهای بین یالͬ
را v رأس که یالͬ وزن مینیمم پایانͬ، رئوس از S زیرمجموعه هر ازای به که مͬ�کنیم حساب صورت این به را v مانند غیرنهایͬ رأس هر متناظر
تن�ͷکننده ͷی به شود، حفظ خوبͬ تقریب با برش این اگر و است مجموعه�ها این برش وزن که مͬ�آوریم دست به مͬ�کند جدا V −S از یا S از

داشت: خواهیم دهیم، نشان Iv با را v رأس حضور معادل تصادفͬ متغیر و T با را پایانͬ رأسهای مجموعه اگر رسیده�ایم.
Graph H:

∀S ⊂ T, S′ = T − S cut′S,S′ =
∑
v/∈T

Iv/pv.min
∑
s∈S

wsv,
∑
t∈S′

wvt

مشͺل این حل برای مͬ�کند. سخت را محاسبات است، وابسته S مجموعه به مͬ�آید دست به بالا تعریف از که رأس برداشتن احتمال چون
داریم: پس است. کمتر ماکسیمم برابر C(k, 2) = k(k − 1)/2 ≤ k2 از مجموع مͬ�دانیم دیͽر طرف از مͬ�دهیم. قرار را آنها ماکسیمم

cut′S,S′ ≥ maxs∈S
t∈S′

∑
v

Iv/pv.minw(s, v), w(v, t) ≥
1

k2
cut′S,S′

مͬ�آید: دست به رأس هر انتخاب احتمال اینجا از

pv = M.maxs̸=t
min{wsv, wvt}∑
v′ min{wsv′ , wv′t}

است. چندجمله�ای k و 1/ϵحسب Mبر که
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جریان حفظ تقریب ضریب ۴
مͬ�گذاریم. جدید گراف در آنها بین یال وزن را t و s رأس دو بین کمینه برش وزن و هستند ترمینال رأسهای فقط آن در که مͬ�سازیم دیͽری گراف
این کار این مزیت هستند. ترمینالها از رأس دو t و s که مͬ�گیریم t به s از مسیرهای متناظر را متغیرها و مͬ�کنیم استفاده LP از جدید گراف در

است. O(k2) ما قیود تعداد (برش�ها)، نمایͬ قیود تعداد جای به که است
را آنها برش ظرفیت و dst با را آنها فاصله�ی پایانͬ رأس دو هر ازای به همچنین مͬ�دهیم. نشان le با را آن طول و we با را یال هر (وزن) ظرفیت

مͬ�دهیم. نشان δst با

min
∑
e∈E

we.le

s.t. ∑
s,t∈(T2)

dstδst ≥ 1

δst ≤
∑
e∈p

le ∀s, t ∈
(
T

2

)
and a path P connecting them

le ≥ 0 ∀e ∈ E

δst ≥ 0 ∀s, t ∈
(
T

2

)

ترکیب روش با تن�ͷکردن ۵
را گراف دو و مͬ�گذاریم هم روی را پایانͬ رأسهای سپس بزنیم. تقریب پایانͬ رأس بدون مسیری با را پایانͬ رأس دو هر بین جریان مͬ�خواهیم

مͬ�دهیم. ارائه را جریان برای آمده دست به گراف تقریب ضریب اثبات ادامه در مͬ�چسبانیم. هم به
مͬ�دهد. ρ = max(ρ1, ρ2)تقریب با ͷتن گراف جریان، برای ρ2 و ρ1 تقریب�های ضریب با ͷتن گراف دو ادغام ترکیب: لم

داریم: برش بودن ͷتن تعریف از استفاده با اثبات:

sparsity = cut/flow = (cut1 + cut2)/flow = cut1/flow + cut2/flow

sparsity1 + sparsity2 = cut1/flow1 + cut2/flow2

flow = max(flow1, f low2) ⇒ sparsity ≤ sparsity1 + sparsity2

موازی و سری گراف�های ۶
باشد. شده ساخته کردن موازی و سری عملیات از مجموعه�ای از بازگشتͬ صورت به که گرافͬ سری-موازی: گراف
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دارند. رأس O(k) با بهینه ͷتن گراف ترمینال، رأس k با سری-موازی گرافهای قضیه:
دهیم. نشان درخت ͷی صورت به را آن ساخت مراحل مͬ�توانیم پس است دیͽر گراف دو ترکیب معادل غیرپایانͬ رأس هر گرافها این در اثبات:

داریم. رأس O(k) که مͬ�شود ثابت ͷتن گرافهای ترکیب لم و استقرا با

گراف درختͬ تجزیه ٧
مͬ�کند: صدق زیر شرایط در و است گراف) (رئوس V از Xiزیرمجموعه�ای ,X1که .., Xn گره�های با T درخت

هست. درخت گره ͷی در حداقل گراف رأس هر .١

هستند. v Xjشامل Xiو بین یͺتای مسیر در موجود گره�های همه�ی باشند، v رأس شامل دو Xjهر Xiو اگر .٢

باشد. w و v دوی هر شامل که دارد Xijوجود زیرمجموعه�ی گراف، در (v, w) یال هر ازای به .٣

مͬ�گویند. درختͬ عرض را گراف برای ممͺن درختͬ تجزیه�های همه�ی بین |Xi| − 1 ماکسیمم درختͬ: عرض
درختͬ) عرض حسب بر رأس�ها (تعداد قضیه:

درختͬ عرض که صورتͬ در باشیم، داشته S(k) اندازه�ی و q(k) تقریب با جریان تن�ͷکننده گراف ͷی اگر پایانͬ، رأس k با گراف هر برای
دارد. رأس k4.S(6w) حداکثر که دارد وجود جریان برای q(6w)تقریب با گراف باشد، w اولیه گراف

نشده حل مسائل ٨

مͬ�مانند: باقͬ نشده حل زیر مسائل تن�ͷکننده گرافهای زمینه�ی در

جهت�دار گراف�های برای تن�ͷکننده •
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یال O(n/ϵ2) با تن�ͷکننده�های برای تصادفͬ) (مثلا́ دیͽر ساخت روش�های •

دهنده بسط گرافهای (غیربازگشتͬ) ترتیبͬ ساخت •

یال وزن بهتر کنترل •

طیفͬ تن�ͷکننده�های برای ترکیبیاتͬ اثبات •

۶
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