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 ي ٍ آن اودیطیدٌ ای، امزيست را ساختٍسایىدٌ افکار ماست. آوچٍ دیزيس ت سودگی ما
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 درونیاتی لاگرانژ

, فزض کىید . . . , ,nx x x1 وماطی متمایش تًدٌ ي ممدار ( )f x   در ایه وماط معلوً  ي تزاتوز 

, . . . , ,nf f f1  تاتعتاضد. اکىًن ( )iL x کىیم:را تٍ صًرت سیز تعزیف می 
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 ضًد کٍتٍ آساوی ثاتت می
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)تا استفادٌ اس )L xi ٍایچىد خمل ( )
n

p x کىیم:را تٍ صًرت سیز تعزیف می 
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)    ٍ سادگی مطاَدٌ می ضًد کٍت  ) , , . . . ,
n i ip x f i n  ) یعىوی  1 )np x  اس

) وماط , )x fi i گذرد.می 

 

 ای لاگزاوژ: اگز خديلی مطاتك سیز داضتٍ تاضیم، مطلًب است تعییه چىد خملٍمثال
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            کىیم:تتدا ضزایة لاگزاوژ را محاسثٍ میاحل: 
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 ضًد:ای لاگزاوژ تٍ فز  سیز تعییه میچىد خملٍ تىاتزایه
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) ضًد کٍدر مثال فًق مطاَدٌ می نکته: ) ( ) ( )L x L x L x  1 2 کوٍ   ًدومو تًان ثاتت می .1

) َمًارٌ ) ( ) . . . ( )nL x L x L x   1  خًاوىودٌ اثثات ایه راتطوٍ توٍ وىوًان تموزیه توٍ       1

 گزدد.ياگذار می

 

) فزض کىید ومطٍ در مثال لثل :مثال , )2  :تٍ خديل افشيدٌ ضًد 7
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 کىد.ای حاصل تغییز ومیای لاگزاوژ وطان دَید کٍ چىد خملٍتا تعییه مددد چىد خملٍ
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    تىاتزایه

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x f L x f L x f L x f L x x x      
2

1 1 2 2 3 3 1 

مثال لثل تغییز وکوزدٌ اسوت. دلیول ایوه اموز آن      ای حاصل وسثت تٍ ضًد کٍ چىدخملٍمطاَدٌ می

)است کٍ ومطٍ , )2 فزد است پو   ٍ ای مىحصز تي چًن چىد خملٍ يالع است xp)( تز مىحىی تاتع 7

 کىد.   خًاب تغییز ومی

 هعایة روش لاگرانژ

اس اتتدا صًرت گیزد، مگز ایه کٍ وماط اگز تعداد وماط خديل افشایص یاتد کلیٍ محاسثات تاید  -1

 ی تدست آمدٌ صدق کىىد.اافشيدٌ ضدٌ در چىدخملٍ

 تاضد.خیلی تشرگ ویست، سیاد می n حدم محاسثات حتی مًلعی کٍ -2

، َمچىویه اس آودوا کوٍ    ای حاصول توا اوتُوای محاسوثات مطوست ویسوت      درخٍ چىد خملٍ -3

ای تاید دلوت لاس  را صوًرت داد.   ٍگیزد، لذا در تعییه چىد خملت تٍ تدریح ضکل میمحاسثا

7)مثال   را تثیىید(  3
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 تفاضلات تقسین شده نیوتن
  . 

xفزض کىید  تعریف: i  َا وماطی متمایش يf i  ممدار تاتع( )f x  درx i    تاضد. تفاضوتت تمسویم

 ضًود:ضدٌ مزتثٍ ايل چىیه تعزیف می
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 ضًود:تفاضتت تمسیم ضدٌ مزتثٍ دي  ویش تٍ صًرت سیزتعزیف می
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 ضًد:تٍ کمک راتطٍ سیز محاسثٍ می k تٍ طًر کلی تفاضل تمسیم ضدٌ مزتثٍ
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)ای دريویاب تاتع : چىد خملٍقضیه )f x   در وماط( , ) , ( , ) , ..., ( , )
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3مثال  تا تًخٍ تٍ تاتع خديلی سیز تفاضتت تمسیم ضدٌ ویًته را محاسثٍ کىید. :3

 

3 2 1 . 1- 
ix 

11 5 4 1 1- 
if 

 

    حل:



                                                                                محاسبات عددی                                                                                             

[ ]

[ ]

[ ] [ ]
[ ]

,

,

, ,
, ,

x

x

x x

f f
f x

x x

f f
f x

x x

f x x f x x
f x

x x

  
  

  

 
  

 

 
  

  

1
1

1

1 2
21

1 2

1 1 2
1 2

2

1 1
2

1

1 4
3

1

2 3 1
1 1 2

 

 آيردٌ ضدٌ است: سیز سایز تفاضتت تمسیم ضدٌ در خديل
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)/ي ممدار تمزیثی  ای دريویاب تاتع خديلی سیزمطلًب است چىد خملٍ :مثال )f 5 
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)ي اس راتطٍ سیز تىا تٍ خديل  حل: . )3  داریم: 3
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 چند جوله ای تفاضلات تقسین شده نیوتن هزایای

)تًخٍ  گیزود.تا افشيدن ومطٍ یا وماطی تٍ خديل، محاسثات لثلی تٍ طًر کامل مًرد استفادٌ لزار می -1

ا ی تغییز وسًاَد مدٌ صدق کىىد ایه چىد خملٍآ ای تدستاگز وماط خدید در چىدخملٍ ،تٍ تاضیدداض

 کزد.(

ای اس ريی خديل تفاضتت لاتل پیص تیىی است ي تزاتزاسوت توا تشرگتوزیه مزتثوٍ     درخٍ چىدخملٍ -2

 تفاضتت تمسیم ضدٌ مسالف صفز.
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)ٍ : تا افشيدن ومطمثال , )3 ای دريویاب را تدست آيردٌ ي وطوان دَیود   تٍ خديل مثال لثل، چىدخملٍ 9

 گیزود.محاسثات لثلی تٍ طًر کامل مًرد استفادٌ لزار می

ممادیزی کٍ سیز آوُوا خوک کطویدٌ ضودٌ،     تفاضتت محاسثٍ ضدٌ در خديل سیز آيردٌ ضدٌ است.  حل:

ضوًد کوٍ   مطواَدٌ موی   يدن ومطٍ خدید تٍ خديل لثلی افوشيدٌ ضودٌ اوود.   اودادی َستىد کٍ در اثز افش

 اود:تمامی محاسثات لثلی ،  مًرد استفادٌ لزار گزفتٍ
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 ای درونیاب جولهخطای چند

, در ومواط ديتودي متموایش    f(x)تواتع   چىدخملٍ ای دريویاب p(x) اگز . . . , ,x x xn  توًدٌ ي   1

f(x)  ٍدارای مطتك مزتث ( )n1 ٌتاضد آوگا 
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, ومطٍ ای در  کٍ در آن nx x    می تاضد. 

 :تا ضزایک فًق داریم نتیجه:
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) کزان تالا تزای یک M کٍ در آن  )
( )

n
f x

1 تز , nx x    تاضد.می 

 

 تفاضلات هتناهی
xت تمسیم ضدٌ ویًته تزای تًاتع خديلی کٍ در آوُا فاصلٍريضُای دريویاتی لاگزاوژ ي تفاضت  i   َوا

xضًود. تا ایه حال َىگامی کٍ فاصلٍکار گزفتٍ میٍ مسايی یا غیز مسايی تاضد ت i  د، ىَا یکسان تاضو

  ريضُای دیگزی ویش يخًد دارد کٍ سادٌ تز اس ريضُای ارایٍ ضدٌ است.

 ریف عولگر انتقالتع

iوطان دادٌ ضدٌ ي تٍ صًرت  E ایه وملگز تا وماد iE f f   تىاتزایه. ضًدتعزیف می 1
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 تعریف عولگر تفاضل پیشرو

E وطان دادٌ می ضًد چىیه تعزیف می ضًد:  ل پیطزي کٍ تاوملگز تفاض  1:تىاتز ایه . 

( )i i i i i if E f E f f f f      11 
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 ي تٍ َمیه تزتیة داریم:
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 تٍ راحتی می تًان وطان داد کٍ
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 .: تفاضتت پیطزي ي پسزي را تزای تاتع خديلی سیز محاسثٍ کىیدمثال

 

1 . 1 2 x i 
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) راتطوٍ َوای   تٍ تىا ي پسزي تفاضتت پیطزيحل:  . )6 )ي  3 . )7 تزتیوة در دي   محاسویٍ ضودٌ ي توٍ     3

 خديل سیز آيردٌ ضدٌ اود:

if
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 if
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 if 
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 f 
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   2 1  

 یوک  ایوه یکسان است. ضًد، ممادیز تدست آمدٌ در َز دي خديل َماوطًر کٍ در ایه مثال مطاَدٌ می

 .تاضدارٌ یکسان میًخديل تفاضتت پیطزي ي پسزي تزای یک تاتع خديلی َمکلی است ي  وتیدٍ

 چند راتطه ههن:
ًد دارد کٍ تزخوی  تیه تفاضتت پیطزي ي پسزي ي َمچىیه تفاضتت تمسیم ضدٌ ویًته رياتک مُمی يخ

 اس آوُا در سیز آمدٌ است.

xالف: اگز i  مسايی تاضىدفاصلٍ تا َا (i ix x h  1) ٌآوگا 
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xب: اگووز  i    َووا دارای فاصوولٍ یکسووان تووًدٌ ي , , ,...,i ix x h i n    1 1 2  ي 1

ix x h  ٌآوگا:   

( )( ) . . . ( ) ( ) . . . ( )
k

i i i kx x x x x x h k  


      
1

1 1 

) ج: اگز )
n

f x x ٌآوگا !
n n

if n h  ي اگز m n ٌآوگا m
if . 

 چندجوله ای درونیاب ترحسة تفاضلات پیشرو و پسرو

, َا دارای فاصلٍ یکسان تاضىد ي ixاگز , ,...,i ix x h i n    1 1 2 آوگواٌ  ،  1

 ضًد:تٍ صًرت سیز وًضتٍ می ixچىدخملٍ ای دريویاب تز حسة تفاضتت پیطزي مثتىی تز

( ) ( ) . . . ( )
( ) . . . ( . )

! !

k
i i i i i

k
p x f f f f

k

    


   
       

21 1 1
8 3

2
 

ix َمچىیه تا فزض x h   چىدخملوٍ ای دريویواب توز حسوة تفاضوتت پسوزي        می توًان

 را تٍ صًرت سیز تعزیف کزد: ix مثتىی تز

 

( ) ( ) . . . ( )
( ) . . . ( . )

! !

k
i i i i i

k
p x f f f f

k

    


   
       

21 1 1
9 3

2
 

را آن ومطٍ اس خديل اختیوار کىویم کوٍ کمتوزیه      ix در محاسثات تٍ مىظًر کاَص خطا تُتز است

 داضتٍ تاضد. دادٌ ضدٌ x ممدار فاصلٍ را تا

 

 :: تاتع خديلی سیز را در وظز تگیزیدمثال
 

5 3 1 1- 
ix 

1 6 4 2 if 
 

)تٍ کمک چىدخملٍ ای دريویاب مىاسة ممادیز تمزیثی )f  ي /( )f 3  را تعییه کىید. 75

 دَیم:تطکیل میفاضتت را حل: اتتدا خديل ت                                                                       
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if
3

 if
2

 if 
if i

x  

   2 1-  

  6    

 16  4 1  

22  1    

 6  6 3  

  4    

   1 5  

) ممدار یتزای محاسثٍ تمزیث )f  ٍ x چًن فاصول    توا ومواط x  1  يx 1 یکسوان    1

x یا x تز یای دريویاب مثتىتًان اس چىدخملٍاست لذا می ای پیطوزي  ٌ ومًد. ما اس چىدخملٍاستفاد 1

 وماییم:استفادٌ می x مثتىی تز

x x x

h


 
 

1
2

 

( ) ( ) ( )
( )

! !

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
! !

p x f f f f

x x x x x

x

    


  
      

    


     

2 31 1 2
2 3

1 1 1 1 3
1 2 2 2 2 22 6 16 22

2 2 3

 

 خًاَیم داضت: تىاتزایه

( ) ( ) ( )p x x x x f p


      
3 211 2

13 14 14
3 3

 

)/ تزای محاسثٍ تمزیثی )f 3 x تز س چىدخملٍ ای دريویاب پسزي مثتىیا 75  کىیم:استفادٌ می 2
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( )
( )

!

( ) ( )

( ) ( )
!

x x x

h

p x f f f

x x

x

x x



 


 
 


    

 


  

  

2

2
2 2 2 2

2

31
2

1
2

3 1
3 2 26 1 16

2 2

2 3 3

 

x/ کٍ تا لزاردادن  3 /        داریم: 75 / /( ) ( )f p 23 75 3 75 13 875 

.6    رونیاتی هعکوس د 3
تا کىًن تعییه چىدخملٍ ای دريویاب تًاتع اس ريی خديل ي سپ  یافته تمزیثوی اس ممودار تواتع در    

ایوه   ؟گیوزد خًاَیم تثیىیم تاتع در کدا ممدار دلسوًاٌ را موی  میاست. ایىک  ای دلسًاٌ، ارایٍ ضدٌومطٍ

)اسوت کوٍ    x . تٍ وثارت دیگز َدف یافته تمزیثوی اس وامىدومل را دريویاتی معکًس می )f x . 

) اگز )y f x تاتع  ي معکًسf داضتٍ تاضد، آوگاٌ يخًد ( )x f y



  ای خديللذا تٍ خ 1

 

nx . . . . x 1 x ix 

nf . . . . f 1 f 
if 

 

 :می تًان خديل سیز را در وظز گزفت

 

nf . . . . f 1 f 
if 

nx . . . . x 1 x ix 
  

فاصلٍ یکسان ویستىد، لذا اس دريویاتی لاگزاوژ یوا تفاضوتت تمسویم ضودٌ     َا دارای  ifچًن معمًلاً 

وًض ضدٌ است. در ضمه تٍ مىظًر کاَص خطوای   if ي ix ٍ در آن ومصکضًد ویًته استفادٌ می

if دَیم کٍگزد کزدن، خديل خدید را طًری تطکیل می  .صعًدی تاضد 
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طًری تعییه ومایید کٍ خطوا کمتوزیه ممودار را     : تا استفادٌ اس خديل سیز تسمیىی اس صفز تاتع رامثال

 .داضتٍ تاضد

 

/1 3 /1 2 /1 1 1 ix  

/ 39 / 34 / 87 /1 25 if  
 

if کىیم کٍحل: خديل خدید را تز حسة تفاضتت تمسیم ضدٌ ویًته طًری مزتة می    تٍ طوًر

 .  صعًدی در خديل لزار گیزد

 
 تفاضل ايل تفاضل دي  تفاضل سً 

ix if  
   

/1 2 / 34  

  2    

 /1 52  
/1 3 / 39  

/99  
/16    

 
/ 6  

/1 1 / 87  

  
/ 26    

   1 /1 25  
 

 iyي ixای دريویاب تفاضتت تمسیم ضدٌ ویًته کٍ در آن وموص چىد خملٍتا تًخٍ تٍ ایه خديل 

 تاضد:وًض ضدٌ است تٍ صًرت سیز می
/ / / / /

/ / / / /

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) ( )

x

x

    

     

1 2 34 2 34 39 1 52

34 39 87 99 0 84
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 :تورین

 
تمسویم ضودٌ تدسوت    را اس ريش تفاضوتت   f ای دريویواب تاتع خديلی سیز مفزيض است. چىدخملٍ -1

) آيرید. آیا تا اضافٍ ومًدن ومطٍ , )2  کىد؟ چزا؟تٍ خديل چىدخملٍ ای دريویاب تغییز می 1

 

1 0 1 
ix  

1 1 1 if  

 

 

                         را دروظز تگیزید: ريتزيخديل  -2

                                   

5 3 1 1 
ix  

1 6 4 2 if  

                               

)/ میىی استس )f  را تدست آيرید. 321

 

)/ سیز دادٌ ضدٌ است. مطلًب است محاسثٍ تمزیثی اس خديل -3 )f 1 ٍ  xمحاسثٍ  ي 12  تٍ طًری کو

/( )f x  7210 
 

/1 13 /1 11 /1 9 /1 6 ix  

/1 2 /972 / 561 / 4 ( )f x  

 

 تدست آيرید. f دٌ اس خديل سیز تمزیثی اس صفز تاتعتا استفا -4

 

/1 3 /1 2 /1 1 1 ix  

/ 388 / 338 / 876 /1 25 
if  
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) يتًدٌ  ممداری ثاتت ي مثثت  اگز -5 )
x

f x   وطان دَید( )
h

i if f  1   کوٍ در

iآن  ih x x 1. 

 

 ثاتت کىید: -6

      

)        الف:                                            )i i i i i

i i i

f g f f g

g g g 

  
 

1
 

 

)                                         ب:         )
i i i i i i

f g f g g f


    1 

 

            ج:                                            ( )
k

k r
i k ri

r

k
f f

r  



   1 

 

                   د:                                         ( )
k

k r
i ri

r

k
f f

r 



   1  

) فزض کىید -7 )p x ٍکثز اس درخٍای حداچىدخمل n   تاضد کوٍ تواتع ( )
x

f x e را درn 1 

 ومطٍ متمایش اس تاسٌ ,1 x دريویاتی کىد ي 1  :یکی اس ایه وماط تاضد. وطان دَید 

( ) ( ) ( )
( )!

n

E x f x p x e x
n

     


2
1 1

1
 

 

) فزض کىید -8 ) sin
x

f x



2

x ي   1 ي x 1 ي x 2  f  . چىدخملوٍ ای دريویواب   1

xي  x را در وماط xي  1  سپ  کزان تالای خطا را محاسثٍ کىید. يرید.آتدست  2

 

 
 


