
 میدان

 با دو عمل جمع و ضرب که دارای خواص زیر است: 𝐹ای است مانند : یک میدان مجموعهتعریف

, 𝐹)ا(   گروه آبلی (+

2 ) (𝐹 − {𝑜},×) .یک گروه آبلی است𝑜 باشد.عضو همانی جمع می 

, 𝑎( به ازای هر 3 𝑏 , 𝑐 ∈ 𝐹  رابطه𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 )برقرار است.) خاصیت توزیع پذیری ضرب روی جمع 

 میدان مرتب

 باشد:ی مرتب است و دارای دو خاصیت زیر میکه یک مجموعه 𝐹: یک میدان مرتب، میدانی است  مانندتعریف

1) 𝑥 < 𝑦 ⟹ 𝑥 + 𝑧 < 𝑦 + 𝑍          ∀ 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ∈ 𝐹 

 

2) 𝑥 > 𝑜 , 𝑦 > 𝑜 ⟹ 𝑥 × 𝑦 > 𝑜    ∀ 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝐹               

 مثال:

1- (ℝ ,  اعداد حقیقی با دو عمل جمع و ضرب معمولی یک میدان است. مجموعه   (×, +

2- (ℚ و+ ,×) ،  با دو عمل جمع و ضرب معمولی یک میدان است. اعداد گویا مجموعه 

 نیستند.پردازیم که اعداد گویا دارای این ویژگی حال به ویژگی از اعداد حقیقی می

 اصل کمال:

 باشد.ی اعداد حقیقی دارای کوچکترین کران بالا میدار در مجموعهی غیر تهی و از بالا کرانهر زیر مجموعه

 باشد.ی اعداد حقیقی دارای بزرگترین کران پایین میدار در مجموعهی غیر تهی و از پایین کرانهر زیر مجموعه قضیه:

 اثبات:

 

𝐿ی حل: مجموعه = { 𝑦 ∈ ℚ   |𝑦 ≤ 𝑥   , ∀ 𝑥 ∈ 𝐸}  را در نظر بگیرید. این مجموعه مخالف تهی واز بالا کران دار

  است.)چرا؟(

𝐸ی نشان دهید مجموعه :1. 1تمرین  = {𝑥 ∈  ℚ | 𝑥 > 0 , 𝑥2 < دار  ی غیر تهی و از بالا کرانیک زیر مجموعه  {2

 ی اعداد گویا ندارد. است که سوپریممی در مجموعه

𝑝نیم کحل: برهان خلف فرض می = sup 𝐸دهیم. قرار می: 

                 𝑞 = 𝑝 − 
𝑝2−2

𝑝+2
(1) 

𝑞واضح است که  ∈ ℚ  داریمو: 

      (2)                    𝑞2 − 2 =
2(𝑝2−2)

(𝑝+2)2 



𝑥2از اینکه معادله  =  شود.یدو حالت بررسی م 𝑝در مجموعه اعداد گویا دارای جواب نیست پس برای  2

𝑝2 حالت اول: < 𝑞 شودنتیجه می( 1)از  2 > 𝑝 ( 2و از )شودنتیجه می 𝑞2 <  𝑝که این متناقض است با اینکه . 2

 باشد.می 𝐸کران بالایی برای 

𝑝2:  حالت دوم > 𝑞 شودنتیجه می( 1)از .  2 < 𝑝 ( 2و از )شودنتیجه می 𝑞2 > که این متناقض است با سوپریمم بودن  2

𝑃. 

 ) مجموعه اعداد گویا کامل نیست(.ی اعداد گویا خاصیت کوچکترین کران بالایی را ندارد: مجموعه نتیجه

 حقیقی است.ی اعداد ای از اصل کمال در مجموعهضیه بعدی نتیجهق

 خاصیت ارشمیدسیقضیه: 

, 𝑥رگاه ه 𝑦   دو عدد حقیقی که𝑥 > 𝑛𝑥وجود دارد بطوری که  𝑛، آنگاه عدد طبیعی مانند 0 > 𝑦. 

𝑛پس به ازای هر ی وجود نداشته باشد.  𝑛کنیم چنین فرض میبرهان خلف:   اثبات: ∈ ℕ داریم ،𝑛𝑥 ≤ 𝑦  بنابراین𝑦 

𝐴ی غیر تهی یک کران بالا برای مجموعه = {𝑛𝑥   |𝑛 ∈ ℕ} بنا بر اصل کمال وجود دارد  باشد.می𝛼 ∈ ℝ که 

 𝛼 = sup 𝐴 از اینکه .𝑥 > 𝛼داریم  0 − 𝑥 < 𝛼    بنابراین𝛼 − 𝑥 کران بالایی برای 𝐴 س وجود دارد نیست پ𝑚 ∈ ℕ 

𝛼که به طوری − x < mx در نتیجه  𝛼 < (𝑚 + 1)𝑥  . 

𝑚)چون  + 1)𝑥 ∈ 𝐴 این نامساوی با اینکه ،𝛼  کران بالایی برای𝐴  تناقض دارد. بنابراین عدد طبیعی مانند است𝑛  وجود

𝑛𝑥دارد بطوری که  > 𝑦. 

 2.1 : تمرین

 دار نیست.بالا کرانمجموعه اعداد طبیعی از  -1

𝑛 کهطوری 𝑛وجود دارد عدد صحیح  𝑥ه ازای هر عدد حقیقی ب -2 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1 

که بطوری 𝑛وجود دارد عدد طبیعی  𝑥 به ازای هر عدد حقیقی مثبت -3
1

𝑛
< 𝑥 . 

 چگال بودن اعداد گویا در مجموعه اعداد حقیقیقضیه: 

 بین هر دو عدد حقیقی متمایز، عددی گویا وجود دارد..

,𝑦: فرض کنید اثبات 𝑥  دو عدد حقیقی و𝑥 < 𝑦  بنابراین𝑦 − 𝑥 > 0  . 

   𝑦 − 𝑥 > 1و  0 ∈ ℝ  بنابر خاصیت ارشمیدسی وجود دارد𝑛 ∈ ℕ  که𝑛𝑦 − 𝑛𝑥 > 𝑚وجود دارد  در نتیجه. 1 ∈ ℕ 

𝑛𝑥 که  < 𝑚 < 𝑛𝑦)پس داریم:  )چرا؟𝑥 <
𝑚

𝑛
< 𝑦 . 

 ثابت کنید بین هر دو عدد حقیقی متمایز، عددی گنگ وجود دارد.:  3.1 تمرین

 

 میدان هست اما میدان  مرتب نیست.مجموعه اعدادمختلط  : .1.4تمرین 

 (به کتاب رودین مراجعه کنیدمیدان بودن اعداد مختلط برای دیدن ) 


