
 ی فشرده دارای نقطه حدی است.ی نامتناهی از یک مجموعههر زیر مجموعه قضیه :

 اثبات: 

  .ی فشرده بسته استهر مجموعهقضیه: 

 اثبات:

 

 

 

, 𝑋)را در فضای متریک  𝐸ی : مجموعهتعریف 𝑑) دار گوییم هرگاه کران𝑝 ∈ 𝐸   و عدد حقیقی𝑀 > وجو داشته باشد به  0

𝐸 طوری که ⊆ 𝑁𝑀(𝑝)  

 .استدار کرانی فشرده هر مجموعهقضیه: 

 اثبات:

 

 

 

𝐼ی مجموعهتعریف:  = [𝑎1 , 𝑏1] × [𝑎2 , 𝑏2] × … × [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘] را یک حجره 𝑘 در  بعدیℝ𝑘 نامیممی. 

𝑘 اگر  = 1  ،𝐼   و در حالت یک بازه بسته و کراندار𝑘 = 2 ،𝐼  یک مستطیل و در حالت𝑘 = این مجموعه یک مکعب مستطیل  3

 باشد.می

𝐼𝑛}فرض کنید   قضیه: ∶ 𝑛 ∈ ℕ} های بسته و کراندار در ای از  بازهگردایهℝ که به ازای هر باشد به طوری𝑛 ∈ ℕ  داریم

𝐼𝑛+1 ⊆ 𝐼𝑛  در اینصورت⋂ 𝐼𝑛
∞
𝑛=1 ≠ ∅. 

 اثبات:

 

 

 

𝐼𝑛}اگر  نتیجه: ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ی هاای از حجرهگردایه 𝑘  در بعدیℝ𝑘  به ازای هر باشند که𝑛 ∈ ℕ ،𝐼𝑛+1 ⊆ 𝐼𝑛  در اینصورت

⋂ 𝐼𝑛
∞
𝑛=1 ≠ ∅. 

 اثبات:



 فشرده است.بعدی  𝑘: هر حجره قضیه

𝐼کنیم : فرض میاثبات = [𝑎1 , 𝑏1] × [𝑎2 , 𝑏2] × … × [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]  دهیم:و قرار می 

δ = √(𝑎1 − 𝑏1)2 + (𝑎2 − 𝑏2)2 + ⋯ + (𝑎𝑘 − 𝑏𝑘)2 

, 𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝐼  داریم||𝑥 − 𝑦|| ≤ 𝛿 

  𝐼پوششی برای  وجود دارد که  𝛼𝜖 𝐴{𝐺𝛼} های باز مانندای از مجموعهخانوادهفشرده نباشد پس  𝐼  کنیمبرهان خلف: فرض می

 پوشاند.را نمی 𝐼 این خانواده  هیچ تعداد متناهی ازهستند اما 

𝑐𝑖دهیم قرار می =
𝑎𝑖+𝑏𝑖

2
𝑖  1برای هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 که   

, 𝑎𝑖]های بدین ترتیب بوسیله بازه 𝑐𝑖]    , [𝑐𝑖 , 𝑏𝑖]  حجره ،𝐼   2تبدیل به𝑘   حجره𝑘 که حداقل یکی از آنها  شودبعدی می

بعدی  𝑘حجره   2𝑘را نیز به  𝐼1دهیم مانند قبل نمایش می 𝐼1شود این حجره را با ها پوشیده نمی 𝐺𝛼توسط تعداد متناهی از 

 شود.ها پوشیده نمی 𝐺𝛼گیریم که توسط تعداد متناهی از ای میرا حجره 𝐼2کنیم و تقسیم می

𝐼𝑛}با ادامه این روند یک دنباله  ∶ 𝑛 ∈ ℕ} آوریم که میها بدست ِاز حجره 

1) 𝐼1 ⊇ 𝐼2 ⊇ 𝐼3 ⊇ ⋯  

2) 𝐼𝑛   ها با هیچ تعداد متناهی از𝐺𝛼 شوندها پوشیده نمی. 

3) ∀ 𝑥 , 𝑦𝜖𝐼𝑛    ∶   ||𝑥 − 𝑦|| ≤
𝛿

2𝑛   ,  

∗𝑥بنا بر قضیه قبل وجود دارد  ∈ ⋂ 𝐼𝑛
∞
𝑛=1 وجود دارد . همچنین α ∈ 𝐴  به طوری که𝑥∗ ∈ 𝐺𝛼 چون .𝐺𝛼  باز است 

∃ 𝑟 > 0     ∶   𝑁𝑟(𝑥∗) ⊆ 𝐺𝛼 

𝑚بنا بر خاصیت ارشمیدسی  ∈ ℕ که وجود دارد به طوری
𝛿

2𝑚 < 𝑟  

𝐼𝑚بنابراین  ⊆ 𝐺𝛼  که این با اینکه𝐼𝑛   ها با هیچ تعداد متناهی از𝐺𝛼 در تناقض است پس فرض خلف  شوندها پوشیده نمی

 فشرده است. 𝐼باطل و 

 

 فشرده است. ℝ𝑘دار در ی بسته و کران: هر مجموعهنتیجه

 تمرین :اثبات 

عکس این  وجود دارند کهفضاهای متریکی دار است. ی فشرده بسته و کرانقبلا ثابت کردیم که در هر فضای متریک هر مجموعه

 برقرار نیست. آنهامطلب در 

 دار باشد.فشرده است اگر و تنها اگر بسته و کران ℝ𝑘 یک مجموعه در: بورل – قضیه هاینه

 دارای نقطه حدی است. ℝ𝑘دار و نامتناهی در ی کرانهر مجموعهقضیه استون وایراشتراس: 

 اثبات:


