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ات ت
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ا
  يادـ

  مقدمه
  

گـردد و همـواره در         سال پـيش بـازمي     4000ترين علوم امروزي است كه تاريخ آن به حدود            هندسه يكي از قديمي   
ت و اقليـدس گرفتـه تـا خيـام و           طول اعصار مختلف بزرگترين فيلسوفان و دانـشمندان و متفكـران از افلاطـون و دكـار                

اما متأسفانه  . هاي خود كرده است     وب زيبايي مسحور و مجذ  الملك و خواجه نصيرالدين طوسي و علامه طباطبايي را           نظام
شود به شدت با آنچه بايد باشد فاصـله دارد   ها و سيستم آموزشي ما تدريس مي   آنچه امروزه به عنوان هندسه در دبيرستان      

  . تصوير بكشيمآموزان و علاقمندان به هاي مباحث هندسه را به درستي براي دانش ايم مفاهيم و زيبايي و هرگز نتوانسته
 در نـسخه  Geometer’s sketchpadدر اين كتاب براي اولين بار سـعي شـده تـا بـا بكـارگيري نـرم افـزار        

آمـوزان و علاقمنـدان       الكترونيكي آن، مفاهيم و مباحث هندسه مسطحه با روشي جديد و البته كاملاً جذاب بـراي دانـش                 
اميـد اسـت ايـن روش جديـد         . هاي سيـستم آموزشـي را بپوشـانيم        ها و كاستي    بيان شود تا شايد بتوانيم قسمتي از ضعف       

همچنـين ايـن كتـاب      . آموزان، معلمين و اساتيد محترم قرار گيرد        آموزشي در هندسه مسطحه مورد اقبال و استفاده دانش        
ي بـراي  تواند منبع مناسـب  دهد و مي ترين مطالب تا سطح المپيادهاي رياضي را پوشش مي تمام مباحث هندسه از مقدماتي    

  .علاقمندان به شركت در مسابقات المپيادهاي رياضي باشد
دريغ خانم مينا نورهاشمي و آقاي بهزاد مهرداد كه مسئوليت ويراستاري اين اثر               دانيم از زحمات بي     اينجا لازم مي  در  

همچنين از خانم عطيه عسگري و آقايان حامد احمدي و شمس الدين آخوندزاده و آرمـان                . را بر عهده داشتند تشكر كنيم     
ان در نمونه خواني و ويراست اين اثر و خانم خديجه احمدپور كه در هاي ايش زاده به خاطر كمك فاضلي و محمدجواد مقدم

و آقـاي مهنـدس پوريـا    پـور   جفن مهندس غلامرضا ها زحمات زيادي را متحمل شدند و همچنين آقاي   سازي شكل   آماده
افزاري ايشان كمال تشكر را داريم و در پايان از خانم فريده مرادزاده و همكاران ايشان كه  هاي نرم به خاطر كمكآرمون 

اند و مسئول محترم انتـشارات خوشـخوان جنـاب آقـاي              چيني اين اثر را به نحو احسن انجام داده          حوصله حروف با صبر و    
  .كنيم رسول حاجي زاده كه براي چاپ و ارائه هرچه بهتر اين مجموعه تلاش زيادي داشتند قدرداني و تشكر مي

  
  

                                   سيامك احمدپور      
   مشهديمصطفي مسگري
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  سخني با خواننده
  داند خدا مي
  داند خدا مي  

مان را روي كاغذ آورديم و چه روزها كه تا شب سـر               هاي هندسي   ها كه تا صبح دانسته      داند، چه شب    و فقط خدا مي   
ل مختلف كتاب بحـث و حتـي   يهاي طولاني كه بر سر مباحث و مسا      هاي مختلف برنداشتيم و چه ساعت       از كاغذ و كتاب   

مـان در سـينه مـدفون نـشود و ايـن              ها تـلاش و مطالعـه       همه اينها نبود جز به عشق اينكه حاصل سال         اما. جدل كرديم 
هاي عميق هندسه را نه به يك يا چنـد            مان از حقايق و زيبايي      تر از همه، درك و فهم      هاي محدودمان و البته مهم      دانسته

  . سراسر ايران تقديم كنيم نفره، كه به هزاران تن از دوستان عزيز و علاقمندمان در20كلاس 
  . . .و همين براي ما بس 

گرا نگاشته شده است بطوري كه تمام مباحث لازم براي علاقمنـدان بـه هندسـه و                   اين كتاب با رويكردي جامعيت    
 7ايـن كتـاب شـامل       . دهـد   ترين مباحث پوشش مي     ترين تا پيشرفته    داوطلبان شركت در المپيادهاي رياضي را از مقدماتي       

 سال سوم دبيرستان    2 سال دوم دبيرستان و هندسه       1 آن به ترتيب حاوي مباحثي از هندسه         2 و   1ت كه فصول    فصل اس 
مطالب و مباحث سه فصل اول اين كتاب براي شركت در مرحله اول             . باشد  كه در المپياد رياضي كاربرد فراگيري دارند مي       

توانيد به    براي تسلط بالاتر بر اين مباحث و حل مسايل بيشتر مي          . باشد  المپيادهاي رياضي ايران لازم و البته كافي نيز مي        
  . همين كتاب مراجعه كنيد از]24[ و ]23[، ]22[منابع 

 نيز براي آمادگي براي شركت در مرحلـه دوم المپيـاد رياضـي لازم و كـافي                  1-7 و بخش    6 و   5،  4مباحث فصول   
طالب بيشتر در مرحله سوم المپياد رياضي كاربرد دارند اما گاه  نيز هرچند به دليل سطح بالاي م7بقيه مطالب فصل . است

  .ها براي مرحله دوم خالي از فايده نخواهد بود براي حل مسايلي در سطح مرحله دوم نيز كاربرد دارند و تسلط بر آن
نتقـال  به دليل ماهيت مبتكرانه و خلاق مباحث و مسايل هندسه مسطحه، مؤثرترين روش آموزشي براي تفهـيم و ا            

آموز پس از دانستن اصول اوليه بحث، با تفكر           اين مباحث، روش آموزش از طريق حل مسأله است، يعني روشي كه دانش            
در حل مسايل، قـوه ابتكـار و خلاقيـت          مختلف  هاي    ل مربوط به آن بحث و ديدن و بكارگيري ايده         يو تعمق بر روي مسا    

بنـابراين مهمتـرين قـسمت فرآينـد     .  در حل مسايل مختلف بكار گيـرد گيرد كه چطور آن را  خود را پرورش داده و ياد مي      
آموزشي اين كتاب مسايل داخل و انتهاي هر بخش و به دنبال آن تمرينات تكميلي مربوط به هر فصل است كه طي آن                       

  .گيريد كه مباحث مختلف را در كنار هم براي حل يك مسأله بكار گيريد ياد مي
 Geometer’s sketchpad براي اولين بار در ارائه اين مجموعه، از نرم افـزار  به دليل همين اهميت است كه

شود، اسـتفاده شـده    كه يك نرم افزار تخصصي هندسه است و در بسياري از كشورها براي آموزش هندسه بكار گرفته مي       
اي نيز دارد، ابـزاري فـوق العـاده بـراي فهـم و         اين نرم افزار كه نسخه اصلي آن در ايران نبوده و قيمت فوق العاده             . است

 همراه اين كتاب    لوح فشرده نسخه الكترونيكي اين كتاب كه روي       در  . دهد  درك مباحث و حل مسايل هندسي بدست مي       
انـد و بـراي هـر      بيان شـده Geometer’s sketchpadافزار  شود، مباحث و مسايل كتاب با استفاده از نرم عرضه مي

  آمده كه در آن مفهوم و شكل آن قضيه يا مسأله بطور ملموسي بيان و رسم شـده اسـت و                     sketchقضيه يا مسأله يك     
رساند، درست مثل معلمي كه قدم به قدم شما را در حـل يـك مـسأله     شما را با يك يا چند راهنمايي در حل آن ياري مي        

  .راه حل كامل اين مسايل نيز در كتاب آمده است. كند راهنمايي مي
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  :شود براي استفاده بهتر از اين مجموعه رعايت نكات زير در مطالعه آن توصيه مي
  .ها و حتي مسايل را در مطالعه آن رعايت كنيد ترتيب فصول و بخش -1
ها   پس آن . كند  اي نيز بيان شده كه شما را با كاربرد آن قضيه آشنا مي              بعد از بيان هر قضيه، بلافاصله مسأله       -2

 .را در همان مقطع حل كنيد
پـس  . يكي از نكات مثبت كتاب حل تمام مسايل آن است كه اگر به آن تكيه كنيد اثر منفي خواهـد داشـت                -3

سعي كنيد مباحث و قضايا را از روي نـسخه الكترونيكـي كتـاب مطالعـه و بـا توجـه بـه راهنمـايي كـه در                            
sketch اند خودتان مسايل و قضايا را حل و اثبات كنيد و در آخر براي مشاهده راه حـل نهـايي بـه                        ها آمده

 .كتاب مراجعه كنيد
 مطالعه حجم بيشتري از كتـاب از روي مـسايل آن     هرگز كيفيت مطالعه را فداي كميت آن نكنيد و به خاطر           -4

هاي   پس براي حل هر مسأله زمان مناسبي اختصاص دهيد و قدم به قدم از راهنمايي              . به سرعت عبور نكنيد   
 .آن استفاده كنيد تا خودتان به جواب مسأله برسيد

اي   ها مـسأله    د از ساعت  پس حتي اگر بع   . افتد  فرآيند يادگيري شما طي همين تفكر بر روي مسايل اتفاق مي           -5
  .حل نشود، وقت شما تلف نشده و قدرت حل مسأله شما تقويت شده است

آموزان و اساتيد محترم صميمانه خواهشمنديم كه ما را از نظرات انتقادي،  در پايان از تمامي دوستان علاقمند، دانش     
بـا مـا در ارتبـاط      com.gmail@geobookپيشنهادي و يا تأييدي خود محروم نكنيد و از طريق پست الكترونيكي   

 هاي خود براي مسايل حل نشده انتهاي كتاب يا سـاير مـسايل و مباحـث هندسـه را      sketchتوانيد    همچنين مي . باشيد
  . ده شودهاي بعدي كتاب در نسخه الكترونيكي آن با نام خودتان آور براي ما ارسال كنيد تا در چاپ

  
  با آرزوي موفقيت براي تمام دوستان

  
  

  سيامك احمدپور                                    
    مصطفي مسگري مشهدي

mailto:geobook@gmail.com
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  5  صفحه                                                                                                                                       بازگشت| مسايل بخش |فهرست مطالب 

  فصل اول

  1ي مقدماتي  هندسه

  ها همنهشتي مثلث   1-1
شـود بـا همـين مفهـوم سـاده             و سعي مي    ها آشنا شده    هاي همنهشت و خواص آن       در اين بخش با مثلث     :هدف بخش 

  .هندسي مسايلي در سطوح بالا طرح و بررسي شود
  

  .ديكديگر منطبق كر دو مثلث همنهشت دو مثلثي هستند كه بتوان كاملاً بر: تعريف
يكـديگر    يكديگر و زوايا نيـز دو بـه دو بـا            يا قابل انطباق اضلاع دو به دو با         بديهي است كه در دو مثلث همنهشت      

  .گوييم برابرند، كه به اين زوايا و اضلاع برابر، زوايا و اضلاع متناظر مي

′ و   ABCبه عنـوان مثـال اگـر دو مثلـث            ′ ′A B C    همنهـشت باشـند ′ ′ ′=( ABC A B C )
∆ ∆

 بطـوري   

كه
∧ ∧

′=A A, 
∧ ∧

′=B B و 
∧ ∧

′=C C آنگاه اضلاع متناظر AB و AC      نيـز بـه ترتيـب برابـر اضـلاع ′ ′A B و 
′ ′A Cخواهند بود .  

  :يكديگر همنهشت خواهند بود يك از سه حالت زير با دو مثلث، بنابر هر  
  

ها از مثلثي ديگر برابر باشند،    بين آن   ها از مثلثي با دو ضلع و زاويه          آن  ي بين    هر گاه دو ضلع و زاويه       :1-1قضيه  ) الف

             . هستندآن دو مثلث همنهشت

∧ ∧

′ ′= ⎫
⎪
⎪′ ′ ′ ′= ⇒ =⎬
⎪′ ′= ⎪⎭

AB A B

A A ABC A B C
AC A C

∆ ∆
  

يكـديگر منطبـق كنـيم، از آنجـا كـه              بـر  A′ و   Aبراي اثبات كـافي اسـت دو مثلـث را بـر روي زوايـاي مـساوي                  
′ ′=AB A B  و ′ ′=AC A Cس  هستند، رئو′B , B و همچنين ′C , Cيكديگر منطبق خواهند شد  نيز بر.  

       . الاضلاع است يك متوازي يكديگر را نصف كنند،  ثابت كنيد هر چهار ضلعي كه اقطار آن :1-1مسأله 
  .)اند  موازييكديگر الاضلاع  چهار ضلعي است كه اضلاع آن دو به دو با متوازي(  
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 »همنهشتي مثلث ها«                                                                            سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

  6  صفحه                                                                                                                                    بازگشت| مسايل بخش |فهرست مطالب 

  .ناميم  را ميM را BD و AC، محل تقاطع دو قطر ABCDدر چهار ضلعي   

∧ ∧ ∧ ∧

= ⎫
⎪
⎪= ⇒ = ⇒ = ⇒⎬
⎪= ⎪⎭

AM MC

M M MAD MCB B D BC || AD
M D M B

∆ ∆
1 2 1 1  

AB: توان نشان داد به ترتيب مشابه مي   || CD  
  .الاضلاع است يك متوازي ABCDدر نتيجه   

  
     .الساقين است يك مثلث متساوي يكديگر منطبق باشد،  ثابت كنيد هر مثلثي كه ميانه و ارتفاع آن بر :2-1مسأله 

 
  

  .ه و هم ارتفاع است هم ميانABC ،AMدر مثلث   

∧ ∧

= ⎫
⎪
⎪= = ° ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎪⎭

BM CM

M M AM B AMC AB AC
AM AM

∆ ∆
1 2 90  

  .الساقين است  متساويABCدر نتيجه مثلث   
         .يك فاصله است يك پاره خط، از دو سر آن به  هر نقطه روي عمود منصف : نتيجه

  
ها از مثلثي ديگر برابر باشند، آن          ضلع بين آن   ها از مثلثي با دو زاويه و         هر گاه دو زاويه و ضلع بين آن         :2-1قضيه  ) ب

             .دو مثلث همنهشت هستند
∧ ∧

∧ ∧

⎫′= ⎪
⎪′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =⎬
⎪
⎪′= ⎭

B B
BC B C ABC A B C

C C

∆ ∆
  

  
  .شود اثبات اين حالت نيز مانند حالت قبل است كه به خود شما واگذار مي  
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A و   ABC اگر در دو مثلث       :3-1مسأله   B C′ ′ ′،BC B C′ A و   =′ A
∧ ∧

B و   =′ B
∧ ∧

:  باشد ثابـت كنيـد       =′

ABC A B C
∆ ∆

′ ′ ′=            

 
  : است، پس داريم180°دانيم كه در هر مثلث مجموع زواياي داخلي برابر  مي  

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧
+ + = °⇒ = ° − −A B C C A B180 180  

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧
′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = °⇒ = ° − −A B C C A B180 180  

∧ ∧
∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧

⎫′= ⎪ ′ ′⇒ ° − − = ° − −⎬
⎪′= ⎭

A A
A B A B

B B
180 180  

  . نيز با هم برابرندC′ و Cگيريم كه زواياي  با توجه به روابط بالا نتيجه مي  
∧ ∧

∧ ∧

⎫′= ⎪
⎪′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =⎬
⎪
⎪′= ⎭

B B
BC B C ABC A B C

C C

∆ ∆
 

الاضـلاع    يك متوازي   يكديگر مساوي و موازي باشد،      ه دو ضلع روبروي آن با     ثابت كنيد هر چهار ضلعي ك      : 4-1مسأله  
             .است

  
 و ACمحل برخـورد اقطـار   . اند  و موازي يكديگر مساوي  با CD و   AB، اضلاع   ABCDدر چهار ضلعي    

BD را Mناميم  مي.  
∧ ∧

∧ ∧

⎫⎧
= ⎪⎪

⎨ ⎪⇒ ⇒ =⎬⎪ =⎩ ⎪
⎪= ⎭

A C
AB || CD MAB MCD

B D
AB CD

∆ ∆1 1

1 1

=⎧
⇒ ⎨ =⎩

AM CM
BM DM

 

ــار ضــلعي  ــصف مــي  BD و AC، اقطــار ABCDدر چه ــد يكــديگر را ن ــق . كنن ــسأله پــس طب  1-1م
ABCD الاضلاع است يك متوازي.  
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   .الساقين است يك مثلث متساوي يكديگر منطبق باشند،  ثابت كنيد هر مثلثي كه نيمساز و ارتفاع آن بر :5-1مسأله 

 

 
 به حالـت دو  ACM و ABMبنابراين دو مثلث . ساز و هم ارتفاع است هم نيمABC  ،AMدر مثلث   

  .اند يكديگر همنهشت زاويه و ضلع بين با
∧ ∧

∧ ∧

⎫
= ⎪

⎪= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪
⎪= = °⎭

A A
AM AM ABM ACM AB AC

M M

∆ ∆1 2

1 2 90

 

  .الساقين است  متساويABCدر نتيجه مثلث   
  
  يكـديگر همنهـشت     ه سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلثي ديگر برابر باشـند، آن دو مثلـث بـا                   هر گا  : 3-1قضيه  ) ج

            .هستند
′ ′= ⎫

⎪′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =⎬
⎪′ ′= ⎭

AB A B
AC A C ABC A B C
BC B C

∆ ∆
 

  
  

       .باشد الساقين، ميانه وارد بر قاعده، ارتفاع و نيمساز نيز مي ثابت كنيد در هر مثلث متساوي : 6-1مسأله 
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  .ي وارد بر قاعده است  ميانهABC ،AMاقين الس در مثلث متساوي  
∧ ∧

∧ ∧

= ⎧⎫ =⎪ ⎪= ⇒ = ⇒⎬ ⎨
⎪ ⎪= =⎭ ⎩

AB AC
A A

BM CM ABM AC M
AM AM M M

∆ ∆ 1 2

1 2

 

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧

⎫
= ⎪⇒ = = °⎬

⎪+ = °⎭

M M
M M

M M

1 2
1 2

1 2

90
180

 

  .باشد  ميABC، نيمساز و ارتفاع مثلث AMدر نتيجه،   
  

ABMنهشتي دو مثلث     از هم  :نتيجه
∆

ACM و 
∆

الساقين دو زاويه مجاور  توان نتيجه گرفت در هر مثلث متساوي  مي

يكديگر برابرند  به قاعده با
∧ ∧

=( B C   . و بالعكس(
  

   .الاضلاع است يك متوازي يكديگر برابر باشند، دو با ثابت كنيد هر چهارضلعي كه اضلاع مقابل آن دو به  :7-1مسأله 

 

 
∧ ∧

∧ ∧

= ⎧⎫ = ⇒⎪ ⎪= ⇒ = ⇒⎬ ⎨
⎪ ⎪= = ⇒⎭ ⎩

AB CD
A C A B || CD

AD BC A BC CA D
AC AC A C A D || BC

∆ ∆ 1 1

2 2

 

  .الاضلاع است يك متوازي ،ABCDدر نتيجه چهار ضلعي 
  

  :يك از دو حالت زير نيز همنهشت خواهند بود الزاويه علاوه بر سه حالت گذشته، بنابر هر در مثلث قائم
الزاويـه    يـك زاويـه حـاده از مثلـث قـائم            اي با وتر و     الزاويه   قائم يك زاويه حاده از مثلث      گاه وتر و  هر   : 4-1ضيه  ق) الف

          .خواهند بود ديگري برابر باشند، آن دو مثلث همنهشت
∧ ∧

∧ ∧

⎫′= = °⎪
⎪′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =⎬
⎪
⎪′= ⎭

A A
BC B C A BC A B C

B B

∆ ∆
90

 

  .باشد  مي3-1مسأله اثبات اين قضيه مشابه   
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ي ديگـري برابـر    الزاويـه  يك ضلع از مثلث قـائم  اي با وتر و  الزاويه  يك ضلع از مثلث قائم      هر گاه وتر و     :5-1قضيه  ) ب

          . خواهند بود يكديگر همنهشت باشند، آن دو مثلث با
∧ ∧ ⎫′= = °⎪

⎪′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =⎬
⎪′ ′= ⎪⎭

A A
BC B C A BC A B C
AB A B

∆ ∆
90

 

  
  

  :الزاويه داريم طبق قضيه فيثاغورث در هر مثلث قائم  
AB AC BC AC BC AB

A B A C B C A C B C A B

⎧ + = ⇒ = −⎪
⎨

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = ⇒ = −⎪⎩

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2  

′ ′= ⎫ ′ ′ ′ ′⇒ − = −⎬′ ′= ⎭

BC B C
BC A B B C A B

A B A B
2 2 2 2  

′ ′ ′ ′⇒ = ⇒ =AC A C AC A C2 2  
  .شوند بنابراين دو مثلث به حالت سه ضلع با هم همنهشت مي  

  
   .الساقين است يك مثلث متساوي يكديگر منطبق باشند،  ثابت كنيد هر مثلثي كه ميانه و نيمساز آن بر :8-1مسأله 
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 را بـه    AB و   AC بر اضلاع    Mكنيم و پاي عمودهاي وارد از          را رسم مي   ABC از مثلث    AMميانه  
  .ناميم  ميF و Eترتيب 

E F
AE AF ( )

AM AM AME AM F
M E M F

A A

∆ ∆

∧ ∧

∧ ∧

⎫
= = ° ⎪ =⎧⎪= ⇒ = ⇒⎬ ⎨ =⎩⎪

⎪= ⎭

1 1

1 2

90 1  

∧ ∧ ⎫
= = ° ⎪

⎪= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎪⎭

E F
MC BM M CE M B F CE BF ( )
M E M F

∆ ∆2 2 90
2  

  : گيريم نتيجه مي) 2(و ) 1(با جمع روابط   
+ = + ⇒ =A E C E A F B F AC A B  
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
 و   وصل كردهB و A به Oاز . اند  خارج از آن مفروضOي   آن و نقطه    روي B و   A و دو نقطه     dخط   )1

 از  D و   Cثابت كنيـد نقـاط      .  حاصل شوند  D و   Cدهيم تا نقاط      ي خودشان امتداد مي     هر كدام را به اندازه    
             .اند  هم فاصلهdخط 

Aالاضلاع    متوازي )2 BC D  اوساط اضلاع   .  مفروض استA D   و BC     را به ترتيب E و F نـاميم   مـي. 
A و CEاگر  F قطر BD را به ترتيب در M و N قطع كنند، نشان دهيد  :=DM BN      

Cروي اضــلاع  )3 D , BC , A B و DAالاضــلاع   از متــوازيA BC Dخــط   بــه ترتيــب چهــار پــاره
C M , BF , A E   و DN  ثابـت كنيـد چهـار ضـلعي     . كنـيم   را بطور مساوي جـدا مـيE F M N 

           .الاضلاع است متوازي
ــلاع  )4 Aروي اض B و AC ــث ــارج از آن  ABC از مثل ــساوي و درخ ــث مت ــساق دو مثل Aين ال B D و 

ACE  كه    سازيم بطوري    را مي=A B A D   و =AC A E . باشـيم     اگر داشته
∧ ∧ ∧

= +DA E B C  و 
Mي وسط ضلع   نقطهBC باشد، ثابت كنيد :=DE A M2       

 به F و   Eاگر  . كنيم   انتخاب مي  ABCالساقين     از مثلث متساوي   BC را بر روي قاعده      D دلخواه     نقطه )5
Aبر اضلاع Dترتيب پاي عمودهاي وارد از  B و AC و BH ارتفاع وارد بر ACباشد، ثابت كنيد :  

    + =DE DF BH  
 

Aمربع   )6 BC D    و نقطه E  بر ضلع  CD ي    نيمساز زاويه . اند   مفروضEA B  كنـيم تـا ضـلع      را رسم مـي
BC را در Fت كنيدثاب.  قطع كند :+ =BF DE AE         

كنـيم تـا اضـلاع         رسم مـي   Aي     عمودي بر نيمساز داخلي زاويه     BC وسط ضلع    M، از   ABCدر مثلث    )7
A B و ACها را به ترتيب در نقاط  يا امتداد آن  وE و Fثابت كنيد . قطع كند  :=BE CF      

)= ABCالساقين    در مثلث متساوي   )8 A B A C  و امتـداد    AC را بـه ترتيـب روي        F و   E، نقـاط    (
A Bكنيم كه   طوري انتخاب مي=B E C F باشد، نشان دهيد BC پاره خط ،E Fكند  را نصف مي 

 
Aچهار ضلعي    )9 BC D   از نقـاط    . الاضلاع است   يك متوازيC , B   و D  هـاي      عمـود′ ′C C , B B  و 

′D D را بر خط dي   كه از نقطهAنشان دهيد. آوريم گذرد، فرود مي  مي :′ ′ ′= +C C B B D D  

 
′الاضـلاع      و در خـارج آن سـه مثلـث متـساوي           ABCروي اضلاع مثلث     )10 ′ ′C B A , B CA , A BC  را 

′: ثابت كنيد. سازيم مي ′ ′= =A A B B C C          
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       الزاويه  ثابت كنيد در هر مثلث قائم )11

           .ميانه وارد بر وتر نصف وتر است) الف  
         . برابر نصف وتر است30° باشد ، ضلع روبروي زاويه 30°يكي از زوايا برابر  اگر) ب  

،  ABCدر مثلث    )12
∧ ∧

− = °B C هاي مثلث باشد، ثابت كنيد كـه          محل برخورد ارتفاع   Hي    اگر نقطه .  است 90
H و ABCدو مثلث  BCهمنهشت هستند .          
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  ها تشابه مثلث  1-2
 در  هاي متشابه، با كاربردهاي وسيع و گوناگون تـشابه           در اين بخش برآنيم تا ضمن شناخت خواص مثلث         : بخش هدف

  .انواع مسايل هندسي آشنا شويم
هاي تناسب در تـشابه،   ها بپردازيم، بدليل كاربرد برخي خواص نسبت ي تالس و تشابه مثلث   به قضيه پيش از آنكه    

  .واص خواهيم داشتمروري بر بعضي از مهمترين اين خ

  

a اگر تساوي  :6-1قضيه  c
b d

  :هاي زير برقرار خواهند بود  برقرار باشد نسبت=

a   )الف b c d
b d
±   .گويند مي) -(يا تفصيل در صورت  (+) به اين خاصيت تركيب در صورت =±

a   )ب c
b a d c

=
± ±

  .گويند مي) -(يا تفصيل در مخرج  (+)ب در مخرج  به اين خاصيت تركي

a   )ج c a c
b d b d

±= =
±

  
 وسطين كرده و ساده كنيـد،       –يكديگر است و كافي است هر نسبت را طرفين            هاي بالا مشابه    قسمت  اثبات تمامي 

ad=تا به عبارت  b c كه همان فرض =a c
b d

  .ت، برسيد اس
  

   .كند يكسان تقسيم مي هاي يكي از اضلاع مثلث، دو ضلع ديگر مثلث را به نسبت هر خط موازي با  :7-1 تالس  قضيه
 

⇒ =AD A EDE || BC
DB E C

  

  براي اثبات قضيه تالس ابتدا لم مهم و كاربردي زير را مطرح  
  .كنيم مي  

  
A براي هر خط دلخواه      :لم   D    كه ضلع BC    از مثلث ABC   هاي بوجود آمـده بـر       كند نسبت پاره خط      را قطع مي

          .هاي متناظر برابر است  با نسبت مساحت مثلثBCروي 

 
= ABD

ADC

B D S:
D C S

  حكم 

  »ها تشابه مثلث« 
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  H را پاي ارتفاع نظير رأس Aناميم  مي.  

= =ABD

ADC

A H . B DS BD
S DCA H . DC

1
2
1
2

  

Aهاي    براي اثبات قضيه تالس هر كدام از نسبت        D
DB

A و    E
E C

هـا     را با استفاده از لم فوق به نـسبت مـساحت           

            .تا حكم جديد حاصل گرددكنيم  تبديل مي

 
  

⎫
= ⎪

⎪ ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎪
⎭

E DA

E DB E DA D E A
E DB DEC

D E A E DB D E C

DE C

SA D
D B S S S

S S
S S SA E

E C S

   :حكم جديد 

⎫= ⎪
⎪
⎪′= ⇒ =⎬
⎪

′⇒ = ⎪
⎪⎭

E DB

D E C E DB D E C

S DE .B H

S D E .C H S S

B C || D E B H CH

1
2
1
2  

A=پس حكم جديد برقرار است كه از آن حكم    D A E
DB E C

  .شود  نتيجه مي

  

      .كند ناسب قطع ميهاي آن را به طور مت هاي ذوزنقه، ساق  ثابت كنيد هرخط موازي قاعده :9-1مسأله 

 
  

  »ها تشابه مثلث« 
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E و   BDمحل برخورد    F   را K با استفاده از قضيه تالس در دو مثلث         . ناميم     ميA BD   و BCD خواهيم
  :داشت

⎫⇒ = ⎪⎪ ⇒ =⎬
⎪⇒ =
⎪⎭

A E B KEK || AB
E D K D A E B F
B F B K E D F CF K || C D
F C K D

  

  

     . هر خطي كه دو ضلع از مثلث را به طور متناسب قطع كند با ضلع سوم موازي خواهد بود: تالس عكس قضيه

= ⇒
A D A E D E || B C
D B E C

  

  .كنيم اثبات عكس قضيه تالس را به خود شما واگذار مي  
  
  

 قطع E′ي   را در نقطهAC رسم كنيد تا BC خطي موازي D براي اثبات عكس قضيه تالس از نقطه      :راهنمايي
  . منطبق استEي   بر نقطهE′ تالس ثابت كنيد كه نقطه  با استفاده از قضيه. كند

D طبق قضيه تالس     :نكته E || B C ،اگر و فقط اگر       است =A D A E
D B E C

هـاي    امـا طبـق خـواص نـسبت       .  باشد 

A=تناسب شرط  D A E
D B E C

  .هاي زير تبديل كرد يا صورت به نسبت توان با استفاده از تركيب در مخرج  را مي

 
= )الف   ⇒ =

+ +
A D A E A D A E

D B A D E C A E A B A C
  

+ )ب   += ⇒ =A D D B A E E C A B A C
D B E C D B E C

  

DEي تالس   طبق قضيهبه عبارت ديگر   || BCهاي فوق برقرار باشد  است اگر و فقط اگر هركدام از نسبت.  
  

′ و ABCدو مثلث : تعريف ′ ′A B Cند يكديگر متشابه هست  با′ ′ ′( ABC ~ A B C )
∆ ∆

  : اگر و فقط اگر

              . زواياي دو مثلث دو بدو بايكديگر برابر باشند-1  
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

′ ′ ′= = =A A , B B , C C  

A             . اضلاع متناظر متناسب باشند-2   B A C BC k
A B A C B C

= = =
′ ′ ′ ′ ′ ′

  

  .شود ابه دو مثلث گفته مي، نسبت تشkكه به عدد ثابت   
    

  :يك از سه حالت زير متشابه خواهند بود دو مثلث بنابر هر
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       . هر گاه دو زاويه از مثلثي با دو زاويه از مثلث ديگر برابر باشند، آن دو مثلث تشابه هستند:8-1قضيه ) الف
∧ ∧

∧ ∧

⎫′= ⎪ ′ ′ ′⇒⎬
⎪′= ⎭

A A
A BC ~ A B C

B B

∆ ∆
  

  
  

 نيز بـا هـم      C′ و   Cيكديگر برابرند، پس زواياي        نيز با  B′ و   Bيكديگر و      با A′ و   Aاز آنجا كه دو زاويه      
اما براي اثبات تناسـب اضـلاع، مثلـث    . يعني تساوي زوايا برقرار است   مثلثبنابراين شرط اول تشابه دو. برابر خواهند بود 

′ ′ ′A B C را روي مثلث ABCدهيم كه دو زاويه   طوري قرار ميA و ′Aيكديگر منطبق شوند   بر.  
∧ ∧

′ ′ ′= ⇒B B B C || BC  
  :طبق قضيه تالس داريم

  ′ ′
=A B AC ( )

A B AC
1  

  پس تناسب دو ضلع برقرار است، اما براي اثبات  
A خطي به موازات C′نسبت ضلع سوم، از    B  
  . قطع كندD  را درBCكنيم تا ضلع  رسم مي  
  :طبق قضيه تالس خواهيم داشت  

′′ ⇒ =AC BDC D || A B
AC BC

    
′الاضلاع  در متوازي   ′B C DB دو ضلع BD و ′ ′B Cبا هم برابرند          

′ ′ ′
⇒ =AC B C

AC BC
 

  :داريم) 1(ي  با توجه به رابطه  
′ ′ ′ ′

= =A B AC B C
A B AC BC

 

′ و ABCيعني تناسب اضلاع نيز برقرار است، دو مثلث  از آنجا كه شرط دوم تشابه ′ ′A B Cمشابه هستند .  
   

  
، دو ضـلع ديگـر مثلـث را در    BCطبق قضيه فوق در صورتي كه خطي موازي      : نتيجه

=: خواهيم داشت . قطع كندE و Dنقاط  =A D AE DE
A B AC BC
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  : ثابت كنيد در دو مثلث متشابه همواره:10-1مسأله 

         . دو مثلث است نسبت طول نيمسازهاي نظير دو مثلث برابر نسبت تشابه  )الف

         .هاي نظير دو مثلث برابر نسبت تشابه دو مثلث است  نسبت طول ارتفاع  )ب
  . نسبت مساحت دو مثلث برابر مربع نسبت تشابه دو مثلث است  )ج
  . نسبت محيط دو مثلث برابر نسبت تشابه دو مثلث است  )د

′ و ABCسبت تشابه دو مثلث  را برابر نk عدد ثابت   )الف ′ ′A B Cگيريم  در نظر مي.  
  A D و ′ ′A D به ترتيب نيمسازهاي داخلي دو مثلث متشابه ABC و ′ ′ ′A B Cهستند .  

 
  

A A'A A
A BC ~ A B C

B B

∆ ∆

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧

⎧
⎪ ′= ⇒ =⎪′ ′ ′ ⇒ ⎨
⎪

′⎪ =⎩

2 2  

∧ ∧

∧ ∧

⎫′= ⎪ ′ ′ ′⇒ ⇒ = =⎬ ′ ′ ′ ′⎪′= ⎭

A A A D A BA BD ~ A B D k
A D A B

B B

∆ ∆1 1  

A   )ب H و ′ ′A Hهاي دو مثلث متشابه  ، به ترتيب ارتفاعABC و ′ ′ ′A B Cهستند .  

 
  

∧ ∧

∧ ∧

⎫′ ′ ′ ′⇒ = ⎪ ′ ′ ′⇒⎬
⎪′= = ° ⎭

A BC ~ A B C B B
A BH ~ A B H

H H

∆ ∆
∆ ∆

90
⇒ = =

′ ′ ′ ′
A H A B k
A H A B
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  ) ج

′ ′ ′
= ⇒ = = =

′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′

A BC

A B C

A H .BCS A H BC. k . k k
S A H B CA H .B C

2
1
2

1
2

 

′ ′ ′
⇒ =A BC

A B C

S
k

S
2  

  ) د

= = =
′ ′ ′ ′ ′ ′

A B AC BC k
A B A C B C

 

  :هاي تناسب داريم با استفاده از خواص نسبت  
A B AC BC A B k

A B A C B C A B
+ +

⇒ = =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +

 

  

                .كنند طع مي ق1 به 2يكديگر را به نسبت  هاي هر مثلث  ثابت كنيد ميانه:11-1مسأله 

= =B G C G:
G E G F

2
   حكم1

BEدر مثلث    , ABC و CFيعني  هاي مثلث هستند  ميانه:  
= =A E C E , A F BF  

⇒ = =A F A E
F B E C

1  

  :گيريم كه طبق عكس قضيه تالس نتيجه مي  
⇒ E F || BC  

∧ ∧

∧ ∧

⎫
⇒ = ⎪ ⇒ ⇒ = =⎬

⎪= ⎭

A F E A BC F E A FA F E ~ A BC ( )
BC A B

A A

∆ ∆ 1 12  

E F || BC E F G B CG
G E F ~ G B C

E F || BC F E G C BG

∆ ∆
∧ ∧

∧ ∧

⎫
⇒ = ⎪ ⇒⎬

⎪⇒ = ⎭

⇒ = =G B G C BC
G E G F F E

 

  :گيريم نتيجه مي) 1(با توجه به رابطه   

= =G B G C
G E G F

2
1  
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ها نيز برابر باشـد، دو        ن هر گاه دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلثي ديگر متناسب باشند و زاويه بين آ                  :9-1قضيه  ) ب

            .مثلث متشابه هستند
  

∧ ∧ ⎫′= ⎪⎪ ′ ′ ′⇒⎬′ ′ ′ ′
= ⎪

⎪⎭

A A
ABC ~ A B CA B A C

A B AC

∆ ∆
  

  
طبق فرض و عكس قـضيه تـالس خـواهيم          . دهيم  يكديگر قرار مي    ها را روي    براي اثبات، مانند قسمت قبل مثلث       

            :داشت
A B AC B C || BC
AB AC

′ ′ ′ ′= ⇒  
∧ ∧

∧ ∧

⎫′= ⎪ ′ ′⇒⎬
⎪= ⎭

B B
A B C ~ A B C

A A

∆ ∆
  

′ت دو زاويه، دو مثلث طبق حال   ′ ′A B C و ABCاند  متشابه.  
  

هاي متناظر دو مثلث برابر نسبت تشابه دو مثلث   ثابت كنيد در دو مثلث متشابه همواره نسبت طول ميانه :12-1مسأله  

            .است

 
  

′ و   ABCت تشابه دو مثلث      را برابر نسب   kعدد   ′ ′A B C  كنيم   فرض مي.A M   و ′ ′A M     بـه ترتيـب 
′ و ABCهاي دو مثلث متشابه  ميانه ′ ′A B Cهستند .  

B B ( )
A BC ~ A B C B C A B k

B C A B

∆ ∆
∧ ∧⎧ ′=⎪⎪′ ′ ′ ⇒ ⎨

= =⎪
′ ′ ′ ′⎪⎩

1
  

= = =′ ′′ ′ ′ ′

BC
BM BC k ( )B CB M B C

2 2
2
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  :گيريم كه نتيجه مي) 2(و ) 1(با توجه به روابط   

′ ′ ′ ⇒ = =
′ ′ ′ ′

A M A BA BM ~ A B M k
A M A B

∆ ∆
  

  

ABC :  باشند، ثابت كنيدABCهاي مثلث   ارتفاعCE و BD اگر :13-1مسأله ~ ADE
∆ ∆

      
Aكنيم كه دو مثلث  ابتدا ثابت مي   BD و AC Eاند  متشابه.  

  
  
  
  

ADB AEC
A BD ~ A CE

A A

∆ ∆⎫= = °⎪ ⇒⎬
= ⎪⎭

90
⇒ =A D A B

A E AC
 

A D A E
A B AC A DE ~ A BC

A A

∆ ∆

∧ ∧

⎫⇒ = ⎪⎪ ⇒⎬
⎪

= ⎪⎭

 

  

    .ن دو مثلث متشابه هستند ي با سه ضلع از مثلثي ديگر متناسب باشند، هرگاه سه ضلع از مثلث:10-1قضيه ) ج
  

      ′ ′ ′= = ⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

A B A C B C A BC ~ A B C
A B A C B C

∆ ∆
 

 
 

  .شود شما واگذار ميد اثبات اين قضيه به خو  
  

D و   ABC باشند، ثابت كنيـد دو مثلـث         ABCط اضلاع مثلث     اوسا F و   E و   D اگر   :14-1مسأله   E F 

          .اند يكديگر متشابه  با1 به 2به نسبت 
  D و E و F را به ترتيب اوساط اضلاع BC ،AC و A Bناميم  مي.  

= = ⇒
A F A E F E || BD
F B E C

1  

       ⇒ = =F E A F
B C A B

1
2 

                     ⇒ =BC F E2 
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  :ان نشان داد كهتو به ترتيب مشابه مي  
= =AC D F , A B D E2 2  

⇒ = = = ⇒
B C AC A B A BC ~ DE F
E F D F D E

∆ ∆
2  

  

ــسأله ــائم  :15-1م ــث ق ــراي دو مثل ــر ب ــه   اگ ) و ABCالزاوي A A ) , A B C
∧ ∧

′ ′ ′ ′= = ــيم   °90 ــته باش  داش
AB BC
A B B C

=
′ ′ ′ ′

ABC  : ثابت كنيد  ~ A B C
∆ ∆

′ ′ ′          

 
 را برابر نسبت kعدد   

′ ′
BC
B C

  .گيريم  در نظر مي

⎧ ′ ′ ′ ′= ⇒ =⎪⇒ ⎨
′ ′ ′ ′= ⇒ =⎪⎩

A B k .A B A B k . A B

BC k .B C BC k . B C

2 2 2

2 2 2  

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ − = − = −BC A B k . B C k . A B k ( B C A B )2 2 2 2 2 2 2 2 2  
  :گيريم كه طبق قضيه فيثاغورث نتيجه مي  

′ ′= ⇒ =
′ ′

ACAC k . A C k
A C

2 2 2  

′ ′ ′⇒ = = = ⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

A B BC AC k A BC ~ A B C
A B B C A C

∆ ∆
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
CDنقاط اوساط اضلاع     )1 , BC , A B   و DA     از چهار ضلعي A BCD      را به ترتيـب P ,N ,M  و 

Qي ثابت كنيد چهار ضلع. ناميم  ميM N P Qالاضلاع است  متوازي.        
Aالاضلاع     از متوازي  Cخط دلخواهي را از رأس       )2 BCDگذرانيم تا امتـدادهاي اضـلاع     ميA B و A D 

+:   ثابت كنيد.  قطع كندF و Eاط را به ترتيب در نق =A B A D
A E A F

1        

Aهاي    امتداد ساق  )3 D   و BC    از ذوزنقه A BCD      يكديگر را درM    از  . كننـد    قطـع مـيM     خطـي بـه 
: ثابـت كنيـد   .  قطع كنـد   F و   E را به ترتيب در      BD و   ACكنيم تا امتدادهاي      موازات دو قاعده رسم مي    

=E M M F            
كنـيم و    انتخـاب مـي  AC را بر روي Fنقطه دلخواه . ناميم  مي M را   ABC از مثلث    BCوسط ضلع    )4

BFكنيم تا   را رسم ميA M را در Eثابت كنيد.  قطع كند   :=A F E F
AC BE

        

Bيكديگر از سه رأس     سه خط موازي  .  مفروض است  ABCمثلث   )5 ,A و Cيـا   گذرانيم تا اضلاع مقابـل   مي
ــب در   ــه ترتي ــا را ب ــداد آنه ′امت ′B , A و ′Cــد ــر .  قطــع كن ــين A′اگ ــت كC و B ب ــد، ثاب ــد باش : ني

= +
′ ′ ′A A B B CC

1 1 1          

Aي   وسط ميانهN و BC وسط ضلع ABC ،Mدر مثلث   )6 Mمحل تقـاطع  .  استAC امتـداد   بـا 
BN را Dنشان دهيد. ناميم  مي:          

A=) الف D AC1
3  

N=) ب D BD1
4  

A، خطي موازي    BC وسط ضلع    M، از   ABCدر مثلث    )7 B   كنـيم تـا نيمـساز رأس           رسم مـيA   را در 

Nنشان دهيد.  قطع كند :−= | AC A B |M N 2          

Aالاضلاع     از متوازي  ACخطي كه موازي قطر      )8 BCD  شود، اضـلاع       رسم ميA B   و BC    را در E  و 
F  محل برخورد دو خط     . كند   قطع ميC E   و AD   را P   و محل برخورد دو خـط A F و DC را Q 
          . موازي استAC نيز با قطر PQثابت كنيد خط . ناميم مي

 C را نسبت بـه      Bي     و نقطه  Pكنيم تا     ، قرينه مي  BCي وسط      را نسبت به نقطه    ABC  ،Aدر مثلث    )9
Aهاي مثلث   دو برابر ميانهAPQثابت كنيد كه اضلاع مثلث .  بدست آيدQكنيم تا  قرينه مي BCاست . 
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Aهاي   اوساط ساقN و Mاگر نقاط  )10 D و BC از ذوزنقه A BCD باشند ثابت كنيد :      
M) الف N || A B || CD  
=+) ب A B CDM N 2  

Aموازي  دو نيم خط     )11 x   و By        را از دو سر پاره خط A B  نقـاط   . كنـيم   يك طرف آن رسم مي       و درM  و 
N           كنيم كه      را به ترتيب روي اين دو نيم خط طوري انتخاب مي+ =A M B N A B .   اگـرD   وسـط 

M Nكنيد زاويه  باشد، ثابت A DBقائمه است .          
A، خطي مـوازي ميانـه       BC روي ضلع    Dي دلخواه     ، از نقطه  ABCدر مثلث    )12 M    كنـيم تـا       رسـم مـي

AC و A Bها را به ترتيب در  يا امتداد آن  وN و Pثابت كنيد.  قطع كند:        
DP+) الف DNمقداري ثابت است .  
A=) ب P A B

A N AC
  

Aدر ذوزنقه    )13 BCD   از ،P       ي    ، محل برخورد اقطار، خطي موازي قاعـدهA B    كنـيم تـا دو سـاق          رسـم مـي
A D و BC را به ترتيب در E و Fثابت كنيد . قطع كند :        
E=) الف P P F  
=) ب +

E F A B C D
2 1 1  

الزاويه    در مثلث قائم   )14
∧

= °( A ) ABC90 پاي ارتفاع نظير رأس ،A را H ز هـاي وارد ا    و پاي ارتفـاعH 
A و ACبر اضلاع  B را به ترتيب E و Fنشان دهيد. ناميم  مي:        

A=) الف H B H .C H2  
A=) ب B B H .BC2  
=) ج +H B .H C A E .E C A F .F B  

Aالاضلاع    در متوازي  )15 BCD     خطي كه از ،A گذرد     ميB C ,B D    و امتداد C D      را به ترتيب در M 
A=:   نشان دهيد. كند  قطع ميL و Nو  M M N .M L2        

ACدو مربع    )16 E K   و A B F L     ي    الزاويه   را در خارج مثلث قائم
∧

= °( A ) ABC90 محل . سازيم   مي
Cخط     و محل برخورد دو پاره     P را   AC و   BEخط    برخورد دو پاره   F   و A B   را Q نـشان  . نـاميم    مي

            : دهيد
A=) الف P A Q  
A=) ب P B Q .C P2  

ABC  ،Aدر مثلث    )17 H باشد  ارتفاع مي. E و Fهاي وارد از   را به ترتيب پاي ارتفاعH بر اضلاع AC 
Aو  Bنشان دهيد. ناميم  مي  :BEH CFH=.          

  »ها تشابه مثلث« 
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  ) را در كتاب ببينيدتمريناتراه حل كامل اين ( تمرينات تكميلي
)=الزاويه    الساقين و قائم    مثلث متساوي  )1 AB AC ) ABC   ي    از نقطـه  .  مفروض اسـتD       واقـع بـر وتـر 

BC   عمودهاي ،DE   و DF   بر    را به ترتيب AC   و AB  اگر  . آوريم   فرود ميM ي وسط ضـلع      ه نقط
BCباشد، ثابت كنيد  :=ME MF          

ــث  )2 ــلع  ABCدر مثل ــر دو ض A، ب B و AC  ــث ــارج مثل ــائم ABC و در خ ــث ق ــهال ، دو مثل ي  زاوي
Aكنيم كه     الساقين طوري ايجاد مي     متساوي B   و AC  اگر رئوس اين دو مثلث را       . ها باشد    وترهاي آنD  و 

E بناميم و M وسط ضلع BCباشد، ثابت كنيد  :          
M=) الف D M E  
M⊥) ب D M E  

Aهاي    روي ضلع  )3 B   و AC    از مثلث ABC هاي     مربعABDE و ACKF  اگـر  . كنـيم   را رسـم مـي
M وسط ضلع BCباشد، ثابت كنيد  :          
E=) الف F A M2  
E⊥) ب F A M  

باشـيم     كنـيم كـه داشـته        طوري انتخاب مـي    ABC را درون مثلث     Pي    نقطه )4
∧ ∧

=P B A P C A.   پـاي 
A بر اضلاع    Pعمودهاي وارد از     B   و AC     را به ترتيب E   و F اگر  . ناميم   ميM     وسط ضـلع BC 
ME=:  باشد، ثابت كنيد MF          

A را به ترتيب روي امتداد اضلاع        E و   Dنقاط   )5 B   و AC  )    از طـرفC,B (     از مثلـثABC   طـوري 
BD=كنيم كه     انتخاب مي  CE       باشد و محل تقاطع امتدادهاي BC   و DE   را F ثابت كنيد . ناميم  مي :
=A B E F

A C D F
            

Aخطي كه از اوساط اقطار چهار ضلعي         )6 BCD گذرد، اضلاع      ميA B   و CD        را بـه ترتيـب در E   و F 
A=: ثابت كنيد. كند قطع مي E C F

B E D F
           

7( B H   و C K هاي مثلـث      ع   ارتفاABC  نقـاط   .  هـستندP   و Q        را بـه ترتيـب روي B H   و C K 
=باشيم  كنيم كه داشته طوري انتخاب مي = °APC AQB A=:  ثابت كنيد .90 P A Q      

)=الـساقين     در مثلث متساوي   )8 A B A C ) A BC  ،M      وسـط ضـلع BC   و H       پـاي عمـود وارد از 
M بر ضلع AC و N وسط M Hثابت كنيد. باشد  مي :⊥A N B H        

Aاگـــر .  منفرجـــه اســـتBي  ، زاويـــهABCثلـــث در م )9 H  ــدانيم كـــه  ارتفـــاع مثلـــث باشـــد و بـ

=A B B H( )
A C C H

:  ثابت كنيد2
∧ ∧

− = °B C 90          

Bتصاوير نقاط   . گذرد  ، خط دلخواهي مي   ABCهاي مثلث     رد ميانه ، محل برخو  Gاز   )10 ,A   و C    روي ايـن 
′خط را به ترتيب      ′B ,A   و ′C هـاي     نشان دهيد مجموع دو تـا از طـول        . ناميم   مي′ ′BB , AA   و ′CC 

            .است برابر سومي

  »تمرينات تكميلي« 
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  فصل دوم

  2ي مقدماتي  هندسه

  دايره و زوايا   2-1
هـا در    كنـيم بيـشتر بـه كـاربرد همـه آن            شويم و سعي مـي       نوع زاويه در دايره آشنا مي      5 در اين بخش با      :هدف بخش 
  : نوع زاويه عبارتند از5ين ا. يكديگر بپردازيم كنار
  زاويه مركزي )1
 زاويه محاطي )2
 زاويه داخلي )3
 زاويه خارجي )4
 زاويه ظليّ )5

  
  .اي است كه رأس آن روي مركز دايره و دو ضلع آن دو شعاع از دايره باشند  زاويه مركزي زاويه:تعريف

  
  .كزي نظير آن كماني زاويه مر  هر كماني از دايره بر حسب درجه برابر است با اندازه اندازه: تعريف

  
Aثابت كنيد اگر دو كمان      : 1-2مسأله   B   و CD   يكديگر برابر باشند، دو وتـر          از دايره باA B   و CD     نيـز برابـر 

             .خواهند شد و بالعكس
=: A B CDحكم   

    

O AB

O C D O O

AB C D

∧

∧ ∧ ∧

⎫
= ⎪

⎪⎪= ⇒ =⎬
⎪

= ⎪
⎪⎭

1

2 1 2    

 
  .اند يكديگر همنهشت دو مثلث به حالت دو ضلع و زاويه بين با  

∧ ∧ ⎫
= ⎪

⎪= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎪⎭

O O
OA OC OA B OCD A B C D
O B O D

∆ ∆1 2
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  . خواهد شدAB وصل كنيم، عمود منصف وتر AB ثابت كنيد اگر از مركز دايره به وسط كمان :2-2مسأله 

 
A وسط كمان C به Oاز نقطه    Bكنيم تا وتر   وصل ميA B را در Hقطع كند .  

∧ ∧

∧ ∧

⎫
= ⇒ = ⎪ =⎧⎪ ⎪= ⇒ = ⇒⎬ ⎨

⎪ ⎪ =⎩= ⎪⎭

AC BC O O AH BH
AO BO AO H BOH

H HO H O H

∆ ∆1 2

1 2
 

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧

⎫
+ = °⎪ ⇒ = = °⎬

⎪= ⎭

1 2
1 2

1 2

180 90H H
H H

H H
 

  . و هم منصف آن استAB هم عمود بر OHبنابراين  
  

  .اي است كه رأس آن روي محيط دايره و دو ضلع آن دو وتر از دايره باشند زاويه محاطي زاويه :تعريف
  

  .شود ه كه داخل زاويه قرار دارد گفته ميكمان در خور هر زاويه به كماني از داير: تعريف
  

          . اندازه هر زاويه محاطي برابر نصف كمان در خور آن است:1-2قضيه 
  

ABAPB = 2  
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        :ثابت كنيد . موازي استODبا شعاع AC وتر AB و قطر Oي به مركز   در دايره:3-2مسأله 
CD DB=  

 
⎫⇒ =
⎪
⎪

= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪
⎪= ⎭

22 2

AC || OD CAB DOB

CB CBCAB DB CB DB

DOB DB

 

Cپس كمان    B دو برابر كمان D Bيعني دو كمان    استCD و DBيكديگر برابرند  با.  
  

يكـديگر برابرنـد و       ها نيز با    هاي محصور بين آن      موازي باشند، كمان   CD و   AB ثابت كنيد اگر دو وتر       :4-2مسأله  

             .بالعكس

 
:=  حكم AC BD  

∧ ∧

∧

∧

⎫
⎪⇒ =
⎪
⎪= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪
⎪

= ⎪
⎭

1 1

1

1

2 2 2

2

AB || C D B C

AC AC BDB AC BD

BDC

 

  .شود اي است كه به خود شما واگذار مي اثبات عكس مسأله نيز كار ساده  
  

گـذرد،    مـي A از خط دلخواهي كـه . اند يكديگر مماس داخل    بر A   در نقطه  ′O و   O دو دايره به مراكز      :5-2مسأله
||OC: ثابت كنيد. كند  قطع مي′C و Cدواير را در  O C′ ′          
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ي   باشـند سـه نقطـه     ) يـا خـارج       داخل( يكديگر مماس      بر A  اي مثل   در نقطه  O′ و   O هر گاه دو دايره به مراكز        :لم

O،′O و Aست قرار دارندايك خط ر بر روي. ( اند  هم خط(.         

 
 A بـه    O′ و   Oي    كنيم و از دو نقطـه        بر هر دو دايره مماس است رسم مي        Aي     را كه در نقطه    dخط  : اثبات لم 

  كنيم وصل مي
⊥ ⎫ ′⇒⎬′ ⊥ ⎭

OA d
OA || O A

O A d
  

  . هم خط هستندA و O ،′Oي  پس سه نقطه  
         .اند  هم خطA و O ،′O بنابر لم بالا در اين مسأله نيز :اثبات مسأله

  
∧

∧

⎫
= ⎪

′ ′⎪ ′ ′⇒ = ⇒ =⎬
⎪′ ′

= ⎪
⎭

2
2 2

2

BCA
BC B C BC B C

B CA

 

⎫
= ⎪

⎪′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒⎬
⎪
⎪′ ′= ⎭

COB BC

C ' O' B ' B C COB C ' O' B ' OC || O C

BC B C

 

  .شود اي است كه از برخورد دو وتر در داخل دايره حاصل مي زاويه داخلي زاويه: تعريف
يكي كماني كه داخل خودش قرار دارد و ديگري كمـاني كـه داخـل                 . داخلي داراي دو كمان در خور است        هر زاويه : نكته

  .اويه قرار داردزاويه متقابل به رأس با آن ز
  

         . هر زاويه داخلي برابر نصف مجموع كمان درخورهاي آن است  اندازه:2-2قضيه
∧ +=1 2

A D B C: Pحكم   
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از آنجا كه   
∧
P1زاويه خارجي مثلث  PDBاست خواهيم داشت  :  

 

∧ ∧ ∧

∧ ∧

∧

⎫
⎪= +
⎪

+⎪= ⇒ = + =⎬
⎪
⎪

= ⎪
⎭

1

12 2 2 2

2

P D B

BC BC AD AD BCD P

ADB

 

  :يكديگر را روي دايره نيز قطع كنند كه در اين حالت نيز خواهيم داشت ممكن است دو وتر  
    

  
∧ += =1 2 2

AP PC APCP 

  
  

 باشـد، ثابـت     ABC با دايره محيطي مثلـث       AD محل برخورد    E و   Aي     نيمساز زاويه  AD اگر   :6 -2مسأله  

BDE: كنيد ABE=             

    

∧

∧

∧ ∧

⎫
= ⎪

⎪
⎪⎪= ⇒ =⎬
⎪
⎪

= ⎪
⎪⎭

1

2

1 2

2

2

BEA

CEA BE CE

A A

  

                      

+ ⎫= ⎪
⎪

+ ⎪= ⇒ =⎬
⎪
⎪=
⎪⎭

2

2

AC C EABE

AC B EBDE ABE BDE

BE CE

  

  .آيد دو وتر در خارج دايره بوجود مياي است كه از برخورد امتداد   خارجي زاويه  زاويه:تعريف
  .هر زاويه خارجي نيز دو كمان در خور دارد كه هر دو در داخل زاويه قرار دارند: نكته

  

AD . اندازه هر زاويه خارجي برابر است با نصف تفاضل كمان درخورهايش:3-2قضيه BCP −= 2       
  . شود ت كه به خود شما واگذار مياثبات اين قضيه نيز مشابه قضيه قبل اس  
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  . را رسم كرده و به حكم نيز دقت كنيدBDخط : راهنمايي

 
 

         . را بيابيدy و xهاي   باشد، اندازه كمان40 برابر P اگر اندازه زاويه  :7-2مسأله

 
∧ −= = ⇒ − =x yP x y40 802  

⎧ − =⎪ ⇒ = ⇒ = =⎨
+ =⎪⎩

,x y
x x y

x y

80 2 440 220 140
360

 

يك ضلع آن وتـري از دايـره و ضـلع ديگـر آن خطـي                  اي است كه رأس آن روي محيط دايره،         زاويه ظليّ زاويه  : تعريف
  .مماس بر دايره باشد

  .كند و در نقطه مماس بر شعاع دايره عمود است  را قطع مييك نقطه دايره خط مماس تنها در: نكته
  

          .اندازه هر زاويه ظليّ برابر است با نصف كمان درخورش: 4-2قضيه 
  .يكديگر برابرند  باC و P1كنيم دو زاويه  كنيم و ثابت مي  را رسم ميPقطر گذرنده از  

   902
PCA

∧
= = °  

   

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧

⎫
⇒ + = ° ⎪ ⇒ =⎬

⎪+ = ° ⎭

C P
P C

P P

2
1

1 2

90

90
 

   1

1

2
2

PAC PAP

C P

∧
∧

∧ ∧

⎫
= ⎪⎪ ⇒ =⎬

⎪
= ⎪⎭
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     : يره مماس باشد، ثابت كنيد نيز بر داT بوده و در نقطه AB موازي وتر CD اگر خط :8-2مسأله

AT BT=  

2 2 2

2

A B || C D ABT BTD

AT AT B TABT AT B T

B TBTD

⎫
⎪⇒ =
⎪
⎪= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪
⎪

= ⎪
⎭

  

  
چهارضلعي محيطي چهارضـلعي    .( ثابت كنيد در هر چهارضلعي محيطي مجموع اضلاع روبرو با هم برابرند            :9-2مسأله  

           )يك دايره مماس باشند است كه تمام اضلاع آن بر
 
 
 

+ = +AB DC AD BC :حكم       
 

  
 
 
  

           .يكديگر برابر است يك نقطه بر دايره با هاي مرسوم از طول مماس: لم

 
  

  :اثبات لم

2

2

ABA
A B

ABB

∧

∧ ∧

∧

⎫
= ⎪⎪⇒ =⎬

⎪= ⎪⎭

  

  .يكديگر برابرند  باPB و PA متساوي الساقين بوده و دو ساق PABبنابراين مثلث   
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  :بنابر لم فوق خواهيم داشت  : مسألهاثبات 
= = = =AE AM , BE BN , CF CN , DF DM  

  : با جمع كردن طرفين تساويهاي فوق داريم  
+ = +AB CD AD BC  

  
Tاند و           كديگر مماس خارج  ي   بر A دو دايره در نقطه      :10-2 مسأله T ثابت كنيـد    .هاست  س مشترك خارجي آن    مما ′

TATمثلث             . قائم الزاويه است′

 
  

T′كنيم تا      رسم مي  Aمماس مشترك داخلي دو دايره را در نقطه          T    را در M  هـر دو  كـه  از آنجا  .  قطع كند
  :كديگر برابرند داريمي زاويه ظليّ با كمان درخور مشترك با

2
ATMAT ' MT ' A α′

= = =  

2
ATMAT MTA β= = =  

  :بنابراين.  است180 برابر ATT′مجموع زواياي داخلي مثلث   
∧ ∧ ∧

′+ + = ⇒ + + + =T T A ( )β α β α180 180    

                               
∧

⇒ + = ⇒ + = ⇒ =( ) Aβ α β α2 180 90 90     
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
TA=: نشان دهيد. كنيم مي را بر دايره رسم PAB و قاطع PT مماس P از نقطه   )1 . PT TB . PA  

 
 را امتـداد  AA′ارتفـاع  . كننـد   قطـع مـي  Hيكـديگر را در     ABC از مثلـث     BB′ و   AA′ ارتفاع هـاي      )2

H نيمساز زاويـه     BCثابت كنيد ضلع    .  قطع كند  D را در    ABCدهيم تا دايره محيطي مثلث        مي B D 
             .است

 گذشـته و    Pكنيم كه از نقطـه         رسم مي  دو خط دلخواه طوري   . اند  كديگر مماس خارج  ي   بر P دو دايره در نقطه       )3
AC: نشان دهيد.  قطع كنندD و C و ديگري در B و Aكي در ي دواير را || BD         

. قطع كنـد Eدهيم تا دايره محيطي مثلث را در نقطه   را رسم كرده و امتداد مي  ABC از مثلث    ADنيمساز    )4
  :نشان دهيد

AB=) الف   . AC AD . AE           
CE=) ب   AE . DE2  

كـديگر را در  ي  وF و E دايره محيطي مثلث را به ترتيـب در  ABC از مثلث B و   A اگر نيمساز زواياي      )5
Iثابت كنيدقطع كنند ، := =CE BE IE           

گذرانيم تا دو دايره   ميBخط دلخواهي از . كنند طع مي قB و Aكديگر را در ي O2 و O1 دو دايره به مراكز   )6

AE: ثابت كنيد. قطع كند F و Eرا در  F ~ AOO
∆ ∆

1 2           
 Aكنـيم و خطـي از     را انتخاب ميAنقطه ) Cنزديك به  ( O از نيم دايره به مركز CDروي امتداد قطر      ) 7

AB= قطع كنـد بطـوري كـه         E و   Bدايره را در دو نقطه        گذرانيم تا نيم   مي DO .   اگـر
∧

=EOD 45 
             . را بيابيدAباشد، اندازه زاويه 

 Aقطري از دايره محيطي مثلـث را كـه از           . كنيم   را رسم مي   ABC از مثلث    AD و نيمساز    AH ارتفاع    )8

 زاويه ADنشان دهيد . ناميم ميA′كنيم و انتهاي ديگر قطر را  ميگذرد رسم  مي
∧

′HAAكند  را نصف مي.  
 

BCكنيم كه      را طوري انتخاب مي    D و   Cه   دو نقط  ABاي به قطر      دايره    روي نيم   ) 9 CD= از نقطه  .  باشد
D    عمودي بر CD  كنيم تا   خارج ميAC را در Fاگـر محـل برخـورد    .  قطع كندAC و BD را E 

AF=: بناميم، نشان دهيد FE           
 1 و   A  ،′B′هيم تا دايـره محيطـي مثلـث را در نقـاط             د   را رسم كرده و امتداد مي      ABCهاي مثلث      ارتفاع  )10

ها، نيمـسازهاي زوايـاي مثلـث          همرس باشند، نشان دهيد ارتفاع     Hي    هاي مثلث در نقطه     اگر ارتفاع . قطع كنند 
′ ′ ′A B Cهستند .             
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 خط ممـاس بـر دايـره محيطـي          ،شود مي رسم   AC به موازات ضلع     ABC از مثلث    B رأس خطي كه از      )11
 AB به موازات ضـلع      ABC از مثلث    C رأسكند و خطي كه از       مي قطع   B′ي    را در نقطه   Cمثلث در   

: ابـت كنيـد  ثكنـد   مـي  قطـع  C′ ي  را در نقطـه B خـط ممـاس بـر دايـره محيطـي مثلـث در           ،شـود  ميرسم  
′ ′=BC CB .BC2             

 N از دايـره را  ABكنيم و تـصوير آن بـر روي قطـر     مي انتخاب  O را روي دايره اي به مركز        P ي   نقطه  )12
 دايـره را در نقطـه ديگـري         AQكنيم اگر    مي جدا   AN2 را برابر    PQ پاره خط    POناميم روي شعاع     مي

3AOR  : ثابت كنيد، قطع كندRمانند  AOP=           
كنـيم تـا ايـن       مـي  را رسم    CABˆ ي   و نيمساز زاويه   ACوتر دلخواه   .  مفروض است    ABدايره اي به قطر       ) 13

 Dشـود را در   مـي  بر دايـره رسـم   B ي  و مماسي كه در نقطهH و دايره را در F را در  BCنيمساز وتر   
=: ثابت كنيد . قطع كند  =FH DH , BD BF           

ــره   ) 14 )ســه داي O ) ,( O ) ,( O )3 2 ــه 1 ــاط  دو ب Fدو در نق ,E ,D  ــد ــارج ان ــاي .  ممــاس خ ــداد ه امت
DF ,DE دايره ( O B را در نقاط 1( ,A ثابت كنيد.كنند مي قطع :         

)ره ي قطر داAB) الف   O     . است1(
)2خط المركزين دو دايره ) ب   O )3 و ( O   . استABموازي  (

)دو دايره     ) 15 O ) ,( O )2 ) بـر روي دايـره       Bاه  از نقطه دلخو  . كديگر مماس خارج اند   ي   بر A در نقطه    1 O )1 
) را بر دايره   BDمماس   O )كنيم تا دايره  مي رسم 2( O  BAاگر امتداد پـاره خـط   .  قطع كندC را در 1(
)دايره  O          . استCAF نيمساز زاويه AD ثابت كنيد ، قطع كندF را در 2(
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  قوت نقطه نسبت به دايره  2-2
اساسي نقطه نسبت به دايره كه كاربرد وسيعي در         كي از خواص    ي   در اين بخش اشاره اي خواهيم داشت به        :هدف بخش 

ا خـارج از دايـره باشـد بـه     ي ـ قوت نقطه نسبت به دايره بسته به اينكه نقطه داخل       .حل مسايل مرتبط با دايره دارد     
  .شويم  ميدر زير با اين مفاهيم آشنا . كديگر ندارندي شود كه البته تفاوت چنداني با ميشكل هاي متفاوتي تعريف 

  
CD دو وتر دلخواه     C در داخل دايره     Pاز نقطه    : 11-2 همسأل ,AB   ثابـت كنيـد حاصـل ضـرب         .گذرانيم مي را 

           .كديگر برابر استي قطعات جدا شده روي هر وتر با

  
:حكم =AP.PB CP.PD  

2

2

ADACD ABD
AP CPAPC ~ BPD AP.PB CP.PD
PD PBCBCAB CDB

∆ ∆
⎫

= = ⎪⎪ ⇒ ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= = ⎪⎭

 

MNحال اگر دو وتر دلخواه  ,EF را نيز از P توانيم نتيجه بگيريم مي بالا مسأله بگذرانيم با توجه به:  

  
= ⎫

⎪= ⇒ = = =⎬
⎪= ⎭

AP.PB CP.PD
AP.PB EP.PF AP.PB CP.PD EP.PF MP.PN
AP.PB MP.PN

      

 بگذرد با هم برابر و مقداري ثابت است كه بـه ايـن مقـدار                Pحاصل ضرب قطعات روي هر وتري كه از نقطه          :  نتيجه
Pگوييم و به صورت  مي C ي  نسبت به دايرهP ي  قوت نقطه،ثابت

CP دهيم مي نمايش.  
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         . را بيابيدCQه مقادير داده شده طول پاره خط در شكل زير با توجه ب : 12-2مسأله
 

 
  

3 2 4 3 2 8 8B
C ( O )P a ( a ) a a a= × = × + ⇒ = + ⇒ =  

+= × = × + ⇒ × = + ⇒ =C
C ( O )

aP a CQ ( a ) a CQ a CQ
a

4 84 2 4 8  

× +
⇒ = =( )CQ 4 8 8 58  

 
گـذرانيم بطـوري كـه دايـره را در نقـاط              دو خـط دلخـواه مـي       C در خـارج از دايـره        P ي   از نقطـه    :13-2 مسأله

D ,C ,B ,Aثابت كنيد. د ن قطع كن :PA.PB PC.PD=         
 

 
  

⎫
= = ⎪ ⇒ ⇒ = ⇒ =⎬

⎪= ⎭

BDPAD PCB PA PDADP ~ BCP PA.PB PC .PD
PC PB

P P

∆ ∆
2  
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N را در نقاط     C بگذرانيم كه دايره     Pحال اگر دو خط دلخواه ديگر نيز از          ,M ,F ,E     قطع كنند با توجه 
  :توانيم نتيجه بگيريم مي بالا مسألهبه 

  
= ⎫

⎪= ⇒ = = =⎬
⎪= ⎭

PA.PB PC .PD
PA.PB PE .PF PA.PB PC .PD PE .PF PM .PN
PA.PB PM .PN

      

  
 همـواره برابـر و      ، از نقاط تقاطع آن خط با دايره       P حاصل ضرب فواصل نقطه      Pبراي تمام خطوط گذرنده از       : نتيجه

Pگـوييم و بـه صـورت         مـي  C نسبت بـه دايـره       P قوت نقطه    ،مقداري ثابت است كه به اين مقدار ثابت       
CP 

  .دهيم مينمايش 
  

   . بر دايرهP در خارج از دايره نسبت به دايره برابر است با مربع طول مماس مرسوم از P ي  قوت نقطه :5-2قضيه 

 

 
  

PA.PB= :حكم PT 2  

⎫
= = ⎪⇒ ⇒ = ⇒ =⎬

⎪= ⎭

TATBA ATP PA PTAPT ~ BTP PT PA.PB
PT PB

P P

∆ ∆ 22  
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y در شكل مقابل مقادير  :14-2 مسأله ,xبيابيد را .           

  
= × = × ⇒ = ⇒ =B

CP x x x4 2 10 4 20 5  

= + + = ⇒ + = ⇒ =A
CP y ( y x ) y ( y ) y24 6 9 36 3  

  
) از مركـز دايـره     P نسبت به دايره برابر است با تفاضل مربع فاصله نقطـه             P قوت نقطه     :6-2قضيه   d  و مربـع  (

)ايره شعاع د r ).             

  
  

  .  خارج از دايره باشدPگيريم كه نقطه  ميابتدا حالتي را در نظر 
= −P

C ( O )P d r2   حكم : 2
  :ث داريم قائم الزاويه است طبق قضيه فيثاغورOTPدر اين حالت از آنجا كه مثلث 

= + ⇒ = − = P
C ( O )d r PT PT d r P2 2 2 2 2 2  

گيريم و با استفاده از اتحـاد    ميگذرد در نظر     مي P را كه از نقطه      AB داخل دايره باشد قطر      Pدر حالتي كه    
−: كنيم  ميمزدوج ثابت  =r d PA.PB2 2           

  
− = − + = − + =r d ( r d )( r d ) ( OA OP )( OB OP ) PA.PB2 2  

  

  »قوت نقطه نسبت به دايره« 
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C ي  نسبت به دايرهP ي  قوت نقطه:جمع بندي  ( O        :توان نشان داد ميك از شكل هاي زير ي  را به هر(
= = = −P

C ( O )P PA.PB PT d r2 2 2  

  
  

)C ي  نسبت به دايرهP ي  در چه صورتي قوت نقطه :15-2 مسأله O        برابر صفر خواهد بود؟(
= − = ⇒ = ⇒ =P

C ( O )P d r d r d r2 2 2 2  
بـر شـعاع دايـره     از مركز دايـره برا P ي  نقطهي  در صورتي صفر خواهد شد كه فاصله      P ي  بنابراين قوت نقطه  

  . روي محيط دايره باشدP ي باشد به عبارت ديگر زماني كه نقطه
  

N در چه صورتي قوت دو نقطه متفاوت  :16-2 مسأله ,Mي  نسبت به دايره C( O     مساوي خواهد بود؟(

 

 
  

= ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =M N
C ( O ) C ( O ) m n m n m nP P d r d r d d d d2 2 2 2 2 2  

كسان باشد و همچنـين     ي   آن ها از مركز دايره     ي  ك دايره برابر است كه فاصله     ي  پس زماني قوت دو نقطه نسبت به      
  . بيشتري از مركز دايره داشته باشدي اي بزرگتر است كه فاصله قوت نقطه
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
 M را در    AD دايره اي رسم كرده ايم تا ساق قائم          ABCD قائم الزاويه    ي   از ذوزنقه  BCبه قطر ساق      ) 1

=اگر .  قطع كند Nو  =CD ,AB7 AM باشند مقدار 3 .MDرا بيابيد .         
′ ي  دو دايره   ) 2 ′C ( O ) ,C ( O N در نقاط    ( ,M    ثابـت كنيـد امتـداد خـط          . متقـاطع انـد MN   ممـاس 

           .كند ميمشترك خارجي دو دايره را نصف 
C ي  در خارج دايره  A دلخواه   ي   از نقطه   )3 ( O  را E ي كنـيم و نقطـه   مـي  را بر دايـره رسـم   AB مماس (

AB=گيريم كه    ميطوري در نظر     AEاگر . باشد D محـل برخـورد   ،خـواه روي دايـره باشـد    نقطـه اي دل 
AD     با دايره را C     هاي    ناميده و محل برخورد خطEC ,ED       با دايره را به ترتيب F ,G ثابت  .ناميم مي 
AE: كنيد  || FG             

  »قوت نقطه نسبت به دايره« 
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  چهارضلعي هاي محاطي  2-3
خواص مهم چهارضلعي هاي محاطي باعث شده تا اين نوع از چهارضلعي هـا كـاربرد وسـيعي در انـواع                      : هدف بخش 
 در اين بخش به     ،به همين دليل و همچنين آميختگي اين مبحث با دو بخش قبلي           .  هندسه داشته باشند     سؤالات

  .دشو ميبررسي خواص مختلف آن پرداخته 
  

B دلخواه   ي  دو نقطه  : 17-2مسأله ,A  توان رسـم كـرد بـه طـوري كـه از هـر دو نقطـه                  مي چند دايره    . مفروض اند

             بگذرند؟
 مركز دايره اي باشد كه چنين خاصيتي را داشـته باشـد             O اگر   –بينهايت دايره   
Bكه از     اين است  Oتنها خاصيت    ,A  ك فاصله است و به عبارت ديگر       ي    به

O        نقطه اي روي عمود منصف پاره خطAB اگـر هـر نقطـه روي     پس . است
 Oدر نظـر بگيـريم دايـره اي بـه مركـز      O را به عنـوان  ABعمود منصف   

Bحاصل خواهد شد كه از  ,Aگذرد مي.  
  
  
  

  .گذرد مي مفروض بينهايت دايره ي از هر دو نقطه : نتيجه
  
  
  

C غير هم خط     ي   سه نقطه   :18-2 مسأله ,B ,Aتوان رسم كرد به طوري كه از هر سـه   مي چند دايره . مفروض اند

            نقطه بگذرند؟
 قبـل از    مسأله مركز دايره فرضي باشد كه چنين خاصيتي را داشته باشد طبق توضيحات              O اگر   –ك دايره   ي  فقط و فقط  

Bآنجا كه دايره از نقاط   ,A ي گذرد نقطه مي O روي عمود منصف پاره خط AB قرار دارد و از طرف ديگر 
Cاز  چون دايره    ,A   گذرد   مي نيزO       روي عمود منصف پاره خط AC    پـس    .ار دارد  نيـز قـر O    بايـد روي 

ACمحل تقاطع عمود منصف هاي  ,ABقرار داشته باشد .           
 
 

  = ⎫
⇒ = =⎬= ⎭

OA OB
OA OB OC

OA OC
 

ك ي ـ  ،  ك نقطـه بيـشتر نيـست      ي  از آنجا كه محل تقاطع دو عمود منصف         
  .ك دايره بيشتر وجود نداردي ره و بالاخOنقطه 
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 ABC محيطـي مثلـث      ي  گذرد كه به ايـن دايـره دايـره         ميك دايره   ي   غير هم خط دقيقا    ي  ز هر سه نقطه    ا  :1نتيجه  
  .شود ه مي نشان دادOهاي اضلاع مثلث است كه با  و مركز آن نيز محل برخورد عمود منصف. گويند

  
  . نيز قرار خواهد داشت BC  روي عمودمنصفOي   نقطه:2نتيجه 

= ⎫
⇒ =⎬= ⎭

OA OB
OB OC

OA OC
 

  .ك نقطه همرس اندي به عبارت ديگر عمودمنصف هاي اضلاع هر مثلث در  
  

c و   ABC محيطي مثلث    ي   شعاع دايره  Rاگر  )  سينوس ها    ي  قضيه (  :19-2 مسأله ,b ,a     طول اضلاع متنـاظر 

a:  ثابت كنيد ،رئوس آن باشد b c Rˆ ˆ ˆsin Bsin A sinC
= = =2         

 
Cدر مثلـث قـائم الزاويـه        . ناميم مي C′را   را رسم كرده و روبروي قطري آن         C رأسقطر گذرنده از       ' BC 

  :داريم

2
2

2

BC aˆsinC
CC R aˆsin A

RBCˆ ˆC A

⎫′ = = ⎪′ ⎪ ⇒ =⎬
⎪′ = = ⎪⎭

 

Cبه همين ترتيب حكم براي رئوس    ,B شود مي نيز اثبات.  
  .اربرد وسيعي دارد سينوس ها در حل مسايل هندسي كي توجه داشته باشيد كه قضيه  

  
D دلخواه   ي   چهار نقطه   :20-2 مسأله ,C ,B ,A  توان رسم كرد بـه طـوري كـه از هـر             مي چند دايره    . مفروض اند

  چهار نقطه بگذرند؟
دلخواه صادر كرد چرا كه براي برخي ) چهار ضلعي(قطعي براي هر چهار نقطه     ميتوان حك  ميدر اين حالت ديگر ن    

تـوان چنـين دايـره اي رسـم كـرد امـا بـراي برخـي                  مـي هرگـز ن  ) در صورتي كه مربع نباشـد     (ها مانند لوزي     عيچهارضل
  .شود ميافت ي  مانند مربع و مستطيل همواره چنين دايره ايها چهارضلعي

لعي ا به عبـارتي چهارض ـ    ي   آن گذراند  رأس چهارضلعي محاطي چهارضلعي است كه بتوان دايره اي از هر چهار             :تعريف  
  .كه بتوان آن را در دايره اي محاط كرد
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     .كديگر برابرندي  ك ضلع باي   اگر قطرها را رسم كنيد هر دو زاويه رو به، در هر چهارضلعي محاطي :7-2قضيه 
  

   
2

2 1
1

2

2

DCÂ
ˆ ˆA B

DCB̂

⎫
= ⎪⎪ ⇒ =⎬

⎪= ⎪⎭

 

  
  

1: و به همين صورت خواهيم داشت    2ˆ ˆA D= ،1 2 1 2ˆ ˆˆ ˆC B , D C= =  
  

 ،كديگر برابـر باشـند    ي  ك ضلع با  ي   اگر دو زاويه رو به     ،در هر چهار ضلعي كه قطرهاي آن رسم شده است          : عكس قضيه 

             .چهارضلعي محاطي است
1محاطي   1ˆ ˆC B ABCD= ⇒ 

  
  

D رأسين دايـره اي كـه از سـه           محـاطي نباشـد بنـابرا      ABCDكنيم چهارضلعي    ميابتدا فرض    ,B ,A 
از آنجـا كـه چهارضـلعي       . نـاميم    مـي  E را   DCمحل تلاقي دايره با ضـلع       .  نخواهد گذشت    C ي  گذرد از نقطه   مي

ABEDاطي است داريم مح:  

         1 1
1 1

1 1

ˆ ˆE B ˆ ˆC E
ˆ ˆ: C B

⎫⇒ = ⎪ ⇒ =⎬
= ⎪⎭

 

1از آنجا كه هرگز ممكن نيست        1ˆ ˆC E=   عني دايره محيطي  ي  پس به تناقض رسيده ايم    ) چرا؟( باشدABD  از 
C گذشته و چهارضلعي ABCDمحاطي است .  

گويند كه در آن براي اثبات درستي حكم خلاف          مياين نوع از استدلال را كه در بالا بكار گرفته شده برهان خلف              : نكته  
  .رسند ميك تناقض ي  و خلاف حكم بهمسألهحكم را در نظر گرفته و با استفاده از مفروضات 

  

 طبق فرض
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BB اگر دو ارتفاع      :21-2 مسأله ,AA′  دايره محيطي مثلث را     ′AA و ارتفاع    Hكديگر را در    ي  ABC از مثلث    ′

'HBA:  ثابت كنيد ، قطع كندDدر  A' BD=           

  
:حكم =ˆ ˆB B1 2  

2 1
1 2

1 1

90

2

ˆˆAB ' B AA' B AB A B B A
ˆ ˆB BCDˆB̂ A

⎫′ ′= = ⇒ ⇒ =
⎪ ⇒ =⎬

= = ⎪
⎭

 

  

         .كديگرندي در هر چهار ضلعي محاطي زواياي رو به رو به هم مكمل : 8-2قضيه 
حكم    + =ˆ ˆ: A C 180       

3602 1802 2
2

BCDÂ
BCD BADˆ ˆA C

BADĈ

⎫
= ⎪ +⎪ ⇒ + = = =⎬

⎪= ⎪⎭

  

+: توان نتيجه گرفت  ميو به همين ترتيب    =ˆ ˆB D 180  
  

         . چهارضلعي محاطي است،كديگر مكمل باشندي  در هر چهارضلعي كه دو زاويه روبرو به:يه عكس قض
+محاطي = ⇒ˆ ˆA C ABCD180  

  
  

 محاطي
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 محاطي نباشد در اين صـورت دايـره اي          ABCDكنيم چهارضلعي    ميفرض  . كنيم   مياز برهان خلف استفاده     
D رأسكه از سه     ,B ,A ي  گذرد از نقطه   مي C    محل برخورد دايره با     .  نخواهد گذشتDC   را E از . نـاميم  مي

  : محاطي است داريمABEDآنجا كه چهارضلعي 

                 
⎫⇒ + = ⎪ ⇒ = ⇒⎬

+ = ⎪⎭

ˆ ˆA E ˆÊ C BE || BC
ˆ ˆ: A C

1
1

180
180

 

BEو از آنجا كه هرگز دو خط         ,BC           عنـي چهارضـلعي     ي   موازي نيستند پس بـه تنـاقض رسـيده ايـمABCD 
  .محاطي است

  
+كديگر باشند ي  ك چهارضلعي دو زاويه روبرو مكمل     ي  طبق استدلال زير چنانكه در     : نكته =ˆ ˆ( A C )1  هر كدام   180

ˆ=از دو زاويه با زاويه خارجي زاويه ديگر برابر خواهد بود  ˆ( C A          . و بالعكس2(
 
 

                       
⎫+ = ⎪ ⇒ =⎬

+ = ⎪⎭

ˆ ˆ: A C ˆ ˆA C
ˆ ˆA A

1
2

1 2

180
180

 

  
 
 
 

  .كسع روبروي آن برابر است و بالي  خارجي زاويهي در هر چهارضلعي محاطي هر زاويه با زاويه:  نتيجه
  

D ي   غير متقاطع در چهار نقطه     ي   چهار دايره   :22-2مسأله ,C ,B,A  كديگر مماس خارج اند به طوري كه هر        ي    بر

         . محاطي استABCDثابت كنيد چهارضلعي . ر خود مماس است مجاوي كدام بر دو دايره

  

 طبق فرض

 فرض
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Dي مشترك دواير را در نقـاط        ها  مماس ,C ,B ,A    روبـرو  ي كنـيم دو زاويـه     مـي كنـيم و ثابـت       مـي  رسـم 
  :ي هستند داريماز آنجا كه هر كدام از اين زوايا ظلّ. كديگرند ي كديگر در چهارضلعي مكملي به

1
1 1

1

2

2

ADÂ
ˆ ˆA D

ADD̂

⎫
= ⎪⎪ ⇒ =⎬

⎪= ⎪⎭

 

2:و به همين ترتيب داريم    2 1 1 2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆC D , C B , A B= = =  
  :كديگر خواهيم داشتي ساوي بالا بابا جمع كردن طرفين چهار ت  

⎫+ = + ⎪ ⇒ + = + =⎬
+ + + = ⎪⎭

ˆ ˆ ˆ ˆA C B D ˆ ˆ ˆ ˆA C B D
ˆ ˆ ˆ ˆA C B D

180
360

  

PE عمودهـاي    ABC از مثلـث     AH بر روي ارتفـاع      P دلخواه   ي   از نقطه   :23-2مسأله ,PD      را بـر اضـلاع 

AC ,AB ثابت كنيد چهارضلعي .آوريم مي فرود BDECمحاطي است .         

 
  :دهيم  مي نشان BDECبراي اثبات محاطي بودن چهارضلعي   

:حكم معادل =ˆ ˆB E1  

⎫+ = ⇒ ⇒ = ⎪ ⇒ =⎬
+ = ⇒ ⇒ = ⎪⎭

ˆ ˆBHP BDP BDPH B P ˆ ˆB E
ˆ ˆADP AEP ADPE E P

1
1

1 1

180
180

 

  
         .كديگر برابر است ي هر چهارضلعي محاطي حاصل ضرب قطعات روي هر قطر با در  :9-2 ي قضيه

ــه     ــوت نقط ــه ق ــا ك ــي    P ي  از آنج ــه راحت ــت ب ــت اس ــره ثاب ــه داي ــسبت ب ــي ن ــت   م ــه گرف ــوان نتيج : ت
=AP.PC BP.PD  

 

محاطي
محاطي
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  . چهارضلعي محاطي است،كديگر برابر باشدي ر قطر با چهارضلعي كه حاصل ضرب قطعات روي ههردر : عكس قضيه
 

 
 

: فرض =AP.PC BP.PD  
:حكم ABCD  محاطي

 
  

=: دهيم  مي نشان ABCDبراي اثبات محاطي بودن چهارضلعي    ˆB̂ C1 1  
⎫= ⇒ = ⎪ ⇒ ⇒ =⎬
⎪= ⎭

AP BPAP.PC BP.PD ˆˆPD PC APB ~ DPC B C
ˆ ˆP P

∆ ∆
1 1

1 2
 

نشان دهيد حاصـل    .  قطع كنند  H ي  كديگر را در نقطه   ي   را رسم كرده ايم تا     ABCي مثلث   ها  ارتفاع : 24-2 سألهم
           .كديگر برابر استي ضرب قطعات روي هر ارتفاع با

  
 
:حكم ′ ′ ′= =AH .HA BH .HB CH .HC  

′ ′ ′ ′= = ⇒ˆ ˆC B BC B C1 1 90 محاطي ′ ′⇒ =CH .HC BH .HB ( )1  
′ ′ ′ ′= = ⇒ˆ ˆA B AB A B1 2 90 محاطي ′ ′⇒ =AH .HA BH .HB ( )2  

)1(و ) 2(   AH .HA BH .HB CH .HC′ ′ ′⇒ = =  
  

) اگر امتداد دو ضلع روبه رو        ،ABCD در چهارضلعي محاطي      :10-2قضيه   AB ,CD  قطـع   Pگر را در    كـدي ي  (
PA.PBكند  PC.PD=خواهد بود و بالعكس .           

  
  .شود مي قبل است كه به خود شما واگذار ي اثبات اين قضيه نيز مشابه قضيه  

  »هاي محاطي ارضلعيچه« 
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PE عمودهـاي    ABC از مثلـث     AH بر روي ارتفـاع      P دلخواه   ي   از نقطه  :25-2 مسأله ,PD      را بـر اضـلاع 

AC ,AB ثابت كنيد چهارضلعي . آوريم  مي فرودBDECمحاطي است .         
    

 
  

  :دهيم ميبراي اثبات حكم نشان 
:حكم معادل =AD.AB AE .AC  

+ = ⇒ˆ ˆBDP BHP BDPH180 محاطي ⇒ =AD.AB AP.AH ( )1  

+ = ⇒ˆ ˆCHP CEP CHPE180 محاطي ⇒ =AE .AC AP.AH ( )2  
)1(و ) 2(   AD.AB AE .AC⇒ =  

  
توان محاطي  ميز اين پنج خاصيت توان نام برد كه از هر كدام ا ميدر هر چهارضلعي محاطي پنج خاصيت :  جمع بندي

         :ك چهارضلعي را نتيجه گرفت كه اين پنج خاصيت عبارتند از ي بودن
  

محاطي

1 1

2

1
2 180
3
4
5

ˆ ˆ) A B
ˆ ˆ) A C
ˆ ˆ) D B

) AP.PC BP.PD
) P A.P D P B .P C

⎧ =
⎪
⎪ + =
⎪

⇔ =⎨
⎪ =⎪

′ ′ ′ ′⎪ =
⎩
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
Cي   دو دايره   ) 1 ,C2 B در نقاط    1 ,A    ي  نقطه.  متقاطع اند M     را روي خط AB    گيريم و دو خط     مي در نظر

F را در    C1 ي  كي دايره ي  گذرانيم تا  مياز آن    ,E   ي   و ديگري دايره C2   در  راQ ,Pثابـت كنيـد   .  قطع كند
E ي چهار نقطه ,F ,Q ,Pاند  هم دايره.           

PNناميم و دو وتر      مي P را   AB وسط كمان    ي  نقطه.  مفروض است    C ي   از دايره  ABوتر    ) 2 ,PM  را 
E را به ترتيب در      ABكنيم كه    ميچنان رسم    ,D  ثابت كنيد چهارضـلعي     .  قطع كندDENM   محـاطي 

             .است
D ي  دو نقطه   ) 3 ,C     به قطر    ي   را طوري روي نيم دايره AB   كنيم كه    مي انتخابBC CD=  باشـد . P  را 

ACگيريم و محل تلاقي      مياي دلخواه روي نيم دايره در نظر         نيز نقطه  ,AD   با PB ,PC      را بـه ترتيـب 
E ,F ثابت كنيد.ناميم مي  :⊥EF AD           

 و وسـط ضـلع      Eمركز مربـع را     . كنيم   مي مربعي بنا    ABCضلاع   از مثلث متساوي الا    ACبر روي ضلع      ) 4
AB را D ي  زاويهي اندازه. ناميم مي ˆADEرا بيابيد .           

اعي از  بـر شـع  ،كنـد  مـي كديگر وصـل  ي  را بهرأسي وارد از دو ها ابت كنيد كه در هر مثلث خطي كه پاي ارتفاع   ث  ) 5
           . عمود است، سوم رسم شودرأس محيطي كه از ي دايره

ثابت كنيد اگـر چهارضـلعي      . كند مي قطع     مجاور خود را در دو نقطه      ي   هر كدام دو دايره    ،چهار دايره مطابق شكل     ) 6
ABCDچهارضلعي ، محاطي باشد ′ ′ ′ ′A B C Dهد بود نيز محاطي خوا.         

ˆ10 مركز دايـره بـوده و     O روبرو اگر    ي  در نيم دايره    ) 7 ˆM N= 40AM و =  كمـان  ي  انـدازه ، باشـند =
BNرا پيدا كنيد .             

C رأساز دو   ) 8 ,B از مثلــث ABC عمودهــاي ′ ′CC ,BB را بــر AOO  محيطــي ي  مركــز دايــره(
( ABC ثابت كنيد نقاط .كنيم مي رسم ′ ′C ,B از وسط ضلع BCك فاصله اندي  به.         

′ي  ها   ارتفاع  )9 ′ ′CC ,BB ,AA    از مثلث ABC  ي  كديگر را در نقطه   ي H   نشان دهيد ارتفاع   . كنند مي قطع
′AAي  نيمساز زاويه B A' C′            . است′

Cي  ها  رأسدايره اي كه از       ) 10 ,B ,A   ضلاع   از متوازي الاABCD گذرد ضـلع     ميAD    را در ′A   و ضـلع 

CD را در ′C نشان دهيد .كند مي قطع  :′ ′
=

′ ′ ′
A D A C
A C A B

          

         : نشان دهيدABCDدر هر چهار ضلعي محاطي :  بطلميوس ي قضيه  ) 11
+ =AB .CD AD.BC AC .BD  
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′ سه مثلث    ABCبر روي اضلاع مثلث     : ي ناپلئوني   ها  مثلث  ) 12 ′ ′BCA ,ACB ,ABC      را طوري بنا كـرده 
′ايم كه  ′ ′+ + =ˆ ˆˆA B C       .ك نقطه همرس اندي ي محيطي اين سه مثلث درها   ثابت كنيد دايره.180

ABCضـلاع    و در خارج آن سه مثلـث متـساوي الا          ABCروي اضلاع مثلث      ) 13 ,ACB ,BCA′ ′  را بنـا    ′
′نشان دهيد سه پاره خط . كنيم  مي ′ ′CC ,BB ,AAك نقطه همرس اندي  در.         

BD اقطار   ABCDدر چهار ضلعي محاطي       ) 14 ,AC ي   مركـز دايـره    ي  نشان دهيد فاصله  . كديگر عمودند ي   بر 
         .استCDنصف طول ضلع   برابرABارضلعي از ضلع محيطي چه
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   مكان هندسي  2-4
 گاهي لازم است تمام نقاطي كه داراي خاصيت مشتركي هستند را پيدا كنيم تا بـه حـل برخـي مـسايل                       :هدف بخش   

ي مختلف اين كتاب بـا      ها  شود كه از اين به بعد در بخش        ميده  مكان هندسي نامي  ،  اين مفهوم   . هندسه نايل آييم  
  .مسايلي از اين دسته آشنا خواهيد شد

 بـه عبـارت     ، هستند Pا خاصيت   ي نقاطي است كه داراي ويژگي       ي   مجموعه همه  P مكان هندسي خاصيت     :تعريف  
  :ديگر 

  . استPداراي خاصيت ) مكان هندسي ( در اين مجموعه هر نقطه ) الف  
  .است) مكان هندسي (  را دارا باشد عضو اين مجموعه Pهر نقطه اي كه خاصيت ) ب  
  .توجه داشته باشيد كه براي اثبات مسايل مكان هندسي بايد هر دو شرط فوق اثبات شوند  

  
  .ك دايره استي ،  هستندr ي  به فاصلهO مفروض ي  ثابت كنيد مكان هندسي نقاطي كه از نقطه :26-2 سألهم

 
 است و مكان هندسي مورد نظر نيز دايره اي به           Q ي   بودن از نقطه   r ي  به فاصله ،   P خاصيت   مسألهدر اين     

  .  استO و مركز rشعاع 
  . استr ي  به فاصلهO ي  از نقطهrهر نقطه روي دايره اي به شعاع ) الف  
  . باشد حتما روي اين دايره استr ي  به فاصلهO ي هر نقطه اي كه از نقطه) ب  
  . اثبات شده استمسألهاز آنجا كه درستي دو شرط بالا واضح و روشن است   

  
  

 عمـود منـصف آن پـاره خـط     ،ك فاصله انـد   ي  ي نقاطي كه از دو سر پاره خط به         ثابت كنيد مكان هندس     :27-2 مسأله

             .است
كسان بودن فاصله از دو سر پاره خط است و مكان هندسـي مـورد نظـر نيـز عمـود                     ي،   P خاصيت   مسألهدر اين     

  . را ثابت كنيم)ب(و ) الف( بايد دو شرط مسألهبراي اثبات . منصف پاره خط است
 نقطه اي روي عمود     Kاگر  . ك فاصله است  ي   از دو سر آن به     AB هر نقطه روي عمود منصف پاره خط          )الف

  : باشد خواهيم داشتABمنصف 

           
⎫= =
⎪

= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎭

ˆ ˆH H
AH HB AHK BHK AK BK
HK HK

∆ ∆1 2 90
  

  
  

  . روي عمود منصف آن قرار دارد،ك فاصله باشدي  بهABنقطه اي كه از دو سر پاره خط هر ) ب  
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كنـيم و ثابـت      مـي  رسم   AB را بر    KHك فاصله است عمود     ي   به AB كه از دو سر پاره خط        Kاز نقطه   
  .باشد مي نيز AB منصف پاره خط KHكنيم كه  مي

فرض =: AK KB  
حكم =: AH HB  

1 2 90ˆ ˆH H
AK KB AKH BKH AH HB
KH KH

∆ ∆
⎫= =
⎪

= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎭

 

    .نيمساز آن زاويه است، ك فاصله اندي  ك زاويه بهي  كه از دو ضلعثابت كنيد مكان هندسي نقاطي  : 28-2 مسأله
  .هم فاصله بودن از اضلاع زاويه و مكان هندسي مورد نظر نيمساز زاويه است،  P خاصيت مسألهدر اين   

  
  

  .كنيم ميرا ثابت ) ب(و ) الف(  دو شرط مسأله براي اثبات   
  

  .ك فاصله استي  از دو ضلع زاويه به،طه روي نيمساز هر نق )الف  
فرض =ˆ ˆ: O O1 2  
حكم =: KA KB  

 حـاده   ي  ك زاويـه  ي ـ   در نظر بگيريم دو مثلث زيـر بـه حالـت وتـر و              Ô ي   را روي نيمساز زاويه    K ي  ر نقطه گا
  :كديگر برابرند و خواهيم داشتي اب

⎫= =
⎪

= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎭

ˆ ˆA B
KO KO KOA KOB KA KB
ˆ ˆO O

∆ ∆

1 2

90
 

  . روي نيمساز زاويه قرار دارد،ك فاصله باشدي  هر نقطه اي كه از دو ضلع زاويه به )ب  
  

 KOكنـيم    مـي ه وصـل كـرده و ثابـت          زاوي رأسك فاصله است به     ي   به Ô ي   كه از دو ضلع زاويه     K ي  از نقطه 
  .نيمساز زاويه است

فرض =: KA KB  

حكم =ˆ ˆ: O O1 2  
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⎫= =
⎪

= ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎭

ˆ ˆA B
ˆ ˆKO KO AKO BKO O O

KA KB

∆ ∆
1 2

90
 

  .ك ضلع با هم برابرند و حكم ثابت شده استي بنابراين دو مثلث فوق به حالت وتر و  
  

ك ي ـ  كمـاني از ،بينيـد  مي α ي  را با زاويه ABت كنيد مكان هندسي نقاطي كه پاره خط مفروض          ثاب  :29-2مسأله
  .دايره است

) كماني از دايره محيطي مثلث       ،زنيم كه اين كمان    ميابتدا حدس      AMB ) AMBα=       باشد و سـپس بـه 
  .پردازيم مياثبات آن 

) محيطي مثلث    ي   از دايره  AMB هر نقطه روي كمان       )الف AMB ) AMBα=  ،    پاره خـطAB  را 
  .بيند مي درجه α ي با زاويه

         : در نظر بگيريم خواهيم داشتAMB را روي كمان M′ ي اگر نقطه
  
  

2

2

ABM̂
M̂

ABM̂

α
α

⎫
′ = ⎪⎪ ′⇒ =⎬

⎪= = ⎪⎭

 

  
 AMB محيطـي مثلـث      ي   روي كمـاني از دايـره      ، ببيند α ي   را با زاويه   AB هر نقطه اي كه پاره خط         )ب
  . ستا
=′ از آنجـا كـه       ، ببينـد  α ي   را بـا زاويـه     AB هـم پـاره خـط        M′اگر     =ˆ ˆM M α     پـس چهارضـلعي 

′AMM B محاطي بوده و ′Mن  بر روي كماAMBمحيطي مثلث ي  از دايره AMBقرار دارد .  
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باشـد كـه     مـي  دايـره     دو  دو كمان از   ،بينند مي α ي   را با زاويه   ABدر واقع مكان هندسي نقاطي كه پاره خط           :نكته 
 ي  درجـه α كمان درخورهاي ،به اين دو كمان.  استABط خ فوق نسبت به پاره   ي   دوم متقارن دايره   ي  هداير

AB شود مي گفته.             
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل

         .كساني نسبت به دايره مفروض دارندي   نقاطي را بيابيد كه قوتمكان هندسي  ) 1
 تغييـر  BAC بـر روي كمـان   A رأس محيطي آن مفـروض انـد و   ي   و دايره  ABC از مثلث    BCضلع    ) 2

مكـان هندسـي    .  بدست آيد  M ي   نقطه تادهيم   مي امتداد   AC به اندازه    A را از طرف     ABع  ضل. كند مي
             . را بيابيدM ي نقطه

 از دو ضـلع ايـن زاويـه مقـدار            آن يهـا    مفروض كه فاصله   ي  ك زاويه ي  سي نقطه اي درون   نشان دهيد مكان هند     ) 3
         .گذرد مي اين زاويه رأست ثابتي است كه از سار خط ، استKمفروض 

4 (  ′ ′BB ,AA       مفروض   ي   دو قطر عمود بر هم از دايره ( O )گذرد   مي Bوتر متغيري كه از     .  هستند ( O ) 
AA′را در    ,M    را در N   برخـورد مماسـي كـه در         ي  نشان دهيد كه نقطـه    . كند مي قطع M    ي   بـر دايـره 

( O          .پيمايد ميت را سارك خط ي شود مي عمود AA′ بر Nشود و خطي كه در  مي رسم (
E متغير   ي  دو نقطه .  مفروض است    ABCضلاع  مثلث متساوي الا    ) 5 ,D           بـه ترتيـب بـر امتـدادهاي اضـلاع 

AC ,AB )     نزديك بـهC ,B (           قـرار دارنـد بـه طـوري كـه=BD.CE BC اگـر محـل تلاقـي      .  2
CD ,BE را Kي  مكان هندسي نقطه، بناميم Kرا پيدا كنيد .         

BDقطرهاي عمود بر هم       ) 6 ,AC  ي  از دايره ( O  را BD از اين دايره قطر APوتر متغير .  مفروض اند(
مكـان  .  قطـع كنـد  M را در BPكنيم تا خـط    رسم مي  AC خطي موازي قطر     Eاز  . كند   قطع مي  Eدر  

             . را بيابيدM ي هندسي نقطه
d′ و دو خط عمود بر هم        A ي  نقطه  ) 7 ,d  مستطيل متغير   .  مفروض اندABCD     كنيم كـه    مي را طوري رسم

Dرئوس   ,B        از آن به ترتيب روي خطوط ′d ,d   رأسسي   مكان هند  . قرار داشته باشند C    از اين مستطيل 
             .را بيابيد

Bي  هـا    دو ضلع اين زاويه را در نقطه       ،گذرد مي مفروض   ي  ك زاويه ي  رأسك  ي   متغيري كه از   ي  دايره  ) 8 ,A   قطـع 
ت س ـرا از ايـن دايـره متـشكل از دو خـط             ABنشان دهيد مكان هندسي دو انتهاي قطر موازي با وتر           . كند مي

             .است
) ي  دايره  ) 9 O C ي   و دو نقطه   ( ,B    ي  نقطـه  .اند  بر روي آن مفروض A  روي كمـان BAC   از ايـن دايـره 

مكـان هندسـي   . آوريم  مي فرود AC را بر KHناميم و عمود  مي K را AB وسط   ي  نقطه. كند ميتغيير  
             . را بيابيدH ي نقطه
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  ) را در كتاب ببينيدتمريناته حل كامل اين را( تمرينات تكميلي
AA′در مثلث    ) 1 ,ABC ارتفاع ،AM ميانه و ADي  نيمساز زاويه A پـاي عمودهـاي وارد از   .باشـد  مي 

C ,Bرأس نيمساز  بر A را به ترتيب ′ ′C ,B ثابت كنيد. ناميم  مي:         
′دو مثلث ) الف   ′ ′A B C ,ABCمتشابه اند .  
′مثلث ) ب   ′MB Cمتساوي الساقين است .  
′چهارضلعي ) ج   ′ ′A B MCمحاطي است .  

′.  مفروض است    ABC از مثلث    A ي   روي نيمساز زاويه   P دلخواه ي  نقطه  ) 2 ′ ′C ,B ,A    به ترتيب تصاوير 
AB براضلاع   P ي  نقطه ,AC ,BC امتداد  . باشند   مي′PA   ،   پاره خط′ ′B C    را در N   كند مي قطع .

         . قرار داردABC از مثلث AM ي  بر روي ميانهN ي نشان دهيد نقطه
 محل برخورد نيمسازهاي داخلـي مثلـث        I مماس است و از      ABC از مثلث    AB بر ضلع    Bدايره اي در      ) 3

  . استHIK ي  نيمساز زاويهIC ثابت كنيد كه .كند مي  قطعK و H را در AC اين دايره .گذرد مي
 

4(   D دلخـواه روي ضـلع       يا  نقطه BC         از مثلـث متـساوي الـساقين =( AB AC ) ABC  پـاي  .  اسـت
AB بر اضلاع    D ي  عمودهاي وارد از نقطه    ,AC     را به ترتيب F ,E اگر  . ناميم ميM   ي   وسط قاعـده 

BCثابت كنيد، باشد  :=ME MF           
ك چهارضـلعي  ي ـ  رئـوس ،چهار مثلثي كه رئوسشان  ) محل برخورد نيمسازهاي داخلي   ( ثابت كنيد مراكز نيمسازي       ) 5

           .دهند ميك مستطيل تشكيل ي محاطي است
Aكنيم مي انتخاب   AB را روي امتداد     P ي  نقطه.  مفروض است    O و مركز    ABنيم دايره اي به قطر        ) 6 ) 

)بين   P ,B.   از P    نيم دايره را در     كنيم تا    مي قاطعي رسمD ,C    قطع كند )C  بـين P ,D . ( ي نقطـه 
OBDتقاطع دواير محيطي دو مثلث  ,OAC را Q ثابت كنيد. ناميم مي :=ˆOQP 90         

7 (  DE   محيطي مثلث    ي   قطري از دايره ABC      است كه بر ضلع BC   ي   در نقطـه M    عمـود اسـت  .H 
 ي  بر دايـره EKثابت كنيد.  استAC روي E ي  تصوير نقطه   K و   DE قطر    روي A ي  تصوير نقطه 

           . مماس استHMKمحيطي مثلث 
CDمحل تقاطع امتداد اضـلاع      .  مفروض است  ABCDعي محاطي   چهارضل  ) 8 ,AB   را E      و محـل تقـاطع 

BCامتداد اضلاع    ,AD   را F ي  نيمساز زاويه . ناميم مي Ê   اضلاع BC ,AD      را به ترتيب در Q ,P 
CD اضلاع   F̂ ي  و نيمساز زاويه   ,AB        را بـه ترتيـب در L ,K    ثابـت كنيـد چهارضـلعي      . كنـد  مـي  قطـع

PLQK ك لوزي استي.             

  »تمرينات تكميلي« 
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) ي  ج دايره  خار P ي  از نقطه   ) 9 O  OP را بـر امتـداد   Q ي  نقطـه .كنـيم  مـي  را بر دايره رسم   PT مماس   (
PQ=كنيم كه داشته باشيم      مي انتخاب   طوري PT .  مماسQS      ي  كنيم و تصوير نقطه    مي را بر دايره رسم 

S  رويOP را K  ثابت كنيد. ناميم مي :=PQ PK           
 Q ي  كوچكتر در نقطـه ي  بزرگتر بر دايرهي  از دايرهABوتر  .  بر هم مماس داخل اند     P ي  دو دايره در نقطه     ) 10

           .گذرد مي ABان سط كم از وPQثابت كنيد . مماس است 
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  فصل سوم

  خواص مثلث

    ارتفاع3-1
يـادآور   شوند،  هاي مثلث را كه در حل مسايل بكار برده مي    در اين بخش برخي از مهمترين خواص ارتفاع       : هدف بخش   

ها آشنا     مرتبط با خواص ارتفاع    خواهيم شد و سپس با حل مسايلي چند، شما را با بخشي از گستره مسايل مختلف               
  .خواهيم ساخت

شود كـه بـه      ميا امتداد آن عمود     ي     بر ضلع مقابل   رأس پاره خطي است كه از آن        ، از مثلث  رأسارتفاع نظير هر    : تعريف  
  .گويند ميمحل تلاقي ارتفاع با ضلع مقابل پاي ارتفاع 

  .يك نقطه همرس اند هاي هر مثلث در ارتفاع : 1-3ي  قضيه
′دو ارتفاع   : راه حل اول       ′CC ,BB    از مثلث ABC        را   هـا    را رسم كرده و محل تلاقـي آن H  نـاميم   مـي

         . استABC عمود بوده و ارتفاع مثلث BC بر AHكنيم خط  ميثابت 
1 1

1 1

1 1

ˆ ˆˆ ˆ' ' 90 ' ' ' ˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ' ' 180 ' ' '

BC C BB C BC B C B C
C A

AC H AB H AC HB B A

⎫= = ⇒ ⇒ = ⎪ ⇒ =⎬
+ = ⇒ ⇒ = ⎪⎭

 

 

  
  

′از آنجا كه در چهارضلعي       ′AC A C  عني  ي  ك ضلع ي   رو به  ي   دو زاويهˆ ˆC ,A1 كديگر برابـر شـده انـد پـس         ي   با 1
  ن باشد بنابراي مي محاطي C'A'ACچهارضلعي 

90
90

ˆ ˆAA C AC C ˆAA C
ˆAC C

⎫′ ′= ⎪ ′⇒ =⎬
′ = ⎪⎭

 

عني ي   بسيار مهم و كاربردي است     ،توجه داشته باشيد كه ايده اين راه حل در حل مسايل مربوط به همرسي خطوط              
  .گذرد ميكنيم كه خط سوم نيز از محل تلاقي آن دو خط  ميبراي اثبات همرسي سه خط دو خط را رسم كرده و ثابت 

 محاطي

 محاطي
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كـديگر را در    ي  كنيم تا اين سه خـط      مي رسم   رأسثلث خطي موازي ضلع مقابل به آن         م رأساز هر   : راه حل دوم      
′سه نقطه    ′ ′C ,B ,A  ي مثلـث    هـا   اگر ثابـت كنـيم ارتفـاع      .  قطع كنندABC    ي مثلـث   هـا    عمـود منـصف
′ ′ ′A B C ي هـا   پـس ارتفـاع   ،ي هر مثلث همـرس انـد      ها  يم عمود منصف   پيش تر ثابت كرد     كه  از آنجا  ، هستند

           . نيز همرس خواهند بودABCمثلث 

  
 

′ ⎫ ′⇒⎬′ ⎭

AB || BC
ABCB

B C || AB
متوازي الاضلاع ′⇒ =BC AB  

'ACBC
AC||'BC
BC||'AC

⇒
⎭
⎬
⎫ ⇒′   متوازي الاضلاع =BC AC  

′: توان نتيجه گرفت  مي دو رابطه فوق ي جموعهاز م   ′=AB AC  
′ ′⎫ ′ ′⇒ ⊥⎬⊥ ⎭

BC || B C
AH B C

AH BC
 

′ هم عمود و هم منصف پاره خط         AHبنابراين   ′B C        است بنابراين عمـود منـصف ′ ′B C  باشـد و بـه      مـي
′ نيز عمود منصف ديگر اضلاع مثلث ها ن ترتيب ساير ارتفاعهمي ′ ′A B Cخواهند بود .  

  .شود مي نمايش داده Hي مثلث را مركز ارتفاعي مثلث گويند كه با ها  محل همرسي ارتفاع:تعريف 
  .ه هر يك از اضلاع مثلث، روي دايره محيطي مثلث قرار دارد نقطه قرينه مركز ارتفاعي مثلث نسبت ب :2 -3ي  قضيه

  . آمده است1 – 2 بخش 2ي  مسألهاثبات اين قضيه در 
ي محيطـي از ضـلع        ي هر رأس از مركز ارتفاعي مثلث برابر است با دو برابر فاصله مركز دايـره                  فاصله  :3 -3ي    قضيه

             .مقابل آن رأس
حكم =: AH OM2  
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  . قطع كندD محيطي را در ي دهيم تا دايره مي را به مركز دايره وصل كرده و امتداد C رأس  
OMDB

DC
OC

BD
OMDB||OM 22

1 =⇒==⇒  
 

DB=براي اثبات حكم بايد ثابت كنيم          AH  يم چهارضـلعي   ا به عبارت ديگـر بايـد نـشان ده ـ         يAHBD 
  .متوازي الاضلاع است

⊥ ⎫
⇒⎬⊥ ⎭

DB BC
DB || AH

AH BC
 

BH||DA
ACBH
ACDACÂD ⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⊥
⊥⇒=90  

 
DB= متوازي الاضلاع است و      AHBDپس چهارضلعي    AH         و از آنجا كـه داشـتيم =DB OM2 

AH=هيم داشت پس خوا OM2.  
  .آيد مي بدستكديگر ي ي آن مثلث بهها  مثلثي است كه از وصل كردن پاي ارتفاع، مثلث ارتفاعيه هر مثلث:تعريف 

         .هاي هر مثلث حاده الزاويه، نيمسازهاي مثلث ارتفاعيه نظير آن مثلث هستند  ارتفاع :4 -3ي  قضيه
  . آمده است3-2 بخش 9 ي مسألهاثبات اين قضيه در   
CFهاي     ارتفاع  :1-3مسأله   ,BE ,AD    از مثلث ABC      ي محيطي مثلث     دهيم تا دايره     را رسم كرده و امتداد مي

Cرا در نقاط  ,B ,A′ ′            :ثابت كنيد.  قطع كنند′
Aاضلاع مثلث ) الف B C′ ′   . با اضلاع مثلث ارتفاعيه دو به دو موازي اند′

Aها، نيمسازهاي رئوس مثلث  ارتفاع) ب   B C′ ′   . هستند′

  
  

′دانيم نقاط  مي   )الف ′ ′C ,B ,Aبنابراين . ي مركز ارتفاعي نسبت به اضلاع هستند ها  قرينه  

′ ′= = ⇒
′ ′

HE HD DE || A B
EB DA

1  

  C'A||DF,'C'B||FE': توان نشان داد  ميو به همين ترتيب   
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  : پيش خواهيم داشتي و قضيه) الف(با توجه به قسمت   ) ب

1 1

2 2 1 2

1 2

ˆ ˆFE || B C C F
ˆ ˆ ˆˆDF || A C C F C C

ˆ ˆF F

⎫′ ′ ′⇒ =
⎪⎪′ ′ ′ ′ ′⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎪⎭

 

′: توان نشان داد  ميو به همين ترتيب    ′ ′ ′= =ˆ ˆˆ ˆB B , A A1 2 1 2  
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  )ب ببينيدراه حل كامل اين مسايل را در كتا( مسايل
 ي  مركز ارتفاعي مثلثي است كه رئوسش بر سه نقطـه      Hثابت كنيد   . گذرند مي H ي   برابر از نقطه   ي  سه دايره   ) 1

           . منطبق استها ديگر برخورد دو به دو دايره
 ثابتي در صفحه و مركز ارتفاعي آن بر نقطـه اي ثابـت قـرار گيـرد     كي از اضلاع مثلثي بر خطي ثابت كنيد كه اگر     ) 2

           .گذرد مي محيطي اين مثلث هم از نقطه اي ثابت ي آنگاه دايره
 امتـداد  M را از طـرف  HM .شـد با مـي كي از اضلاع  ي   وسط M مركز ارتفاعي و     ABC،H در مثلث     )3

       . استHK وسط Mثابت كنيد .  قطع كندK را در ABC محيطي مثلث ي دهيم تا دايره مي
 از اين دايـره را      BOB′ و قطر    ABC محيطي مثلث    ي   دايره ، در نظر گرفته   را ABCDضلاع  متوازي الا   ) 4

           . عمود استAC بر DB′ ثابت كنيد خط .كنيم ميرسم 
 محيطـي آن را در      ي   دايـره  ،كنـد  مي از آن وصل     BC را به وسط ضلع      ABCخطي كه مركز ارتفاعي مثلث        )5

Aنقاط ,A2 Aي  ها  ثابت كنيد مراكز ارتفاعي مثلث    . كند مي قطع   1 BC ,A BC ,ABC2 ك مثلث  ي  س رئو 1
             .قائم الزاويه هستند

 نـسبت بـه وسـط ضـلع مقابـل و مركـز              رأس آن   ي   و قرينه  رأسك  ي   مركز ارتفاعي نسبت به    ي  ثابت كنيد قرينه    ) 6
           .ك استقامت هستندي  محيطي مثلث بري دايره

ي وارد بـر دو ضـلع ديگـر         هـا   اع پاي ارتفاع وارد بر قاعده و نقاط وسط ارتف ـ         ،ي آن ها  رأس نشان دهيد مثلثي كه       )7
 محيطي اين مثلث از مركز ارتفاعي و وسـط  ي  با مثلث مفروض متشابه است و دايره    ،ك مثلث مفروض هستند   ي  از

           .گذرد مي مثلث مفروض ي قاعده
ار  قـر  ي روي خط ـ  ، آن مثلث  ي  ك زاويه ي    داخلي و خارجي    ارتفاعي مثلث روي دو نيمساز      مركز  ثابت كنيد تصاوير    )8

           .گذرد ميدارند كه از وسط ضلع روبروي آن زاويه 
′ نقاط    )9 ′ ′C ,B ,A   بر اضلاع    رتيب را به ت AB ,AC ,BC    از مثلث ABC    كنيم كه   مي طوري انتخاب

′دو مثلث    ′ ′A B C ,ABC ندباشكديگر متشابه   ي   با ′ ′= =ˆ ˆˆ ˆ( B B ,A A  نشان دهيد كه مركز ارتفـاعي       (
′مثلث  ′ ′A B Cمحيطي مثلث ي  بر مركز دايره ABCمنطبق است .         

′ محيطي مثلث را در نقاط       ي   دايره ABCي مثلث   ها   ارتفاع  )10 ′ ′C ,B ,A   همچنـين اضـلاع    . كننـد    مي قطع
′ي  ها  مثلث ′ ′A B C ,ABC  كديگر را به ترتيب در نقاط       يS ,R ,Q ,P ,N ,M   ثابـت  . كننـد  مـي  قطع

PSكنيد خطوط  ,NR ,MQ كديگر را در مركز ارتفاعي مثلث يABC ندكن مي قطع.         
DABي  هـا   مراكز ارتفاعي مثلث  .  مفروض است  ABCD يچهارضلعي محاط   ) 11 ,CDA ,BCD ,ABC 

dabcرا به ترتيب     H,H,H,H ثابت كنيـد خطـوط      . ناميم   ميd c b aDH ,CH ,BH ,AH ك ي ـ   در
           .كنند ميكديگر را نصف ي نقطه همرس بوده و

cاگر خطوط   . گذرد مي ABC از مركز ارتفاعي مثلث      خط دلخواه     ) 12 b a,  نسبت  ي خط   ها   قرينه ,
           . ثابت كنيد اين سه خط همرس اند،به اضلاع مثلث باشند
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  انه مي3-2
يكـي از     هـا و مثلـث ميانـه اي پرداختـه و بـا               در اين بخش به بيان برخي موارد از مهمترين خواص ميانه           :هدف بخش   

شويم و در پايـان نيـز وضـعيت مركـز ثقـل، مركـز                 يعني مركز ثقل مثلث آشنا مي       مهمترين نقاط موجود در مثلث    
  .كنيم ي مييكديگر را بررس ي محيطي مثلث نسبت به ارتفاعي و مركز دايره

  . كند ميرا به وسط ضلع مقابل آن وصل رأس  پاره خطي است كه آن ، مثلثرأس ميانه نظير هر :تعريف 

         .كند  هر ميانه مساحت مثلث را به دو قسمت مساوي تقسيم مي :2-3مسأله 

AMB=دانيم كه    ميپيش تر   

AMC

S BM
S CM

BM= اسـت  ABC مثلـث  ي  ميانهAM  و از آنجا كه    
CM

 و 1

=1بنابراين 
ACM

ABM
S
S و مساحت دو مثلث ACM ,ABMكديگر برابرندي  با.  

  
           .يك نقطه همرس اند هاي هر مثلث در  ميانه:5 -3قضيه 

ي هـا  بنـابراين ميانـه  . كننـد  مـي  قطـع  1 بـه  2كـديگر را بـه نـسبت      ي  دانيم كه هر دو ميانـه مثلـث        مي 11-1مسأله  بنابر  
′ ′CC ,BB ميانه ′AA ك نقطه همرس اندي عني دري كنند ميك نقطه قطع ي  و در1به 2 را به نسبت.  

  
  

  .شود مي نمايش داده G ثقل مثلث گويند كه همواره با ي مثلث را مركزها  محل همرسي ميانه:تعريف

         .كنند يكسان تقسيم مي هاي هاي هر مثلث آن مثلث را به شش مثلث با مساحت  ميانه :3-3مسأله
S تا S1اگر مساحت اين شش مثلث را به ترتيب    : بناميم خواهيم داشت6

′
= = ⇒ =

′
S AC S S
S C B

1 1 2
2

1 

  :توان نشان داد ميو به همين ترتيب   
= =S S , S S5 6 3 4  

  
′ ′= ⇒ + + = + + ⇒ + = + ⇒ =ABA ACAS S S S S S S S S S S S S S1 2 3 4 5 6 1 2 5 1 2 52 2 
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=توان نشان داد  ميو به همين ترتيب    =S S , S S3 6 1   :شود  مي آمد نتيجه بدست و از مجموعه آنچه 4
= = = = =S S S S S S1 2 3 4 5 6 

  .كند ميكديگر متصل ي  مثلثي است كه اوساط اضلاع آن مثلث را به، مثلث ميانه اي هر مثلث:تعريف 
  .آيند همنهشت است  نشان دهيد مثلث ميانه اي هر مثلث، با سه مثلث ديگر كه در كنار آن بوجود مي :4-3مسأله 

 

 
  

′ضلع   ′A B  ضلع مثلث     اوساط دو ABC  تالس با ضلع  ي  كديگر متصل كرده است و بنابر قضيه      ي   را به AB 
′پـس   . موازي است  ′AB || A B         و بـه همـين ترتيـب ′ ′ ′ ′AC || A C , BC || B C.    ك از  ي ـ   بنـابراين هـر
′ي  ها  چهارضلعي ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′CA C B ,BC B A ,AB A C            در .  به دليل توازي اضـلاع روبـرو متـوازي الاضـلاع هـستند

 .كديگر همنهشت اندي نتيجه هر چهار مثلث به حالت تساوي سه ضلع با
  
  .باشد مركز ثقل مثلث ميانه اي آن نيز مي، ABCمركز ثقل مثلث )  الف :5-3مسأله 
  .باشد مركز ارتفاعي مثلث ميانه اي آن نيز مي) Oي  نقطه ( ABCي محيطي مثلث  مركز دايره) ب  

  
 را نيز به همين     BC را به نسبت دلخواهي قطع كند هر خط دلخواه موازي با             BC ضلع   ADاگر خط   : لم   )الف

             .نسبت تقسيم خواهد كرد

  
:حكم ′ ′

=
′ ′

BD B D
DC D C

 

⎫′ ′ ′ ′⇒ ⇒ = ⎪ ′ ′⎪′ ′ ′ ⇒ = ⇒ =⎬ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎪′ ′ ′ ′⇒ ⇒ = ⎪′ ′ ′⎭

BD ADB D || BD AB D ~ ABD BD DC BD B DB D AD
B D D C DC D CDC ADD C || DC AD C ~ ADC

D C AD

∆ ∆

∆ ∆

 

  »ميانه« 



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن
دمـمقاز 

ات ت
 المپ

ا
  يادـ

 سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 66  صفحه                                                                                                                                    بازگشت| مسايل بخش |فهرست مطالب 

اگـر ثابـت    .  قطـع كننـد    Gكديگر را در    ي  كنيم تا  مي را رسم    ABCي مثلث   ها  ميانه) الف(براي اثبات قسمت    
′ي مثلث   ها  يم اين خطوط ميانه   كن ′ ′A B C     ي  نقطه ( ها   نيز هستند محل تقاطع آن G (     مركز ثقـل مثلـث′ ′ ′A B C 

             .نيز خواهد بود
  

  
′ ′′ ′ ⎫= ⎪ ′ ′′⎪′′ ′ ′ ⇒ =⎬′ ′ ′′ ′⎪=

⎪′ ⎭

C A BA
C AA B A C

B A A B
A C

1
1

 

′شـود    مـي و به همين ترتيب نتيجه       ′′ ′ ′′
= =

′′ ′ ′′ ′
B C A B,
C A B C

1 ′ بنـابراين    1 ′′ ′ ′′ ′ ′′C C ,B B ,A A  ي هـا    ميانـه
  .باشد مي مركز ثقل آن G ي مثلث ميانه اي هستند و نقطه

′′كنـيم تـا اضـلاع مثلـث ميانـه اي را در               مـي  را رسـم     ABCي اضلاع مثلث    ها  عمودمنصف  ) ب ′′ ′′C ,B ,A 
             . قطع كنندOكديگر را دري و

  
′ ′ ⎫ ′ ′′ ′ ′⇒ ⊥⎬′ ′′ ⊥ ⎭

B C || BC
A A B C

A A BC
 

  
  
  

′توان نتيجه گرفت  ميبه همين ترتيب  ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′⊥ ⊥C C A B , B B A C.ي مثلث ها  بنابراين عمودمنصف
ABC ي مثلث   ها   ارتفاع′ ′ ′A B C   ي   هستند و نقطه O  محيطي مثلث    ي   مركز دايره ABC،    مركز ارتفاعي مثلث 
′ ′ ′A B C باشد مي. 

  
)ي محيطي    مركز دايره  ABC در هر مثلث      :6-3قضيه   O ) مركز ثقل  ( G ) و مركز ارتفاعي   ( H  هم خط انـد     (

        .شود كه به خط گذرنده از اين سه نقطه خط اويلر مثلث گفته مي
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Hدانيم كه    مي ,G ,O     براي اثبات   .ث هستند ي مثل ها   و ارتفاع  ها   ميانه ها،   به ترتيب محل برخورد عمودمنصف 
Hهم خطي    , G ,O   ميانه AM         را در نظر گرفته و از نقاط H ,O    ي   بـه نقطـه G    كنـيم و نـشان      مـي  وصـل

HGدهيم خطوط    مي ,OG   تايي خطوط   رأساما براي اثبات هم     . تا هستند   رأس همOG ,GH       از آنجا كـه خطـوط 
AG ,GM      تا هستند با اثبات برابري زواياي       رأس روي ميانه و همG ,G2 تـوان نتيجـه گرفـت ايـن دو زاويـه            مـي  1

GH بوده و خطوط رأسمتقابل به  ,OG تا هستندرأس نيز هم.  
Hحال طبق خواص مطرح شده در مورد    ,G داريم :  

⎫= ⎪
⎪
⎪= ⇒ ⇒ =⎬
⎪
⎪′ ⇒ =
⎪⎭

AG
GM
AH ˆ ˆAHG ~ MOG G G
OM

ˆ ˆAA || OM A M

∆ ∆
1 2

1 1

2
1
2
1  

HG=شود   مي از تشابه فوق نتيجه      :نكته  
GO

2
 1 به   2 را به نسبت     OH و بنابراين مركز ثقل مثلث همواره پاره خط          1

  .كند ميتقسيم 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
دهيم تـا    مي امتداد   G را از طرف     HG .باشد ميك ارتفاع   ي   پاي H مركز ثقل مثلث و      ABC   ، Gدر مثلث     ) 1

KG=: ثابت كنيد .  قطع كندK را در ABC محيطي مثلث ي يرهدا HG2         
 ثابـت  . باشدBCلع  نسبت به ضABC محيطي مثلث ي   مركز دايره  ي   قرينه ي   معرف نقطه  Kفرض كنيد     ) 2

         .كند مي را نصف AK پاره خط ABCكنيد كه خط اويلر مثلث 
ز وسـط خطـي      ا ، محيطـي وصـل شـود      ي   بر روي دايره   P ي   نشان دهيد خطي كه از مركز ثقل مثلث به نقطه           )3

         .كند مي وصل Pگذرد كه مركز ارتفاعي مثلث را به روبروي قطري  مي
AB اضلاع   ،شود مي رسم   ABC از مثلث    AA′ ي   خطي كه به موازات ميانه      )4 ,CA ,BC      را بـه ترتيـب 

D نقاط   در ,N ,H   ثابت كنيد كه نقاط متقارن . كند مي قطعH نسبت به نقاط وسط BD ,NC، نسبت 
             . متقارن اندA رأسبه 

ACكنـيم تـا      مـي  رسـم    BC خطي به مـوازات      ABC مركز ثقل مثلث     G از    )5 ,AB       را بـه ترتيـب در 
c bA ,A  به همين ترتيب از      . قطع كند G     خطي به موازات CA   كنيم تا    مي رسمBA ,BC     را به ترتيـب 

aدر   cB ,B      قطع كند و از G        خطـي بـه مـوازات AB    كنـيم تـا      مـي  رسـمCB ,CA       را بـه ترتيـب در 

b aC ,Cثابت كنيد كه دو مثلث .  قطع كندc a b b c aA B C ,A B Cهمنهشت اند .         
ــه  )6 ــواه ي  نقط ــساز  M دلخ ــر روي نيم ــث A رأس را ب ــاب ABC از مثل ــي انتخ ــاي   م ــيم و عموده كن

MQ ,MR   به ترتيب بر اضلاع      راAC ,AB   اگر عمود خـارج شـده از        . كنيم   مي رسمM    بـر BC، 
         . قرار داردA رأس روي ميانه نظير N قطع كند ثابت كنيد N را در QRپاره خط 

 ABC نقطـه اي در درون مثلـث         P باشد و    120 كمتر از    ABC زواياي داخلي مثلث     ي  فرض كنيد همه    ) 7
CPAي  ها  ك از زاويه  ي  ه طوري كه هر   باشد ب  ,BPC ,APB   ثابت كنيد كه خطوط اويلـر      .  است 120 برابر
CPAي ها مثلث ,BP C ,APBك نقطه همرس اندي  در.           

c اگر   )8 ,b ,a طول اضلاع مثلث ABC و amوارد بر ضلع ي  طول ميانه BCباشد ثابت كنيد :       
2222

4
1

2
1

2
1 acbma −+= = + −am B c a2 2 2 21 1 1

2 2 4  

ي هــا را بــه طــولBC پــاره خــط ،dبــه طــول  AD قــاطع ،ABCاگــر در مثلــث ) قــضيه اســتوارت(   ) 9
= =( BD x , CD y ) y ,x تقسيم كند خواهيم داشت :         

+ = +a( d xy ) b x c y2 2 2  
 گفتـه  BC ضلع ي  زير ميانه،A ي  نسبت به نيمساز زاويهBC ضلع   ي   ميانه ي   به قرينه  ،ABCدر مثلث     ) 10

BK= باشد ثابت كنيد     ABC مثلث   ي   زير ميانه  AKاگر  . شود مي AB( )
CK AC

Fهمچنين اگر    . 2 ,E 

AC بر اضلاع K ي به ترتيب تصاوير نقطه ,ABباشد ثابت كنيد  :=KE AB
KF AC
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   نيمساز و دواير محاطي3-3
م پرداخت و بـا دوايـر محـاطي        در اين بخش به بررسي خواص نيمسازهاي داخلي و خارجي مثلث خواهي            :هدف بخش   
  .باشد آشنا خواهيم شد يكي از مباحث مهم هندسه مسطحه كه ناشي از خواص نيمسازها مي  مثلث،

 مثلث داراي رأسهر . كند مي مساوي تقسيم ي  زاويه گذشته و آن را به دو زاويه    رأس كه از    ت نيمساز خطي اس   :تعريف  
 ي شـود و ديگـري نيمـساز زاويـه     ميبه آن نيمساز داخلي مثلث گفته  كي نيمساز خود زاويه كه      ي  ،  دو نيمساز است  

  .شود مي از مثلث كه به آن نيمساز خارجي مثلث گفته رأسخارجي آن 
         .يكديگر عمودند  نيمسازهاي داخلي و خارجي هر رأس از مثلث همواره بر :6-3مسأله

  
  

D′ و امتـداد آن را در  BCكنيم تـا ضـلع    مي را رسم A رأسنيمسازهاي داخلي و خارجي نظير         ,D  قطـع 
  .كنند

⎫= ⎪ ⇒ + + + = + =⎬
= ⎪⎭

ˆ ˆA A ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA A A A A A
ˆ ˆA A

1 2
1 2 3 4 2 3

3 4
2 2 180  

                    ′⇒ + = ⇒ =ˆ ˆ ˆA A DAD2 3 90 90  

       .كند و ضلع ديگر مثلث قطع مي نيمساز هر زاويه از مثلث ضلع مقابل آن را به نسبت طول د :7-3قضيه 

 

:حكم =BD AB
DC AC

 
 قطـع   E را در    ABكنيم تا امتداد ضـلع       مي رسم   ABC از مثلث    AD خطي موازي نيمساز     C رأساز  

 : تالس داريمي طبق قضيه. كند

⇒ =BD BAAD || EC ( )
DC AE

1 
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AE=بنابراين براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم    AC  

2 2

1 2

1 2

ˆ ˆAD || EC A C
ˆ ˆˆ ˆAD || EC A E C E AE AC

ˆ ˆA A

⎫⇒ =
⎪⎪⇒ = ⇒ = ⇒ =⎬
⎪= ⎪⎭

 

  .شود ميحكم نتيجه ) 1 (ي  در رابطهAE به جاي AC و با قرار دادن   
 در نظر بگيريم باز هـم       BC با امتداد ضلع     A ي   را محل تلاقي نيمساز خارجي زاويه      D فوق اگر    ي   درقضيه :نكته  

  .فوق استحكم صادق خواهد بود و اثبات آن نيز مشابه 
  

           .يك نقطه همرس اند  در هر مثلث، نيمسازهاي داخلي در :8-3قضيه 
Cمحل برخورد نيمسازهاي زواياي      ,B   را I ناميم و پاي عمودهاي وارد از        ميI      بر اضـلاع را 'A,'B,'C 

 روي  I از آن جـا كـه        .ك فاصـله انـد    ي ـ   مكان هندسي نقاطي است كه از دو ضلع زاويه بـه           ،دانيم كه نيمساز   مي .ناميم مي
 : قرار دارد خواهيم داشتC و Bنيمساز زواياي 

  
′ ′= ⎫ ′ ′⇒ =⎬′ ′= ⎭

IA IC
IB IC

IA IB
 

 
  

  .ك نقطه همرس اندي  نيز قرار دارد بنابراين هر سه نيمساز درÂ ي  روي نيمساز زاويهIبنابراين   
 

بنابراين در صورتي كـه دايـره اي        . ك فاصله است  ي  محل همرسي نيمسازهاي داخلي همواره از سه ضلع مثلث به         
سـه ضـلع مثلـث     اين دايره بر هر ،ك از اضلاع رسم كنيم ي   همرسي نيمسازها و به شعاع فاصله آن از هر         ي  به مركز نقطه  

              . بر اضلاع مثلث هستندI از كه نقاط مماس همان پاي عمودهاي وارد ،مماس خواهد شد
  

  
  

باشد و مركز آن نيـز محـل برخـورد           مياي است كه بر هر سه ضلع مماس           دايره ، مثلث ي محاطي داخل  ي   دايره :تعريف  
  .دهند مي نمايش rشود و شعاع آن را نيز با  مي نشان داده Iكه همواره با نيمسازهاي داخلي مثلث است 
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 مانند شـكل    ABCكديگر برابرند بنابراين در هر مثلث       ي  ك نقطه بر دايره با    ي  ي مرسوم از  ها  دانيم كه مماس   مي
y را همواره با     ها  كديگر برابرند كه آن   ي  ات روي اضلاع دو به دو با       قطع ،روبرو ,x   وz   دهـيم بـدين ترتيـب       مـي نمايش

)zyx(محيط مثلث برابر     +باشد كه بنا بر قرار داد        مي 2++ +x y z    را برابر P كرده و محيط مثلـث را    تعريف 
               . همواره برابر نصف محيط استPا به عبارت ديگر ي دهيم مي نمايش P2با 

 
  

c اگر  :7-3مسأله   ,b ,a به ترتيب طول اضلاع مقابل رئوس C ,B ,A باشند ثابت كنيد:  
, ,z P c y P b x P a= − = − = −  

  :با توجه به آنچه در قسمت فوق گفته شد داريم  
x)zy()zyx(aP =−−++=−  

  .شوند ميو دو مورد ديگر نيز به سادگي مورد فوق اثبات   
 نصف  ي محاطي داخلي مثلث در       نشان دهيد مساحت مثلث همواره برابر است با حاصل ضرب شعاع دايره             :8-3مسأله

                   .محيط آن 
حكم =: S Pr  

   
 

= + +ABI BCI ACIS S S S  

⇒ = + + = + +S r.c r.a r.b r( c a b )1 1 1 1
2 2 2 2  

⇒ =S rP  

  .    يك نقطه همرس اند ي سوم در  در هر مثلث، نيمسازهاي خارجي دو زاويه و نيمساز داخلي زاويه :9-3قضيه 

  
  .شود مياست كه به خود شما واگذار  8-3قضيه ت اين قضيه مشابه اثبات اثبا  
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ك ي ـ  بـه هـا  ا امتـداد آن ي ـ  سوم همواره از سه ضلع مثلث      ي  محل همرسي دو نيمساز خارجي و نيمساز داخلي زاويه        
 اين دايـره    ،كنيمك از اضلاع رسم     ي  بنابراين در صورتي كه دايره اي به مركز آن و به شعاع فاصله اش از هر               . فاصله است 

 ك ضلع مثلث و امتداد دو ضلع ديگر آن مماس خواهد شد كه نقاط مماس همان پاي عمودهـاي وارد از مركـز دايـره                        ي  بر
 دارد كه در شكل زيـر ايـن         ها  هر مثلث سه دايره با اين ويژگي      . بر اضلاع مثلث هستند   ) محل تلاقي نيمسازهاي خارجي   (

                   . مشخص شده اندها دواير و مراكز آن

  
ك ضلع مثلث و امتداد دو ضلع ديگر آن مماسـند           ي  يي هستند كه بر   ها   دايره ، دواير محاطي خارجي مثلث    :تعريف

c نيز نقاط تلاقي دو به دو نيمسازهاي خارجي مثلث است كـه همـواره ماننـد شـكل بـالا بـا                        ها  و مركز آن   b aI , I , I 
c را نيز به ترتيب با ها ي آنها اعشوند و شع مينمايش داده  b ar , r , r دهند مي نشان.  

, اگر    :9-3مسأله ,c b aI I I       مراكز دواير محاطي خارجي مثلث ABC       ي محـاطي    باشند نـشان دهيـد مركـز دايـره
aاعي مثلث  بر مركز ارتفABCداخلي مثلث  b cI I Iمنطبق است .         

حكم =
a b cABC I I I: I H  

 
 
 
 

  
  
  
  
  

كـديگر را   ي   نيمسازهاي داخلي  ، را مطابق شكل رسم كنيم     ABC نيمسازهاي داخلي و خارجي مثلث       ي  اگر همه 
 و هر نيمساز داخلي نيز با دو نيمساز خارجي ديگر همرس خواهند بود و از آنجا كـه نيمـسازهاي                      قطع خواهند كرد   Iدر  

cي  ها  كديگر عمودند پاره خط   ي  داخلي و خارجي هر زاويه بر      b aI C , I B , I A ي مثلث   ها   ارتفاعa b cI I I    بـوده و 
Iتفاعي و مثلث  نيز مركز ارABC نيز مثلث ارتفاعيه مثلث a b cI I I باشند مي.  
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C در نقاط    ABCي محاطي داخلي مثلث        دايره  :10-3مسأله ,B ,A′ ′ س  ممـا  ABC بر اضلاع متناظر مثلـث       ′
يـا امتـداد    كنيم و محل تماس آن با اضـلاع     را رسم مي   aI با مركز    Aي محاطي خارجي نظير رأس        دايره. است

Cاضلاع را مطابق شكل  ,B ,A′′ ′′           :نشان دهيد. ناميم  مي′′
ABCP   )الف AB AC′′ ′′= =)Pنصف محيط است (  
BA  ) ب CA′ ′′=  

 
  

  :كديگر برابر است داريمي ي مرسوم از هر نقطه بر دايره باها  از آنجا كه طول مماس  )الف
′′ ′′= ⎫ ′′ ′′⇒ = +⎬′′ ′′= ⎭

CA CB
BC CB BC

BA BC
 

′′ ′′⇒ + + = + + +AB AC BC AB AC CB BC  
′′ ′′⇒ = +ABCP AC AB2  

′′دو خط    ′′AC ,ABي مرسوم ازها  مماسAبنابراين . كديگر برابرندي  محاطي خارجي بوده و باي  بر دايره:  
′′ ′′ ′′ ′′⇒ = = ⇒ = =ABC ABCP AB AC P AB AC2 2 2  

  
c اگر طول اضلاع مقابل رئوس متناظر را   )ب ,b , aريم دا) الف( و قسمت 7-3مسأله طبق ،  بناميم:  

′ = = − ⎫ ′ ′′⇒ =⎬′′ ′′ ′′= = − = − ⎭

BA y P b
BA A C

A C CB AB AC P b
 

′′ فوق نقاط    مسأله) ب( بنابر قسمت    :نكته   ′A ,A     از وسط ضلع BC ك فاصله اند و نقاطي با ايـن خاصـيت دو           ي   به
  .شوند مينقطه هم نوا خوانده 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
AN عمودهــاي ABC از مثلــث A رأساز   ) 1 ,AM را بــر نيمــسازهاي خــارجي رئــوس C ,B فــرود 

         . استABC برابر نصف محيط مثلث MNثابت كنيد كه طول پاره خط . آوريم  مي
2 (  AD،   ي   نيمساز داخلي زاويهA    در مثلث ABC   ي   در نقطه  . رسم شده است A  ي  را بـر دايـره   ممـاس 

 محاطي داخلـي    ي   بر دايره  ، به موازات    Dت مرسوم از    رأسثابت كنيد كه خط     . كنيم   ميطي مثلث رسم    محي
             . مماس استABCمثلث 

CDي  ها   باشد و خط   ABCثلث   نقطه اي در درون م     Dثابت كنيد اگر      ) 3 ,BD ,AD       به ترتيـب از مركـز 
ADBي  هـا   ي محيطي مثلث  ها  دايره ,CDA ,BDC  ،آنگـاه     بگذرنـد D  محـاطي مثلـث   ي  مركـز دايـره 

ABCاست .             
ثابـت  . ناميم مي Mرا  ي محيطي     از دايره  BC و وسط كمان     I محاطي را    ي   مركز دايره  ABCر مثلث   د  ) 4

=  :كنيد  =MB MC MI           
 نيمساز زاويـه اي اسـت   AD ي ثابت كنيد كه ميانه.  استAB دو برابر ضلع     BC ضلع   ABCدر مثلث     ) 5

         .دهد مي تشكيل ABD از مثلث AE ي  با ميانهACكه ضلع 
6 (  S ,R ,Q ,P ــصاوير ــاي هاي روي نيمــسازA رأس ت C داخلــي و خــارجي زواي ,B از مثلــث ABC 

          .ع اندك خط واقي  مذكور رويي ثابت كنيد چهار نقطه. باشند  مي
 قرار اي دايرهثابت كنيد هر دو نقطه از چهار مركز دواير محاطي خارجي و داخلي، با دو رأس غير هم خط از مثلث روي    )7

بطوري كه نقاط   .(ي محيطي است كه آن دو رأس دو انتهاي آن هستند            هاي دايره   يكي از كمان    دارند كه مركزش وسط   
b cI , I ,B ,C يك دايره و به همين ترتيب          رويb aI , I ,B ,A  ؛a cI , I ,A ,C  ؛aI ,B ,C , I ؛

bI ,C ,A , I ؛cI ,A ,B , Iباشند يك دايره مي  نيز هر كدام روي(.         
             :ثابت كنيد  )8

ي محاطي داخلي و چهار       ي دواير محاطي خارجي مثلث برابر است با مجموع شعاع دايره          ها  مجــموع شعـاع ) الف  
  .ي محيطي برابر شعاع دايره

ي محيطـي و      ي محيطي از سه ضلع مثلث برابر است با مجموع شعاع دايـره              هاي مركز دايره    مجموع فــاصله ) ب  
  .ي محاطي داخلي مثلث شعاع دايره

ي محيطـي و   ي مركز دايـره   فاصلهadي محاطي داخلي و  ي محيطي و مركز دايره   ي مركز دايره     فاصله dاگر    )9
           :ي محاطي خارجي مثلث باشد، ثابت كنيد مركز دايره

= − = +a ad R ( R r ) , d R ( R r )2 22 2  
JJاگر    )10 ، خط واصل مراكز دواير محيطي و محـاطي داخلـي           OIحاطي داخلي باشد كه بر      ي م    قطري از دايره   '

OJJعمود باشد، ثابت كنيد كه محيط مثلث         .ي محيطي مثلث مفروض برابر است  با قطر دايره'
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ي محـاطي     ط نقاط تماس اضلاع مثلـث بـا دايـره         ثابت كنيد نسبت مساحت يك مثلث به مساحت مثلثي كه توس            )11
  .ي محاطي داخلي آن ي محيطي مثلث به شعاع دايره شود، برابر است با نسبت قطر دايره داخلي آن تعيين مي

 
 ABC، مراكز دواير محاطي داخلي و خارجي از مثلث aI و I و نقاط AD، پاي ارتفاع Dاي كه از     دايره  )12

 برابـر   ABCي محيطي مثلث       با قطر دايره   ALنشان دهيد كه    . كند   هم قطع مي   L را در    ADگذرد،    مي
             .است

ي  ، محـل تمـاس دايـره   Kي   را به نقطهABC در مثلث Aي   از زاويهADخطي كه پاي نيمساز داخلي    )13
 Fي   عمـود اسـت در نقطـه   AC بر Aي  كند، خطي را كه در نقطه  وصل ميACمحاطي داخلي با ضلع  

=ثابت كنيد كه . كند قطع مي aAF h) .ahفاع نظير رأس  طول ارتAباشد  مي(.         
خـط    اي دلخـواه روي پـاره        نقطـه  K و   ABC نيمسازهاي زواياي داخلـي مثلـث        CF و   BEفرض كنيد     )14

EF ي    ثابت كنيد مجموع فواصل نقطه    .  باشدK     از اضـلاع AB   و AC    ي    ي نقطـه     برابـر فاصـلهK از 
             . استBCضلع 

       : باشد، ثابت كنيدAي   طول نيمساز زاويهad باشند و ABC طول اضلاع مثلث c و a ،bاگر   )15

= −
+a

a bcd bc
( b c )

22
2  

A= (ABC   از مثلث قائم الزاويه    Aپاي ارتفاع نظير رأس       )16  بـه   I2 و   I  ،I1اگـر   . ناميم   مي Hرا  ) 90
AI=:  باشند، نشان دهيدACH و ABC ،ABHهاي  ترتيب مراكز دواير محاطي مثلث I I1 2    
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   دايره نه نقطه4 – 3
يكي ديگـر از  . ها آشنا شديم هاي محاطي و محيطي مثلث و مراكز اين دايره      هاي پيشين با دايره      در بخش  :هدف بخش 

تـرين    باشد كه در اين بخش با آن و برخي از مهم            هاي موجود در هر مثلث دايره نه نقطه مربوط به آن مي             ترين دايره   مهم
  .خواص آن آشنا خواهيم شد

براي درك بهتر دايره نه نقطه بجاي طرح مستقيم بحث، با مطرح كردن دو مسأله مرحله به مرحلـه بـه بررسـي                       
  .پردازيم موضوع مي

  
 قـرار   ABCي محيطي مثلث ارتفاعيه مثلـث         ، روي دايره  BC وسط ضلع    Mي     ثابت كنيد نقطه   :11 – 3مسأله  

                        .دارد
  

  
  

'Aحكم مسأله به معناي محاطي بودن چهارضلعي       MB ' C هـاي   باشد و براي اثبات ايـن حكـم نيـز راه     مي'
Cدهـيم دو زاويـه    اما در اين مقطع ما براي اثبات حكـم نـشان مـي    . توان يافت   مختلفي مي  ' A' M و C ' B ' M 

BBي  الزاويه از آنجا كه در مثلث قائم. مكمل يكديگرند ' Cميانه برابر نصف وتر است داريم ،:  
= ⇒ =B ' M BM B' B2 2  

AB' H AC' H AB' HC'+ = ⇒180 ⇒ محاطي  =B' A1 1  
+ = ⇒BA' H BC ' H BA' HC '180 ⇒ محاطي  =A' B1 1  

= =A' AA' B2 90  
  :شود با جمع كردن طرفين روابط فوق با يكديگر نتيجه مي  

⇒ + = + + + =C ' B ' M C ' A' M A B B AA' B1 1 2 180   
Cي    بنابراين مجموع دو زاويه      ' B ' M   و C ' A' M   ياي داخلي مثلـث      برابر مجموع زواABA'    بـوده و 

  . است180برابر 
  

ي محيطي مثلث ارتفاعيه قراردارند  توان نشان داد كه اوساط اضلاع ديگر مثلث نيز روي دايره  به همين طريق مي:نتيجه
  .مثلث روي يك دايره قرار دارندهاي هر  ي اوساط اضلاع و پاي ارتفاع و به عبارت ديگر شش نقطه
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ي    نيـز روي دايـره     Kي     بناميم، ثابت كنيد نقطـه     K را   CHخط    ي پيش اگر وسط پاره       در مسأله   :12 – 3مسأله  

                .ها و اوساط اضلاع قرار دارد گذرنده از پاي ارتفاع

  
دايـره    ي فـوق هـم       با حداقل سه نقطه از نقاط واقع بر دايره         Kي    براي اثبات حكم مسأله بايد نشان دهيم نقطه       

C و   'M  ،Aي     با سه نقطه   Kي    كنيم نقطه   در اين مقطع ثابت مي    . است توانيـد سـه      شـما مـي   . (دايره اسـت     هم '
'MAدهـيم چهارضـلعي       به عبارت ديگر نـشان مـي      .) ي ديگر انتخاب كنيد و راه حل ديگري ارائه دهيد           نقطه C ' K 

  :هاي محاطي خواهيم داشت با توجه به خواص چهارضلعي. محاطي است
 + = ⇒BC ' H BA' H BC ' HA'180 ⇒ محاطي  =CH .CC ' CA' .CB  

 ⇒ = ⇒ =CH CB.CC ' CA' . CK .CC ' CA' .CM2 2  
Cهاي محاطي، چهارضلعي  و با توجه به خاصيت پنجم چهارضلعي   ' KMA'باشد  نيز محاطي مي.  
ي گذرنده از اوساط اضـلاع و پـاي            نيز روي دايره   BH و   AHتوان نشان داد كه اوساط         به همين طريق مي    :نتيجه

 AH  ،BHها و اوساط      ي اوساط اضلاع، پاي ارتفاع      هاي مثلث قرار دارند و به عبارت ديگر هر نه نقطه            ارتفاع
  .اند  هم دايرهCHو 
 CH و AH ،BHهـا و اوسـاط     اي است كـه از اوسـاط اضـلاع، پـاي ارتفـاع               دايره نه نقطه مثلث، دايره     :تعريف

  .گذرد مي
  

)ي هر مثلث   مركز دايره نه نقطه :10 – 3ي  قضيه N             . قرار داردOH روي خط اويلر آن و وسط (
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 و A پـاي ارتفـاع نظيـر رأس     'A و   BC وسط ضـلع     Mدانيم كه دايره نه نقطه مطابق شكل از نقاط            مي
K   وسط AH ي محاطي     گذرد و از آن جا كه زاويه         ميKA' M   است بنابراين  90 برابر KM    قطـر دايـره نـه 

پس براي اثبات حكم بايـد نـشان دهـيم          .  قرار دارد  KM مركز دايره نه نقطه مثلث در وسط         Nي    نقطه بوده و نقطه   
  .كند  را نصف ميMKخط  پاره) OHخط (خط اويلر مثلث 

⎫= ⎪⎪⇒ =⎬
⎪=
⎪⎭

KH AH
KH OM

OM AH

1
2
1
2

 

⊥ ⎫
⇒⎬⊥ ⎭

KH BC
KH || OM

OM BC
 

تـوان نتيجـه گرفـت         با يكديگر موازي و مساوي هستند مـي        OM و   KHرو يعني     از آن جا كه دو ضلع روبه      
 از OHنـابراين اولاً  ب. كننـد    يك متوازي الاضلاع است و قطرهاي آن يكـديگر را نـصف مـي              KHMOچهارضلعي  
) گذشته و مركز دايره نه نقطه        KMوسط قطر    N  مركز دايره نـه نقطـه       Nي     قرار دارد، ثانياً نقطه    OH روي   (

  . قرار داردOHالاضلاع، وسط  اقطار متوازييعني محل برخورد 
  

              .باشد ي محيطي آن مي  شعاع دايره نه نقطه هر مثلث برابر نصف شعاع دايره:13 – 3مسأله 
 

  
  

ي محيطـي مثلـث       ع دايـره   از دايره نه نقطـه بـا شـعا         KMبراي اثبات حكم فوق كافي است نشان دهيم قطر          
( AO ) ABCبرابر است .  

OM||AK,AHOMAK 2
1==  

 با يكديگر موازي و مساوي هـستند، بنـابراين          AKMO از چهارضلعي    OM و   AKاز آن جا كه دو ضلع       
AO=الاضلاع بوده و در نتيجه  وازياين چهارضلعي مت KMباشد  مي.  
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
ثابت كنيـد   . كند   قطع مي  Dي    ي محيطي آن را در نقطه       ، دايره ABC از مثلث    BCارتفاع مرسوم بر ضلع       )1

AD1، برابر BCي نه نقطه تا ضلع  ي مركز دايره كه فاصله
              . است4

 C و B تـصاوير نقـاط   N و M و BC بر ضـلع  A ارتفاع مرسوم از رأس  ABC  ،AHدر مثلث     )2
ي نـه      روي دايـره   HMNحيطـي مثلـث     ي م   ثابت كنيد مركـز دايـره     .  هستند Aي    روي نيمساز داخلي زاويه   

                . قرار داردABCي مثلث  نقطه
 خطي عمود بـر ايـن خطـوط رسـم           رأس سه خط موازي در راستاي دلخواه، و از هر           ABCاز سه رأس مثلث       )3

. هـا هـستند      قطرهاي آن  BC و   AB  ،CAشود كه اضلاع      ستطيل حاصل مي  به اين ترتيب سه م    . كنيم  مي
 .اند  همرسABCي نه نقطه مثلث  اي روي دايره ها در نقطه ثابت كنيد كه سه قطر ديگر اين مستطيل

                 
 و 'A' ،Bگـذرد و    مـي ABCي محيطي مثلث      معرف خطي دلخواه باشد كه از مركز دايره        فرض كنيد     )4

C A'  ،Bثابت كنيد عمودهاي وارد از نقاط       .  باشند  روي   C و   A  ،Bهاي     تصوير نقطه  ' C و   '  به  '
    .اند  همرسABC، در يك نقطه روي دايره نه نقطه مثلث AB و BC ،ACترتيب بر اضلاع 

ي    باشند، ثابت كنيد كه دواير نه نقطه       ABCلث  ي محيطي و ارتفاعي مث       به ترتيب مراكز دايره    H و   Oاگر    )5
              .اند  در دو نقطه متقاطعCOH و AOH ،BOHسه مثلث 

 و  E را به ترتيب در نقـاط        ABC از مثلث    AB و   ACيم اضلاع   كن   رسم مي  BCاي كه به قطر       دايره  )6
F  خط دلخواهي كه از     . كند   قطع ميE حيطي مثلث   ي م   گذرد، دايره    ميAEF  ي به قطر       و دايرهBC  را 

ي مثلـث   ي نـه نقطـه   ايـره  روي دPQخـط   ثابت كنيد وسط پاره. كند  قطع مي ) Eغير از    (Q و   Pدر نقاط   
ABCقرار دارد .                  

 سـه مثلـث   هـاي اويلـر    ثابت كنيد خـط . باشندABCهاي مثلث      پاي ارتفاع  F و   D  ،Eفرض كنيد نقاط      )7
AEF ،BDF و CDEي مثلث  ي نه نقطه  در يك نقطه روي دايرهABCاند  همرس.             

 و A ،B ،Cي  از چهـار نقطـه  . گـذرانيم   ميABCي مثلث   مركز دايره نه نقطه N را از    خط دلخواه     )8
H     مركز ارتفاعي مثلث ABC  هاي اين چهـار      ثابت كنيد مجموع طول   . كنيم   رسم مي  ر خط    عمودهايي ب

              . گرفتن جهت همواره برابر صفر است، با در نظرعمود رسم شده بر 
  

  »دايره نه نقطه« 
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  ) را در كتاب ببينيدتمريناتراه حل كامل اين ( تمرينات تكميلي
 را بـه هـم وصـل        BC و   AB، خطي كه اوسـاط اضـلاع        Aي    ، نيمساز زاويه  ABCمثلث  ثابت كنيد در      )1

.انـد  ، در يـك نقطـه متقـاطع   AC و BCي محـاطي بـا اضـلاع     هاي تماس دايره كند و خط واصل نقطه    مي
                  

 برابـر ضـلع     BC و   ACهـاي     خـط    را به ترتيب روي پـاره      BE و   ADهاي    خط  ، پاره ABCدر مثلث     ) 2
AB  اگر  . كنيم   جدا ميO   و I    ي محـاطي مثلـث        ي محيطي و دايره      به ترتيب مراكز دايرهABC   ،باشـند 

                  :ثابت كنيد
DE⊥) الف   OI  
  . استOI برابر CDEي محيطي مثلث  شعاع دايره) ب  

ي   ممـاس اسـت و دايـره   AC و AB بر اضـلاع  C1 و B1 در نقاط ABCي محاطي داخلي مثلث   دايره  )3
ي   ه نقط Mفرض كنيد   .  مماس است  ACو  AB بر امتداد اضلاع     C2 و   B2محاطي خارجي نيز در نقاط      

Bهاي    خط    ، پاره AM باشد و خط     BCوسط ضلع    C1 B و   1 C2 . كند   قطع مي  F و   E را به ترتيب در      2
                 .الاضلاع است ، متوازيBECF ثابت كنيد كه چهارضلعي

C و   'A'  ،Bنقاط    )4  طـوري انتخـاب     ABC از مثلـث     AB و   BC  ،AC را به ترتيـب بـر اضـلاع          '
=كنيم كه     مي =CC ' B BB' A AA' C .      ي محيطـي مثلثـي كـه از برخـورد            نشان دهيـد مركـز دايـره
AA' ،BBهاي  خط پاره CC و '        . منطبق استABCود بر مركز ارتفاعي مثلث ش  تشكيل مي'

ي   كنيم تا نقطه     قرينه مي  BCي وسط ضلع      ي محاطي داخلي را نسبت به نقطه        ، مركز دايره  ABCدر مثلث     )5
T  ي    از نقطه .  حاصل شودD    وسط كمان BC  ي محيطي مثلث         از دايرهABC   به T  كنـيم و      وصل مي

ثابـت كنيـد مجمـوع طـول دو تـا از      .  قطـع كنـد  K را در  ABCي محيطـي مثلـث        دهيم تا دايره    امتداد مي 
                 . برابر طول سومي استKC و KA ،KBهاي  خط پاره

كنـيم كـه بـر     اي را رسم مي گيريم و دايره  در نظر ميABC از مثلث BC را روي ضلع  Dي دلخواه     نقطه  )6
  :ثابت كنيد.  مماس باشدABCي محيطي مثلث   و بر دايرهADخط   و پارهBCضلع 

ي محـاطي     گذرد، از مركـز دايـره        مي AD و   BCخط    ي مذكور با دو پاره      اس دايره خطي كه از محل تم    ) الف  
                 .گذرد  نيز ميABCداخلي مثلث 

ي محـاطي داخلـي       شوند از مركز دايـره       رسم مي  ADاي كه به روش بالا در طرفين          المركزين دو دايره    خط) ب  
                   .گذرد  ميABCمثلث 

  »تمرينات تكميلي« 
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  فصل چهارم

  خطي همرسي و هم

   سوا، منلائوس، دزارگ1 -4
قـضاياي سـوا و منلائـوس از        . افتنـد   ها در يك يا چند مثلـث اتفـاق مـي             بسياري از همرسي يا هم خطي      :هدف بخش 

همچنين در حل بسياري از مسايل ناگزير از تبديل مسايل          . باشند  ترين قضايا در اثبات اينگونه مسايل مي        اربرديك
در . باشـد   ها در اين حوزه مي      ترين ايده   ي دزارگ نيز يكي از مهم       خطي به يكديگر هستيم كه قضيه       همرسي و هم  

  .اين بخش با انواع كاربردهاي اين قضايا آشنا خواهيم شد
  .كند  مثلث گذشته و ضلع مقابل يا امتداد آن را در يك نقطه قطع ميرأس خط سوايي خطي است كه از يك :ريفتع
  

 :ند اگر و فقط اگر داشته باشيم      ا   همرس 'CC و   'AA'  ،BB سه خط سوايي     ABC در مثلث    :1 – 4 سوا    قضيه

                  
AC' BA' CB'. .
C' B A' C B' A

=1  
  

A'  ،Bتوجه داشته باشيد در صورتي كه          C و   '  بـر امتـداد اضـلاع       '
  .تي فوق برقرار اس قرارداشته باشند نيز همچنان رابطه

  
  

ي فـوق     دهـيم رابطـه      همرس باشند و نـشان مـي       Pاي مانند     كنيم سه خط سوايي فوق در نقطه        ابتدا فرض مي  
  :كنيم ها تبديل مي هاي فوق را به طور جداگانه به نسبت مساحت براي اين منظور هركدام از نسبت. برقرار است

ACP

ABP

'PCA'ACA

'PBA'ABA

'PCA

'PBA

'ACA

'ABA
S
S

SS
SS

C'A
'BA

S
S

S
S

C'A
'BA =

−
−=⇒==  

  :توان نشان داد  ترتيب ميو به همين  

= =ACP BCP

BCP ABP

S SAC ' CB ',
C ' B S B ' A S

 

⇒ = =ACP BCPABP

BCP ACP ABP

S SAC ' BA' CB ' S. . . .
C ' B A' C B ' A S S S

1  

طرف دوم قضيه نيز با استفاده از برهان خلف و صورت طرف اول به راحتي قابل اثبات اسـت كـه بـه خـود شـما                     
  .شود واگذار مي
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               .اند  ثابت كنيد نيمسازهاي داخلي هر مثلث در يك نقطه همرس:1 – 4مسأله 
 مثلث، ضلع مقابل را بـه نـسبت اضـلاع مجـاور آن      رأسدانيم كه نيمساز هر       مي

  :در نتيجه داريم. كند  قطع ميرأس
  

 = =AC ' BA' CB ' AC AB BC. . . .
C ' B A' C B ' A BC AC AB

1  
  .اند بنابراين طبق قضيه سوا نيمسازهاي مثلث در يك نقطه همرس  
  .گيرد ي سوا به همين سادگي صورت مي ي قضيه نيز بوسيلههاي مثلث  توجه داشته باشيد كه اثبات همرسي ميانه  

  
  :2 -4مسأله 
 باشـند،  AB و BC ،ACي محاطي داخلي مثلث بـا اضـلاع          محل تماس دايره   'C و   'A'  ،Bاگر  ) الف  

              .اند  در يك نقطه همرس'CC و 'AA' ،BBنشان دهيد خطوط 
 با اضلاع مقابـل     C و   A  ،B هاي محاطي خارجي نظير رئوس       محل تماس دايره   "C و   "A"  ،Bاگر  ) ب  

              .اند در يك نقطه همرس "CC و "AA" ،BBها باشند، نشان دهيد خطوط  آن
   
  )الف 

  
 

= =AC ' BA' CB ' x y z. . . .
C ' B A' C B ' A y z x

1  

CC و 'AA' ،BBي سوا خطوط  بنابراين طبق قضيه     .اند  همرس'

  »سوا، منلائوس، دزارگ«
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  :دانيم  مي10 – 3ي  مسألهطبق ) ب  
= = =AC ' BC" , BA' CA" , AB ' CB"  

  
  :خواهيم داشت) الف(بنابر روابط فوق و طبق قسمت   

= =AC" BA" CB" BC ' CA' AB '. . . .
C" B A" C B" A C ' A A' B B ' C

1  
 اند كه به محل همرسي در يك نقطه همرس C"C و A"A ،B"Bي سوا خطوط  بنابراين طبق قضيه

  .شود ي ناگِل گفته مي ها نقطه آن
  

اند اگر و فقط اگـر         همرس 'CC و   'AA'  ،BB سه خط سوايي     ABC در مثلث    : سوا  صورت سينوسي قضيه  

                  :داشته باشيم
l
m

l
m

l
m

sin A sin B sinC. .
sin A sin B sinC

=1 1 1
2 2 2

1  

  

  »سوا، منلائوس، دزارگ«
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ارز است بـه      ي صورت معمولي سوا هم      ي فوق با رابطه     ي فوق كافي است نشان دهيم كه رابطه         براي اثبات قضيه    
  :عبارت ديگر

l
m

l
m

l
m =sin A sin B sinC. .

sin A sin B sinC
1 1 1
2 2 2

1= ⇔AC ' BA' CB '. .
C ' B A' C B ' A

1  

 به صورت زير تبديل     2-3 بخش   6ي    ي اول را با استفاده از لم مسأله         هاي رابطه   براي اين منظور هريك از نسبت       
  :كنيم مي

 
m
l= sinCAC ' AC.

C ' B BCsinC
2
1

 

 
m
l= sin ABA' AB.

A' C ACsin A
2
1

 

 
m
l= sin BCB ' BC.

B ' A ABsin B
2
1

 

  :شود با ضرب كردن طرفين روابط فوق در يكديگر نتيجه مي  
m
l

m
l

m
l

sin A sin B sinC. .
sin A sin B sinC

2 2 2
1 1 1

=AC ' BA' CB '. .
C ' B A' C B ' A

  

l
m

l
m

l
m =sin A sin B sinC. .

sin A sin B sinC
1 1 1
2 2 2

1= ⇔AC ' BA' CB '. .
C ' B A' C B ' A

1⇒  

                .اند هاي هر مثلث در يك نقطه همرس  ثابت كنيد ارتفاع:3-4مسأله 
nاز آن جا كه      n= =AB ' B AA' B 90D   چهارضلعي AB ' A' B   بنـابراين    . محاطي اسـت l m=A B1  و  2

mه طريق مشابه داريم ب l=A C2 l و 1 m=B C1   : در نتيجه خواهيم داشت2

  
  

 
l
m

l
m

l
m

l
l

l
l

l
l= =sin A sin B sinC sin A sin B sinC. . . .

sin A sin B sinC sinC sin A sin B
1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 1 1

1  

AA' ،BBهاي  ي سواي سينوسي ارتفاع بنابراين طبق قضيه   CC و '   .اند  همرس'
  .تر است ي صورت سينوسي سوا بسيار ساده توجه داشته باشيد كه اثبات همرسي نيمسازها نيز بوسيله  

  »ارگسوا، منلائوس، دز«
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اگر خطوط سوايي . اند  همرسPي  در نقطه  ABC از مثلث    'CC و   'AA'  ،BB خطوط سوايي     :4 – 4  مسأله
AA"  ،BB"   و CC"   ي خطوط      به ترتيب قرينهAA'  ،BB'   و CC'      نسبت به نيمسازهاي رئوس A ،

B   و C        باشند، نشان دهيد خطوط AA"  ،BB"   و CC"       ي   هايـن نقط ـ  . (انـد    نيز در يك نقطـه همـرس
                  .)شود  ناميده ميPي  ي نقطه همرسي، مزدوج هم زاويه

  
  

n
n

n
n

n
n =sinCAA' sin ABB ' sin BCC '. .

sin BAA' sinCBB ' sin ACC '
  فرض : 1

n
n

n
n

n
n =sinCAA" sin ABB" sin BCC". .

sin BAA" sinCBB" sin ACC"
  حكم : 1

 
ي يكديگر   قرينهOY و OXتوان دريافت چنانچه خطوط  با كمي دقت مي

l آنگاه باشند Oي  نسبت به نيمساز زاويه m=O O1 m و 4 m=O O2   .باشد  مي3
  :ي فوق خواهيم داشت بنابراين در مسأله  

  
 n n n n= =CAA' BAA" , BAA' CAA"  

  
 n n n n= =ABB ' CBB" , CBB ' ABB"  

  
 n n n n= =BCC ' ACC" , ACC ' BCC"  

  .سأله نتيجه خواهد شدم  فوق در فرض مسأله، به راحتي حكمهاي با جايگزيني تساوي  
 و BC ،AC ترتيب واقع بر اضلاع  به'C و 'A' ،Bي  ، سه نقطهABC در مثلث :2- 4ي منلائوس  قضيه
ABاند اگر و فقط اگر داشته باشيم ها، بر يك استقامت  و يا امتداد آن:                   

AC' BA' CB'. .
C' B A' C B' A

=1  

  

  »سوا، منلائوس، دزارگ«



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن
دمـمقاز 

ات ت
 المپ

ا
  يادـ

 سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 86  صفحه                                                                                                                                   بازگشت| مسايل بخش |فهرست مطالب 

A' ،Bتوجه داشته باشيد كه چنانچه  C و ' ي فوق صادق   بر امتداد اضلاع قرارداشته باشند همچنان رابطه'
  .است

A' ،Bكنيم كه نقاط  ابتدا فرض مي C و ' ي فوق برقرار  دهيم كه رابطه قامت باشند و نشان مي بر يك است'
'Aكنيم تا خط   رسم ميAB خطي به موازات ضلع Cي  براي اين منظور از نقطه. است B ' C  قطع K را در '
  .كند

⇒ =BA' C ' BA' KC A' C ' B
A' C KC

∆ ∆
∼  

⇒ =CB ' KCB ' KC B ' AC '
B ' A AC '

∆ ∆
∼  

⇒ = =AC ' BA' CB ' AC ' C ' B KC. . . .
C ' B A' C B ' A C ' B KC AC '

1  
  .شود طرف دوم قضيه نيز با استفاده از برهان خلف به سادگي قابل اثبات است كه به خود شما واگذار مي  
باشند بايد توجه داشته باشيد  ي سوا و منلائوس مانند يكديگر مي هاي بكار رفته در دو قضيه از آنجا كه رابطه: نكته

A' ،Bي  اي سه نقطهچنانچه بر C و ' ها، اين رابطه برقرار   يا بر امتداد آنABC روي اضلاع  مثلث '
A' ،Bي  باشد در صورتي كه هر سه نقطه C و ' ي   بر اضلاع قرار داشته و يا يك نقطه بر ضلع و دو نقطه'

باشد و در صورتي كه هر سه  ي سوا مي ي فوق مربوط به قضيه ديگر بر امتدادهاي اضلاع واقع باشند، رابطه
A' ،Bي  نقطه C و ' ي ديگر بر   بر امتداد اضلاع قرار داشته و يا يك نقطه بر امتداد ضلع و دو نقطه'
  .باشد ي منلائوس مي ي فوق مربوط به قضيه هاي مثلث واقع باشند رابطه ضلع

                : ثابت كنيدABC الساقين  غير متساوي در هر مثلث:5-4مسأله 
  . محل تلاقي نيمسازهاي خارجي رئوس مثلث با اضلاع مقابل همواره بر يك استقامت قرار دارند  )الف
ضلع مقابلش، با  با A رأس با اضلاع مقابل و نيمساز خارجي C و B محل تلاقي نيمسازهاي داخلي رئوس   )ب

  .اند خط يكديگر هم

  
  :ي منلائوس بايد نشان دهيم ي قضيه براي حل مسأله بوسيله  ) الف

=AC ' BA' CB '. .
C ' B A' C B ' A

  حكم: 1

  »سوا، منلائوس، دزارگ«
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  :طبق خواص نيمسازها داريم  
= = =BA' AB AC ' AC CB' BC, ,

A' C AC C ' B BC B ' A AB
 

⇒ = =AC ' BA' CB ' AC AB BC. . . .
C ' B A' C B ' A BC AC AB

1  
A' ،Bبنابراين نقاط    C و '   .اند خط  با يكديگر هم'

  .شود اثبات اين قسمت نيز مشابه قبل است كه به خود شما واگذار مي  )ب
'A و ABCدو مثلث در  اگر  :3-4ي دزارگ  قضيه B' C' خطوط  AA' ،BB' و CC' همرس باشند 

              . نقاط تلاقي اضلاع متناظر با يكديگر هم خط هستند و بالعكسآنگاه

  
  

AA' ،BBمحل همرسي  CC و '  R و P ،Q و محل تلاقي اضلاع متناظر با يكديگر را M را '
'QB و قاطع MBCي منلائوس براي مثلث  بنابر قضيه. ناميم مي C   :  داريم'

=MB' BQ CC '. .
BB ' CQ MC '

1  
'PA و قاطع MABهمچنين براي مثلث    B   : داريم'

=BB' AP MA'. .
MB ' BP AA'

1  
'RA و قاطع MACو براي مثلث    C   : داريم'

=MC ' CR AA'. .
CC ' AR MA'

1  
  :ي فوق در يكديگر خواهيم داشت با ضرب سه رابطه  

=BQ CR AP. .
CQ AR BP

1  
  . قرار دارند روي يك استقامتR و P ،Q نقاط ABCي منلائوس براي مثلث  پس بنابر قضيه  
  .شود اثبات عكس قضيه نيز به خود شما واگذار مي  
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ها با يكديگر موازي باشند خط گذرنده از محل تلاقي ديگر اضلاع متناظر با يكديگر،   چنانچه دو ضلع متناظر مثلث:نكته
  .با اين دو ضلع موازي خواهد بود

'A و ABC دو مثلث :تعريف B ' C  را مركز همساني و خط Mي   با شرايط فوق را دو مثلث همسان و نقطه'
QPRنامند  را محور همساني دو مثلث مي.  

نشان دهيد نقاط . اند  همرسPي   در نقطهABC از مثلث CF و AD ،BE خطوط سوايي :6-4مسأله 
( EF , BC ) و ( FD , CA ) و ( DE , AB               .اند  بر يك استقامت(

  
. باشد ها مي  نيز مركز همساني اين مثلثPي   با يكديگر همسان هستند و نقطهDEF و ABCدو مثلث 

M=ي  سه نقطهي دزارگ، دو مثلث فوق محور همساني نيز دارند پس  بنابراين طبق قضيه ( EF , BC  و (
=N ( FD , AC K= و ( ( DE , AB   . بر روي يك خط راست قرار دارند(

 BD و ACاقطار .  مفروض است بطوري كه اضلاع روبروي آن موازي نيستندABCD چهارضلعي :7-4مسأله 
 و AB ،BC ،CD طوري روي اضلاع E و M ،F ،Nنقاط . كنند  قطع ميPي  طهيكديگر را در نق

DAكنند كه خطوط   تغيير ميMN و EFي   از نقطهPاگر . گذرند  ميEM و FN يكديگر را در K 
              . را بيابيدKي  قطع كنند، مكان هندسي نقطه

  
. باشد ها مي  مركز همساني اين مثلثPي   با يكديگر همسان بوده و نقطهCNF و AMEدو مثلث 

ي  پس سه نقطه. ي دزارگ، دو مثلث فوق داراي محور همساني نيز هستند نابراين طبق قضيهب
=S ( AM , CN Q= و ( ( AE , CF K= و ( ( EM , FN  بر يك استقامت قرار دارند و به (

شود كه هر  از  طرف ديگر با بازگشت همين راه حل ثابت مي.  قرار داردSQ همواره روي Kي  عبارت ديگر نقطه
  .باشد  ميSQ خط Kي  بنابراين مكان هندسي نقطه.  را داردKي   خاصيت نقطهSQنقطه روي خط 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
ز  پاي عمودهاي وارد اA2  وA1 باشد و ABCي مثلث  اي دلخواه در صفحه  معرف نقطهPفرض كنيد   )1

P بر نيمسازهاي داخلي و خارجي A از مثلث ABCبه همين نحو .  باشندB1 ،B2 ،C1 و C2  را
Aهاي  ثابت كنيد خط. كنيم تعريف مي A1 2 ،B B1 C و 2 C1               .اند  در يك نقطه متقاطع2

اي محاط  ، كه در دايرهABCDEF  ضلعي   از ششCF و AD ،BEثابت كنيد براي اينكه قطرهاي   )2
شده است، در يك نقطه به هم برسند، شرط لازم و كافي اين است كه برابري 

=AB .CD .EF BC .DE .FAبرقرار باشد .                
هاي تماس اين دايره به   نقطهDC و DA ،DB و ABCمحاطي مثلث ي   مركز دايرهIفرض كنيد   ) 3

هاي   به ترتيب، نقطهDCI و DAI ،DBIهاي  خط نيمروي .  باشندAB و BC ،ACترتيب با اضلاع 
A' ،B' و C  و 'AA' ،BBهاي   ثابت كنيد كه خط.كنيم مي، اختيار Iهاي برابر از   را به فاصله'

CC                   .اند  همرس'
ي  ي محيطي آن، اضلاع مقابل آن را در سه نقطه هاي مثلث بر دايره رأسهاي مرسوم از  ثابت كنيد كه مماس  )4

                  .دكنن هم خط قطع مي
 و B2 و B1هاي   را در نقطهAC، ضلع C2 و C1هاي   را در نقطهABC از مثلث ABاي ضلع  دايره  )5

 در CC1 و AA1 ،BB1هاي  ثابت كنيد كه اگر خط. كند  قطع ميA2 و A1هاي   را در نقطهBCضلع 
              .اند  هم در يك نقطه متقاطعCC2 و AA2 ،BB2هاي  نقطه به هم برسند خطيك 

فرض كنيد . كنيم  را اختيار ميA1 و C1 ،B1، نقاط ABC  از مثلثBC و AB ،ACروي اضلاع   )6
C2ي برخورد خطوط   نقطهAB و A B1 1 ،A2ي برخورد خطوط   نقطهBC و B C1 ي   نقطهB2 و 1

AC1 و ACبرخورد خطوط   در يك نقطه همرس باشند، CC1 و AA1 ،BB1ثابت كنيد اگر خطوط .  باشد1
                .اند  بر يك خط راست واقعC2 و A2 ،B2هاي   نقطهآنگاه

 و F ،E را به ترتيب در نقاط ABC از مثلث BC و امتداد ضلع AC و ABهاي  خط راستي، ضلع  )7
Dهاي  خط يد كه وسط پارهثابت كن. كند  قطع ميAD ،BE و CFبه عبارت . (اند  بر يك خط راست واقع

در هر چهارضلعي كامل امتداد اضلاع روبرو يكديگر را قطع . اند خط ديگر اوساط اقطار هر چهارضلعي كامل هم
 FECB اقطار چهارضلعي كامل AD و BE ،FC مسألهدر شكل .  سه قطر استكنند و داراي مي

                  .)هستند
، A2هاي   و نقطهABC از مثلث AB و BC ،AC را به ترتيب بر اضلاع C1 و A1 ،B1هاي  نقطه  )8

B2 و C2 را بر اضلاع B C1 1 ،AC1 A و 1 B1 A از مثلث 1 B C1 1 دانيم كه خطوط  مي. كنيم  اختيار مي1
AA1 ،BB1 و CC1ثابت كنيد كه خطوط . اند  همرسAA2 ،BB2 و CC2اند اگر و فقط اگر   همرس

A A1 2 ،B B1 2 C C1                    . همرس باشند2
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'A و در خارج آن، سه مثلث متساوي الساقين ABCروي اضلاع مثلث   )9 BC ،B ' CA و C ' AB را 
'A=كنيم كه اين سه مثلث با هم متشابه باشند و داشته باشيم  طوري رسم مي B A' C ،

=B' A B ' C و =C ' A C ' B . ثابت كنيد سه خطAA' ،BB CC و '          .اند  همرس'
E و E؛ 'D و Dجفت نقاط   )10  از مثلث AB و BC ،AC را به ترتيب بر اضلاع 'F و F؛ '

ABCثابت كنيد كه دو مثلث . كنيم  متناظر انتخاب مي و متقارن نسبت به اوساط اضلاعDEF و 
D' E ' F'ارز يا معادل گويند هاي برابر را دو مثلث هم دو مثلث با مساحت. (ارزند  هم(.              

 و ABشود اضلاع   رسم ميABC از مثلث BCاي روي عمود منصف ضلع  كز نقطهاي كه به مر دايره  )11
AC را به ترتيب در جفت نقاط P و P' ،Q و Q'خطوط . كند  قطع ميPQ و P' Q' خط ،BC 

K و Kرا به ترتيب در نقاط  K و Kكنيد ثابت . كنند  قطع مي'  به يك BCي وسط ضلع   از نقطه'
                  .اند فاصله

= : همرس باشند، ثابت كنيدPي   در نقطهCF و AD ،BEاگر سه خط سوايي   )12 +AP AE AF
PD EC FB

                  
A' ،B ؛ A ،B ،Cسه خط موازي توسط سه مورب موازي در نقاط   )13 ' ،C  قطع "A" ،B" ،C ؛ '

"Bنشان دهيد كه خطوط . اند شده C ،C ' A" و AB               .اند  همرس'
ثابت . كنند  قطع ميABC از مثلث ADاي روي ارتفاع   يكديگر را در نقطه CF و BEدو خط سوايي   )14

                . استEDFي  ز زاويه نيمساDAكنيد
 A رأسپاي تصوير . كند  قطع ميF و E را در AB و AC، اضلاع ABC از مثلث ADي به قطر ارتفاع  دايره  )15

C و 'B. ناميم  مي'A را EFبر خط  ، 'AAثابت كنيد كه خطوط . كنيم ف مي را به طور مشابه تعري'
BB' و CC                    اند  همرس'

 به AB و AC باشد و بر اضلاع BCكنيم كه قطر آن بر ضلع  اي را چنان محاط مي  نيم دايرهABCدر مثلث   )16
 بر AK بناميم ثابت كنيد كه K را CF و BEاگر محل تقاطع دو خط .  مماس باشدF و Eترتيب در نقاط 

BCعمود است .                                                        
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   كارنو  قضيه2 – 4
ي حـل   در برخورد با برخي از انواع مسايل مربوط به همرسي خطوط، ناگزير از استفاده از روابط طولي بـرا          :هدف بخش 

ي كارنو است كه در اين بخش با آن آشنا خـواهيم              ترين قضايا در اين حوزه، قضيه       يكي از كاربردي  . ها هستيم   آن
  .شد

  
  : عمود است اگر و فقط اگر داشته باشيمCD بر پاره خط B و A نشان دهيد خط گذرنده از نقاط  :8-4مسأله 

  )1(  AC AD BC BD− = −2 2 2 2              
  

  
  
.  عمود استCD بر ABدهيم  برقرار باشد و نشان مي  ) 1(ي    كنيم رابطه   ي فوق ابتدا فرض مي      اي اثبات مسأله  بر

  :ي فيثاغورث داريم  باشند، طبق قضيهCD بر خط B و A به ترتيب پاي عمودهاي وارد از نقاط bH و aHاگر 
− = + − − = −a a a a a aAC AD AH H C AH H D H C H D2 2 2 2 2 2 2 2  
− = + − − = −b b b b b bBC BD BH H C BH H D H C H D2 2 2 2 2 2 2 2  

  :خواهيم داشت) 1(ي  ي فوق در رابطه با جايگزيني دو رابطه  
− = −a a b bH C H D H C H D2 2 2 2  

⇒ + − = + −a a a a b b b b( H C H D ) ( H C H D ) ( H C H D ) ( H C H D )  
⇒ − = −a a b bH C H D H C H D  
⇒ + − = + −a a b bH C CD H D H C CD H D  
⇒ = ⇒ =a b a bH C H C H C H C2 2  

  . عمود استCD بر AB و هستند بر يكديگر منطبق bH و aHبنابراين نقاط   
  .شود ي فيثاغورث بسيار واضح است كه به خود شما واگذار مي اثبات طرف دوم مسأله نيز با توجه به قضيه  
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 پاي عمود وارد از Hاگر . كنيم  رسم ميرا ABC (AB=AC) از مثلث متساوي الساقين AD  ارتفاع  :9-4مسأله 
 . عمود استBH بر AM بناميم، نشان دهيد M را DHي وسط   باشد و نقطهAC بر ضلع D ي نقطه

                 

  
  

−: ي پيش، براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم با توجه به مسأله = −AB AH MB MH2 2 2 2.  
  :ي فيثاغورث داريم طبق قضيه

  )1(                          − = + − + = +AB AH AD DB AD DH DB DH2 2 2 2 2 2 2 2  
  : داريمBMDها در مثلث  ي كسينوس و بنا بر قضيه  

n− = + − −MB MH MD DB MD .DB .cos BDM MH2 2 2 2 22  
                           n= +DB MD .DB .cos CDH2 2  
                  = + = +DB MD .DH DB DH2 2 22         

  )2(                                  ⇒ − = +MB MH DB DH2 2 2 2  
−: شود نتيجه مي) 2(و ) 1(با توجه به روابط    = −AB AH MB MH2 2 2 2  

  
 از مثلـث  AB و   BC  ،AC اضـلاع     به ترتيب بر   'C و   'A'  ،B خطوط عمود وارد از نقاط        :4-4 كارنو    قضيه

ABCاند اگر و فقط اگر داشته باشيم  در يك نقطه همرس:  
                                    AC' C' B BA' A' C CB' B' A− + − + − =2 2 2 2 2 2 D              

 
Bي بالا برقرار بوده و خطـوط عمـود وارد از نقـاط                كنيم رابطه    مي ي فوق فرض    براي اثبات قضيه   C و '  بـر  '

  . عمود استBC بر ضلع P و 'Aدهيم خط گذرنده از نقاط   قطع كنند و نشان ميP يكديگر را در AB و ACاضلاع 
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PC و 'PB كه خطوط آنجا پيش، از ي طبق مسأله     : عمود هستند داريمAB و AC به ترتيب بر اضلاع '
− = −AC ' C ' B PA PB2 2 2 2  
− = −CB' B ' A PC PA2 2 2 2  

  :ي فوق در فرض قضيه خواهيم داشت با جايگزيني دو رابطه  
− = −BA' A' C PB PC2 2 2 2  

'Aي پيش خط  بنابراين طبق مسأله   P بر ضلع BCعمود است .  
  

A' ،B توجه داشته باشيد كه نقاط     :نكته C و ' ن صورت توانند روي اضلاع مثلث نيز قرار داشته باشند كه در اي  مي'
  .شود كه البته كاربرد زيادي نيز دارد حالت خاصي از قضيه حاصل مي

  .اند هاي نظير رئوس در يك نقطه همرس  نشان دهيد در هر مثلث ارتفاع:10 – 4مسأله 
C و   'B و   A رأس را روي    'Aي كـارنو چنانچـه        در قضيه   را نيـز    '

  :ي كارنو به صورت زير برقرار است  در نظر بگيريم، رابطهC  وBروي رئوس 
  
  
  

− + − + − =AC CB BA AC CB BA2 2 2 2 2 2 D  
 در يك   AB و   BC  ،AC به ترتيب بر اضلاع      C و   A  ،Bي كارنو خطوط عمود وارد از نقاط          بنابراين طبق قضيه    

  .اند نقطه همرس
  

 با اضلاع مقابل C و A  ،Bهاي محاطي خارجي نظير رئوس   محل تماس دايره'C و  'A'  ،B اگر    :11-4مسأله  
'B بـه ترتيـب بـر اضـلاع          C و   A    ،Bها باشند، نشان دهيد خطوط عمـود وارد از رئـوس              آن C'  ،A' C'  و 

A' B' از مثلث A' B' C'اند  در يك نقطه همرس.                
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  :ي كارنو براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم طبق قضيه  
− + − + − =B ' A AC ' C ' B BA' A' C CB '2 2 2 2 2 2 D  

  : داريم10-3مسأله  اما طبق   
= = = =B ' A B" C , AC ' BC" , C ' B C" A , BA' CA"  

= =A' C A" B , CB ' AB"  
  :شود با جايگزيني روابط فوق در حكم مسأله نتيجه مي  

− + − + − =B" C BC" C" A CA" A" B AB"2 2 2 2 2 2 D  
  .ي فوق دو به دو با يكديگر برابرند درستي حكم بالا كاملاً روشن است هاي رابطه خط و از آنجا كه پاره  

  » كارنو قضيه« 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
A' ،Bهاي  ثابت كنيد كه اگر عمودهاي وارد از نقطه         )1 C و '  از مثلث AB و BC ،AC به ترتيب بر اضلاع '

ABC       ،هـاي      عمودهـاي وارد از نقطـه      آنگـاه  در يك نقطه متقاطع باشندA  ،B   و C        اي ه ـ   بـه ترتيـب بـر خـط
B ' C ' ،A' C 'A و ' B                  .اند  هم، در يك نقطه متقاطع'

  .اند ثابت كنيد كه عمودهاي مرسوم بر اضلاع مثلث در نقاط تماس دواير محاطي خارجي با اضلاع مثلث، همرس  )2
 

C و   'A'  ،Bفرض كنيد     )3  A بـر خـط      ABC از مثلـث     C و   A  ،B معرف پاي عمودهـاي وارد از رئـوس          '
C و   'A'  ،Bثابت كنيـد كـه عمودهـاي وارد از          . باشند ، در يـك نقطـه      AB و   BC  ،AC بـه ترتيـب بـر        '

                    .اند متقاطع
A'  ،Bفرض كنيد   . اند   مفروض Dي دلخواه      و نقطه  ABCمثلث متساوي الاضلاع      )4 C و   ' ف  به ترتيب معر   '

 ثابت كنيد كه عمودهاي وارد از       . باشند ABD و   BCD  ،CADهاي      هاي محاطي داخلي مثلث     مركز دايره 
B به ترتيب بر C و A ،Bهاي  رأس ' C ' ،A' C 'A و ' B                   .اند ، در يك نقطه متقاطع'

C و 'A' ،B و ABCهاي مثلـث    ارتفاعCF و AD ، BE فرض كنيد   )5  بـه   C و A ،B تـصويرهاي  '
A'  ،Bثابت كنيد كه عمودهاي وارد از       .  باشند DE و   EF  ،DFترتيب روي    C و   ' ، BC بـه ترتيـب بـر        '

AC و ABاند  در يك نقطه متقاطع.                  
'Aرئوس مثلث     ) 6 B ' C 'Aاگر از وسط اضـلاع مثلـث        .  قرار دارد  ABCثلث  هاي م    بر روي ارتفاع   ' B ' C ' 

                .اند  رسم كنيم، نشان دهيد كه اين سه عمود همرسABCعمودهايي بر اضلاع متناظر مثلث 
 Eعمودي كـه از     . كنيم   جدا مي  BC برابر ضلع    ABCDالاضلاع     از متوازي  AB را بر امتداد ضلع      BEخط    پاره  )7

 عمـود   BD بـر قطـر      KCثابت كنيد خـط     . كند   قطع مي  K را در    DABي    شود نيمساز زاويه     اخراج مي  BEبر  
                    .است

 و AC را بـر اضـلاع       PE و   PDعمودهـاي   . ايم   انتخاب كرده  ABCي محيطي مثلث       را روي دايره   Pي    نقطه  )8
BC فرود آورده و اوساط AE و BD را M  و Nان دهيد نش. ناميم  ميMN بر DEعمود است .           
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    خط سيمسون3 – 4
ي خط سيمسون است كه به خاطر شهرت بـيش از          قضيه ،هاي واقع در دايره     ترين هم خطي     يكي از جالب   :بخش    هدف

ما نيز در ايـن بخـش بـه تبيـين ايـن قـضيه و       . حدش در اكثر كتب هندسه مسطحه مورد بحث قرار گرفته است    
  .پردازيم  سيمسون ميخي خواص و مسايل مربوط به خطدر بركنكاش 

  
 بـر   P پاي عمودهـاي مرسـوم از        'C و   'A'   ، Bاي دلخواه  و        نقطه P فرض كنيد    :5 -4قضيه خط سيمسون    

اند   خط   هم 'C و   'A'   ، Bدر اين صورت      .  باشند ABC از مثلث    AB و   BC  ،AC) يا امتداد اضلاع  (اضلاع  
              . باشدABCي محيطي مثلث   روي دايرهPاگر و فقط اگر 

  
  

C و   'A'   ، Bخطي    مبراي اثبات ه  .  واقع باشد  ABCي محيطي مثلث       روي دايره  Pابتدا فرض مي كنيم      ' 
C و   'Aنقاط     Bي     را به نقطه   ' 'Aكنيم خطوط     كنيم و ثابت مي      وصل مي  ' B B و   ' ' C  هم راسـتا هـستند و    '

B=براي ايـن منظـور كـافي اسـت نـشان دهـيم               ' B '1 n از آنجـا كـه       2 n+ =AC ' P AB ' P 180D هارضـلعي   چ
AC ' PB m محاطي بوده و بنـابراين       ' l=B ' P1 n و چـون     1 n+ =PA' C PB ' C 90D    چهارضـلعي PB ' A' C 

mنيز محاطي بوده و بنابراين  l=B ' P2   : محاطي است، بنابراين داريمAPCBهارضلعي چ .2
n n
n n

l l⎫⇒ = ⎪⇒ ⇒ =⎬
= = ⎪⎭

PAC ' PCB
APC ' ~ CPA' P P

PC ' A PA' C

∆ ∆
1 290D

 

m l

m l
l l

m m
⎫=
⎪⎪= ⇒ =⎬
⎪

= ⎪⎭

B' P

B ' P B ' B '

P P

1 1

2 2 1 2

1 2

 

'Aپس خطوط    B B و ' ' C C و 'A' ،B هم راستا بوده و نقاط '   .اند  هم خط'
طرف دوم اين قضيه نيز با استفاده از طرف اول و برهان خلف به سادگي قابل اثبات است كه به خود شما واگـذار                    

  .شود مي
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A خط :تعريف B C1 1   .نامند  ميABC نسبت به مثلث Pي   را خط سيمسون نقطه1
  

 تـصويرهاي   'C و   'A'  ،Bنقـاط   .  مفـروض اسـت    ABCي محيطي مثلث       روي دايره  Pي     نقطه  :12-4مسأله  
ي   دايـره 'PC و 'PA' ،PBباشـند و امتـداد     مـي ABC از مثلث AB و BC ،AC بر اضلاع    Pي    نقطه

 بـا خـط     "CC و   "AA"  ،BBنـشان دهيـد     . كنـد    قطـع مـي    "C و   "A"  ،Bمحيطي را بار ديگـر در       
    .باشند  موازي ميABC نسبت به مثلث Pي  سيمسون نظير نقطه

  
  

                   : محاطي است داريمC'A'PBاز آنجا كه چهارضلعي 

    
m l
m l

m m1 1
1

1

A' C
A" A' A" A || A' C '

A" C

⎫=⇒ ⎪⇒ = ⇒⎬
= ⎪⎭

  

  . موازي هستندPي  سيمسون نقطه  نيز با خط"CC و "BBتوان نشان داد  و به همين ترتيب مي  
  

 باشـد، ثابـت كنيـد خـط         ABCكـز ارتفـاعي مثلـث        مر Hي محيطـي و       اي روي دايره     نقطه P اگر    :13-4مسأله  

              .كند  را نصف ميPHخط  ، پارهABC نسبت به مثلث Pي  سيمسون نظير نقطه
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'A نآوريم و خط سيمسو      فرود مي  AC و   BC را بر اضلاع     'PB و   'PAعمودهاي   B دهيم    را امتداد مي   '
Hاگر .  قطع كندK را در A رأستا ارتفاع نظير   بـا  'PAامتـداد   محـل تلاقـي   D و  PBC مركز ارتفاعي مثلـث  '

'KHA براي اثبات حكم مـسأله كـافي اسـت نـشان دهـيم چهارضـلعي                 آنگاه باشد   ABCي محيطي مثلث      دايره P 
  .متوازي الاضلاع است

ــي  PH و AHاز طرف ــر دو ' ــله 2 ه ــر فاص ــره   براب ــز داي ــلع   ي مرك ــي از ض ــم  BCي محيط ــوده و داري  ب
=AH PH Hاز طرف ديگر چون     . ' 'A= است پس    PBC مركز ارتفاعي مثلث     ' D A' H  و همچنـين از     '
ADآنجا كـه     || KA'   و A' D || AK      بنـابراين چهارضـلعي AKA' D          متـوازي الاضـلاع اسـت و داريـم 
=A' D AK.  

= ⎫ = ⎫⇒⎬ ⇒ + = + ⇒ =⎬= ⎭ = ⎭

A' D A' H ' A' H ' AK
A' H ' PH ' AK AH PA' KHA' D AK PH ' AH

 

'PAو چون    || KH بنابراين چهارضلعي KHA' Pمتوازي الاضلاع است .  
  

كند در حل مسايل مربـوط بـه خـط             را نصف مي   PH توجه داشته باشيد اين خاصيت خط سيمسون، كه همواره           :نكته
  .سيمسون بسيار مهم و كاربردي است

  
ي بين خطوط     نشان دهيد زاويه  . اند   مفروض ABCي محيطي مثلث       روي دايره  'P و   Pي     دو نقطه  :14 -4مسأله  

               . است'PP برابر نصف كمان ABC نسبت به مثلث 'P و Pسيمسون نظير نقاط 
  

  
  

Eدهـيم تـا دايـره را در      فرود آورده و امتداد مـي BC را بر PF و  PEعمودهاي     بنـابر  .  قطـع كننـد  'F و '
  : داريم12-4ي  مسأله

n n q

q q
n q

2 2

AF' || QF F' E 'FQE F' AE ' P' PAE ' || QE FQE

P' F' || PE ' F' E ' P' P

⎫⎫
⇒ = = ⎪⎬

⇒ =⎭ ⎬
⎪

⇒ = ⎭
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
 پـاي   'A و   ABC مركز ارتفاعي مثلث     Hاگر  . اند  ي محيطي آن مفروض      روي دايره  Pي     و نقطه  ABCمثلث    )1

 و ارتفـاع    ABC نسبت به مثلـث      Pي     محل تلاقي خط سيمسون نظير نقطه      K و   BC بر ضلع    Pعمود وارد از    
AD باشند، نشان دهيد PK با A' Hموازي است .                

'A و   ABCدو مثلث     )2 B ' C ي بين خطوط سيمـسون هـر         نشان دهيد زاويه  . اند   محاط شده  (O)ي     در دايره  '
              . نسبت به اين دو مثلث، همواره مقداري ثابت است(O)ي  هر روي دايPي دلخواه  نقطه

 را به قطر اين     (PC) و   (PB)،  (PA)ي    سه دايره . اند   از آن مفروض   PC و   PA  ،PB و سه وتر     (O)ي    دايره  )3
نـشان دهيـد ايـن سـه نقطـه      .  قطع كنندF و D ،Eي  كنيم تا يكديگر را دو به دو در سه نقطه           سه وتر رسم مي   

                  .اند خط هم
 روي  Pي مفـروض      سيمـسون نقطـه   نشان دهيد كه خط     . ي محيطي و مركز ثقل ثابتي دارد        مثلث متغيري دايره    )4

                .گذرد ي ثابتي مي ي محيطي نسبت به اين مثلث، از نقطه دايره
ثابت كنيد دواير محيطي چهار مثلثي كه از تقاطع سـه بـه سـه    . اند چهار خط دو به دو ناموازي در صفحه مفروض    )5

             .ي ميشل معروف است قطهاين نقطه به ن. آيند در يك نقطه همرس هستند اين خطوط بوجود مي
A'  ،Bاگر  . اند  ي محيطي آن مفروض      و دايره  ABCمثلث    )6 C و   '  "C و   "A"  ،Bهـا و       پـاي ارتفـاع    '

               :ي محيطي مثلث باشند نشان دهيد ها با دايره محل تلاقي امتداد ارتفاع
 به ترتيـب بـا خطـوط ممـاس بـر      ABC نسبت به مثلث "C و "A" ،Bخطوط سيمسون نظير نقاط    ) الف  

  .باشند  موازي ميC و A ،Bدر نقاط دايره 
 بـا   ABC نسبت بـه مثلـث       "C و   "A"  ،Bاضلاع مثلث حاصل از تلاقي خطوط سيمسون نظير نقاط          ) ب  

  .اند  دو به دو موازيABCاضلاع مثلث ارتفاعيه مثلث 
ي محيطي مثلث بگذرد، نـشان دهيـد كـه ايـن خـط                 در دايره  P از روبروي قطري     Pي     نقطه اگر خط سيمسون    )7

                 .گذرد سيمسون از مركز ثقل مثلث نيز مي
هـا   كنيم تا آن  رسم ميAB و BC ،AC، عمودهايي بر اضلاع     ABCي محيطي مثلث       روي دايره  Pي    از نقطه   )8

C و 'A' ،Bي محيطي را در  ه و دايرN و L ،Mرا به ترتيب در نقاط       LMNخـط سيمـسون   .  قطع كنند'
Bخطوط   ' C '  ،A' C 'A و   ' B L' ،M را به ترتيب در      ' N و ' ثابت كنيد كه خطوط . كند  قطع مي'
AL' ،BM CN و '                   .اند  همرس'

 و AB ،BC بر D ترتيب پاي عمودهاي وارد از  بهR و P ،Qاگر .  مفروض استABCDچهارضلعي محاطي   )9
CA      باشند و داشته باشيم PR=QR          ثابـت كنيـد نيمـسازهاي زاوايـاي ،nABC   و nCDA     روي خـط AC 

                 )2003المپياد رياضي جهاني سال . (كنند يكديگر را قطع مي
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   پاسكال  قضيه4 – 4
ي كه همرسي خطوط يا هم خطي نقاط در يك دايره اتفاق مي افتد بسياري از قـضاياي                  مسايل معمولاً در    :هدف بخش 

توانـد ابـزاري      ي پاسكال مـي     در اين مواقع قضيه   . دهند  خطي، كارآيي خود را از دست مي        مربوط به همرسي و هم    
اين قضيه صورتي ساده اما كاربردي مبتكرانـه  . ها باشد خطي يا همها    بسيار مناسب و قدرتمند براي اثبات همرسي      

  .و زيبا دارد كه در اين بخش با آن آشنا خواهيم شد
  

هـا همـواره بـر يـك خـط             در هر شش ضلعي محاطي، محل برخورد اضلاع مقابل يا امتداد آن             :6-4 پاسكال    قضيه
 بنـاميم نقـاط    ,f ،. . .a , bمحاطي را بـه ترتيـب   به عبارت ديگر اگر اضلاع يك شش ضلعي . راست قرار دارند

 همواره هـم خـط   (c , f) و محل برخورد اضلاع (b  , e) محل برخورد اضلاع (a  , d)محل برخورد اضلاع 
                  .خواهند بود

  .تواند محدب، مقعر و بنابراين خود متقاطع باشند البته در اين قضيه شش ضلعي محاطي مي  
  

 را امتـداد  MN. باشـد   مـي N=(BC , EF) و  ABCDEF ، (AB , DE) = M در شش ضلعي :هاثبات قضي
  : قطع كند داريمP را در AFدهيم تا امتداد  مي

  
  )1(

  
n

n

n
n= = = =MAF

NAF

.AM .AF .sin MAFPM S AM sin MAF AM BF. .
PN S FN FN AEsin AFN.FN .AF .sin AFN

1
2
1
2

  

  : قطع كند خواهيم داشتP1 را در CD ،MNبه همين ترتيب اگر   

  )2(    =MP DM CE.
PN NC BD

1
1

  

  »قضيه پاسكال« 
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 با يكديگر خواهيم    CNE و   BNF با يكديگر و همچنين دو مثلث        MDB و   AMEبا توجه به تشابه دو مثلث         
  :داشت

)3(                  = = ⇒ =DM AM BF CE DM CE AM BF, . .
BD AE FN NC BD NC AE FN

  
  :خواهيم داشت) 3(ي  در رابطه) 2(و ) 1(با جايگزيني روابط   

⇒ = ⇒ = ⇒ =MP MP MN MN NP NP
NP NP NP NP

1 1
1 1

 

  .  قرار داردMN روي خط CD و AF منطبق بوده و محل برخورد خطوط P بر P1ي  هبنابراين نقط  
  

كه براي هر سـطح مقطـع   بلي پاسكال به اين صورت است كه اين قضيه نه فقط براي دايره،                تعميم قضيه  :نكته
  . صادق است، مانند بيضي يا هذلوليمخروطي

  
كنـيم تـا     اخـراج مـي  Aي    در نقطه  ABعمودي بر ضلع    .  مفروض است  ABCDاطي   چهارضلعي مح   :15-4مسأله  

 N را در BCكنـيم تـا ضـلع          اخراج مـي   Aي     در نقطه  AD قطع كند و عمودي نيز بر ضلع         M را در    CDضلع  
              .گذرد  ميABCDي محيطي چهارضلعي   از مركز دايرهMNنشان دهيد . قطع كند

  

  
  

nBABاز آنجا كه زواياي . ناميم  مي'D و 'B با دايره را به ترتيب     AN و   AMنقاط برخورد     'nDAD و '
BBباشند بنابراين     قائمه مي  طبق . باشد  مركز دايره ميOي   ها، نقطه   ايره بوده و محل برخود آن      قطرهاي د  'DD و   '

ABي پاسكال در شش ضـلعي محـاطي    قضيه ' BCDD'  نقـاط (a , d)=M ، (b , e) = O و (c , f) = N 
  .گذرد  ميOي   از نقطهMNبنابراين . باشند هم خط مي

  
ر نام شش ضلعي كاملاً تعيين كننده اسـت بـه عبـارت ديگـر دو شـش                   توجه داشته باشيد كه ترتيب رئوس در ذك        :نكته

  . كاملاً متفاوتندBACDEF و ABCDEFضلعي 
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ي پاسكال دو حالت خاص مهـم آن را هرگـز نبايـد از نظـر دور داشـت كـه                       در بررسي كاربردهاي مختلف قضيه      
  :عبارتند از

نهايـت قطـع    يكديگر را در بي(گر موازي باشند  ضلعي محاطي با يكدي     در صورتي كه دو ضلع مقابل در يك شش          -1
              .خط گذرنده از محل تلاقي ديگر اضلاع مقابل به هم نيز با اين خطوط موازي خواهد بود) كنند

  
در صورتي كه طول هر كدام از اضلاع شش ضلعي برابر صفر شود، آن ضلع به خطـي ممـاس بـر دايـره تبـديل                            -2

 ADDBEC ضلعي مربـوط بـه آن را بـه صـورت              شش.  پاسكال صادق خواهد بود    ي  شود و همچنان قضيه     مي
                    .دهيم نمايش مي

  
  

. باشـند   مي ي دلخواه بر روي دايره  نيز دو نقطهF و  E دو وتر موازي در دايره هستند و CD و AB  :16- 4مسأله 

              MN || AB:  نشان دهيدN = (BE , CF) و M = (AF , DE)اگر
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 بـا   CD و   AB از آنجا كه دو ضـلع روبـروي          ABEDCFي پاسكال در شش ضلعي محاطي         با توجه به قضيه   
 موازي خواهـد  CD و AB نيز با M = (c , f) و N = (b , e)باشند بنابراين خط گذرنده از نقاط  يكديگر موازي مي

  .بود
  

 N و   Mر امتداد اضلاع مقابل دو به دو يكديگر را در           اگ.  مفروض است  ABCD چهارضلعي محاطي    :17 – 4مسأله  
  .اند خط  همP و M ،N قطع كنند نشان دهيد نقاط P يكديگر را در C و Aو خطوط مماس بر دايره در نقاط 

 

  
  

 و  N ،(b , e) = M = (a , d)  نقـاط  AABCCDي پاسكال در شش ضـلعي محـاطي    با توجه به قضيه
(c , f) = Pقرار دارند بر يك خط راست .  

  
كنيم تا اضـلاع      ي محيطي مثلث رسم مي      هايي بر دايره     مماس C و   A  ،B در رئوس    ABC در مثلث    :18 – 4مسأله  

              .اند  هم خطP و M ،Nثابت كنيد .  قطع كنندP و M ،Nمقابل آن را به ترتيب در 

  
  

 =(c , f) و N ،(b, e) = P = (a , d) نقاط AABBCCي پاسكال در شش ضلعي محاطي  طبق قضيه
Mاند  با يكديگر هم خط.  
  

  :باشد انشن دارد كه به شرح زير ميي بري ي پاسكال دوگاني مشهور به قضيه قضيه
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  .اند هاي مقابل در يك نقطه همرس رأس در هر شش ضلعي محيطي، خطوط واصل :7 – 4 بريانشن  قضيه
                  

  
باشد كه به دليل كاربرد بسيار محدود آن          ي پاسكال مي    خاصي از تعميم قضيه   ي پاپوس نيز حالت       همچنين قضيه 

  .كنيم اي از آن بسنده مي تنها به اشاره
ديگر هم خـط باشـند، نقـاط         نيز با يك   'C و   'A'  ،B با يكديگر و نقاط      C و   A  ،B اگر نقاط    :8- 4 پاپوس    قضيه

D ( AB' , A' B )=  ،( ', ' )E AC A C=   و F ( BC' , B' C خـط خواهنـد       نيز با يكديگر هـم     =(
                    .بود

  
  

. كننـد   را مطابق شكل در نه نقطه قطع مـي  Bي     سه خط گذرنده از نقطه     Aي     سه خط گذرنده از نقطه     :19- 4مسأله  
                .اند  در يك نقطه همرسCR و DQ ،FNنشان دهيد خطوط 

  
 
انـد بنـابراين طبـق     خـط   نيز با يكديگر هـم Q و B ،Fي   با يكديگر و سه نقطهNو A، Dي  دانيم سه نقطه مي

C=ي پاپوس نقاط  قضيه ( AF , BD ) ، R = (AQ , BN) و (DQ , FN)نـد و بـه   ا خـط   نيز با يكديگر هم
  . همرس استFN و  DQ  با خطوطCRعبارت ديگر خط 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
Bنقاط    )1 C و   ' BBاگر خطوط   . گيريم   در نظر مي   ABC از مثلث    AB و   AC را به ترتيب روي اضلاع       '  و  '

CC ي    قطع كنند ثابت كنيد خط مماس بر دايـره         N و   M را به ترتيب در نقاط       ABCي محيطي مثلث       دايره '
B و خطوط Aي   در نقطهABCمحيطي مثلث  ' C        .اند  در يك نقطه همرسMN و '

 در نظـر    CD و   AB را بـه ترتيـب روي اضـلاع          F و   E نقـاط .  مفـروض اسـت    ABCDچهارضلعي محـاطي      )2
 قطـع   N و   M را به ترتيـب در نقـاط         ABCDي محيطي چهارضلعي محاطي        دايره AF و   DEاگر  . گيريم  مي

              .اند  در يك نقطه همرسBC و EF ،MNكنند نشان دهيد خطوط 
n مفروض است به نحوي كه       ABCDچهارضلعي    )3 n n= =DAB ABC BCD اگـر نقـاط     . باشد   ميO   و H 

 بر يـك خـط   D و H  ،O باشند، نشان دهيد نقاط      ABCي محيطي و مركز ارتفاعي مثلث         به ترتيب مركز دايره   
                  .اند راست واقع

 بـه ترتيـب بـر       E و   Dكنيم كه در نقاط       اي چنان رسم مي     دايره. اند  ي محيطي آن مفروض      و دايره  ABCمثلث    )4
.  ممـاس داخـل باشـد   ABCي محيطي مثلث   بر دايرهPي   مماس بوده و همچنين در نقطه    ACو   ABاضلاع  

        .باشد  منطبق ميABC مثلث يي محاطي داخل  بر مركز دايرهDEخط  ي وسط پاره ثابت كنيد نقطه
ــاطي    )5 ــلعي مح ــت ABCDچهارض ــروض اس ــه.  مف ــه    Pي  نقط ــه ك ــرار گرفت ــان ق ــلعي چن  درون چهارض

n n n n+ = + =DAP DCP CBP CDP 90D اگـر نقـاط     . باشد   ميE   و O           بـه ترتيـب محـل تلاقـي اقطـار 
               .اند  هم خطO و E ،Pي محيطي آن باشند نشان دهيد نقاط  چهارضلعي و مركز دايره

ي دلخـواه   نقطه.  قطع كرده استC1 و  A1  ،B1 را در    ABC از مثلث    AB و   BC  ،AC اضلاع   dخط دلخواه     )6
M     را روي خط d       در نظر گرفته و خطوط AM  ،BM   و CM    ي محيطـي مثلـث       دهـيم تـا دايـره        را امتداد مـي

ABC       را به ترتيب در نقاط A2  ،B2 و C2نـشان دهيـد خطـوط    .  قطع كنندA A1 2 ،B B1 C و 2 C1  در 2
                 .اند  همرسABCي محيطي مثلث  اي روي دايره نقطه

را بر نيم دايره رسـم       AN و   AMهاي     در خارج آن مماس    Aي    از نقطه .  مفروض است  BCاي به قطر      نيم دايره   )7
 يكديگر را در CM و BNاگر .  قطع كنندF و Eدر نقاط  را به ترتيب BCدهيم تا امتداد قطر  كرده و امتداد مي   

                     . عمود استEF بر AP قطع كنند ثابت كنيد خط Pي  نقطه
ي محـاطي و    مركـز دايـره   بـه ترتيـب  E و I ،Oاگر . باشد  مفروض مي ABCDچهارضلعي محاطي و محيطي       )8

ي محيطي و محل تلاقي قطرهاي چهارضلعي باشند، نشان دهيد اين سه نقطه بر يك استقامت قـرار                    مركز دايره 
                   .دارند

 را به ترتيـب در      AC و   ABكنيم تا      رسم مي  AHاي به قطر      دايره. ايم   را رسم كرده   ABC از مثلث    AHارتفاع    )9
M   و N  هاي مرسوم در نقاط       سمما.  قطع كندM   و N       ي     بر اين دايره يكديگر را در نقطهP  ثابت . كنند   قطع مي

               . قرار داردABC از مثلث BCي نظير ضلع   بر امتداد ميانهPي  كنيد نقطه
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 P ،Q ،M به ترتيب در نقاط DA و AB ،BC ،CDاگر اضلاع  .  مفروض استABCDچهارضلعي محيطي   )10
 در يك نقطه BD و PM ،QN ،ACي محاطي اين چهارضلعي مماس باشند، ثابت كنيد خطوط  يره بر داNو 

                    .اند همرس
.  قـرار دارنـد  CD و AB به ترتيـب روي اضـلاع        F و   Eنقاط دلخواه   .  مفروض است  ABCDالاضلاع    متوازي  )11

 و  Mابت كنيد خط گذرنده از نقـاط        ث. ناميم   مي M را   CE و   BF و محل تلاقي     N را   DE و   AFمحل تلاقي   
Nكند الاضلاع را به دو قسمت مساوي تقسيم مي  متوازي.                
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  ) را در كتاب ببينيدتمريناتراه حل كامل اين ( تمرينات تكميلي
AHدر مثلث    )1 , ABC   و AD   أسر و نيمساز نظير      ع   به ترتيب ارتفا A   و ′BH   و ′B D     بـه ترتيـب 

محيطـي مثلـث    به ترتيـب مراكـز دوايـر محـاطي داخلـي و      O و I. باشند  ميB رأسارتفاع و نيمساز نظير    
ABC ثابت كنيد   . باشند   ميI   و H   و ′H  اند اگر و فقط اگر         هم خطD , O   و ′D   باشـند     هم خـط .

                  
′ و   ABCدو مثلث    )2 ′ ′A B C     محـل برخـورد خطـوط       . باشـند    در يك دايره محاطي مي′ ′( A B ,BC ) ،

′ ′( A B , AC )  ،′ ′( B C , AC )  ،′ ′( B C , A B )  ،′ ′( A C ,A B )، ′ ′( A C ,BC  را  (
′به ترتيب    ′E , D , F , E , D  و′F ثابت كنيد خطوط    . ناميم   مي′ ′E E , DD   و ′F F اند   همرس.

                 
) روي دايره    P نقطه )3 O ) در   ABCD قرار دارد و چهار ضلعي       ( O هاي سه به سـه       تركيب.  محاط است  (

 نسبت بـه    Pچهار خط سيمسون نظير نقطه      . كنند  ، چهار مثلث را تعيين مي     ABCDهاي چهارضلعي     رأساز  
كنيم، نشان دهيد كه ايـن تـصويرها روي يـك        ها تصوير مي     را روي آن   Pآوريم و     اين چهار مثلث را بدست مي     

 ABCD نـسبت بـه چهارضـلعي محـاطي     P  توان خط سيمسون نقطـه    اين خط را مي   . خط راست قرار دارند   
                 .ناميد

′ اضلاع اين مثلث را در نقاط        ABC از دايره محيطي مثلث      OPشعاع   )4 ′B , A   و ′C  نـشان  . كند   قطع مي
′′دهيد نقاط    ′′B , A   و ′′C     كه تصاوير نقاط ′ ′B , A   و ′C    روي خطوط BP , AP   و CP   ،هـستند 

               .ارند قرار دABC نسبت به Pروي خط سيمسون 
: انـد كـه      طـوري انتخـاب شـده      AC و   BC بـه ترتيـب روي اضـلاع         M و   N نقاط   ABCدر مثلث    )5

= =AM BN AB.   اگر O   و I                 به ترتيب مراكـز دوايـر محيطـي و محـاطي داخلـي مثلـث ABC 
OI⊥:باشند، ثابت كنيد MN               

n و   ABEالزاويه و متشابه      دو مثلث قائم   )6 nEAB DAC ) ACD=   و l l( B C= =  را در خارج مثلـث      °90
ABC  ثابت كنيد محـل تقـاطع دو پـاره خـط            . كنيم   رسم ميBD   و CE     روي ارتفـاع AH   قـرار دارد .

                 
AC= كنيم كه داشـته باشـيم        طوري انتخاب مي   ABC از مثلث    BC را بر امتداد ضلع      F  نقطه )7 CF .

Cاي كه از نقاط       دايره ,A   و F به قطر     گذرد، دايره    مي BC   را در نقطه   P  كند اگر خطوط       قطع ميBP 
 بـر يـك     F و   D  ،E قطع كند ثابت كنيد      E و   D را به ترتيب در نقاط       AB و   AC اضلاع   CPو  

                 .اند استقامت
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 و ضـلع    B2 و   B1 را در نقـاط      AC و ضـلع     A2 و   A1 را در نقـاط      ABC از مثلث    BCاي ضلع     دايره )8
AB   را در نقاط C1 و C2مماس در نقاط . است  قطع كردهA1 و A2    ي   بر دايـره مـذكور يكـديگر در نقطـه

′A كنند و نقاط   قطع مي′B و ′Cثابـت كنيـد سـه خـط     . آينـد   هم بطور مشابه بدست مي′ ′BB , AA و 
′CCاند  همرس.                 

)سه دايره  )9 O , r ) , ( O , r )2 2 1 ) و 1 O , r )3 و به دو اند كه د  محاط شدهABC  طوري در مثلث 3
)هاي  دايره O ) و 1( O )هاي   و دايرهPدر  2( O ) و 1( O )هاي   و دايرهQ در 3( O ) و 3( O )2 

) بر يكديگر مماس هستند و همچنـين دايـره           Rدر   O ) و دايـره     AC و   AB  بـر اضـلاع    1( O  بـر   2(
) و دايره    BA و   BCاضلاع   O نـشان دهيـد سـه خـط        . باشـند    ممـاس مـي    CB و   CA بر اضـلاع     3(

BQ , AR و CPاند  در يك نقطه همرس.               
 بـر آن دايـره      Q و   P، در نقـاط     BCاي به قطر       بر دايره  A رأسهاي مرسوم از       مماس ABCدر مثلث    )10

 نيز به همين ترتيب تعريف شوند ثابـت كنيـد           CL و   BLاگر  .  بناميد AL را   PQاند خط واصل      مماس شده 

AL،BL و CLاند  در يك نقطه همرس.               
′ و دايره محاطي داخلي آن كه در نقاط    ABCمثلث   )11 ′B , A و ′C انـد   بر اضلاع آن مماس است مفـروض .

Bاگر سه خط سوايي همرس گذرنده از رئوس          ,A   و C             به ترتيب دايره محاطي را براي اولين بـار در نقـاط 
′′ ′′B , A   و ′′C  ،نشان دهيد خطوط      قطع كنند ′ ′′A A   و ′ ′′B B   و ′ ′′C C       انـد    در يـك نقطـه همـرس.
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  فصل پنجم

  ها دايره

  محور اصلي   5-1
هاست كه از بحث قوت نقطه نسبت به دايره            محور اصلي مفهومي جالب و در عين حال كاربردي در دايره           :هدف بخش 

اختن كنيم تا با پرد در اين بخش بطور مختصر با محور اصلي دو دايره آشنا خواهيم شد و سعي مي. گيرد نشأت مي
به انواع كاربردهاي آن در حل مسايل مختلف هندسه، ديدي كامل و همه جانبـه نـسبت بـه ايـن مفهـوم مهـم                         

  .هندسي بدست دهيم
 كه قوت آن نسبت به دو دايره مفروض برابر هستند، خطي است عمود بـر                N مكان هندسي نقاطي مانند       :1-5قضيه

        .هالمركزين دو داير خط

              
  

Cهـا نـسبت بـه دو دايـره            گيـريم كـه قـوت آن         را طـوري در نظـر مـي        M و   Nدو نقطه     ( O ,R )1 1  و  1
C ( O ,R )2 2   .د برابر باش2

 = ⇒ − = − ⇒ − = −M M
C CP MO R MO R MO MO R R1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2  

 = ⇒ − = − ⇒ − = −N N
C CP P NO R NO R NO NO R R1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2  

  :شود و با توجه به دو رابطه فوق نتيجه مي 
− = −MO MO NO NO2 2 2 2

1 2 1 2  
M خط   8-4مسأله  بنابراين طبق    N   بر OO1  را ثابت فـرض كنـيم تمـام         Mپس اگر نقطه    .  عمود است  2

المركـزين دو دايـره        بر خـط   M كه قوت يكساني نسبت به دو دايره دارند روي خط عمود وارد از نقطه                Nنقاط مانند   
 بـر   Mشـود كـه هـر نقطـه روي عمـود وارد از                از طرف ديگر با عكس همين راه حل به سادگي ثابت مـي            . قرار دارند 

المركزين    خطي عمود بر خط    Nبنابراين مكان هندسي نقطه     . المركزين دو دايره، قوت يكساني نسبت به آن دو دارد           خط
  .دو دايره است

Mخط  :تعريف Nنامند ره مي نسبت به دو دايره يكسان است، محور اصلي دو داين را كه قوت تمام نقاط آ.  
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 يكـديگر را    B و   A با يكديگر هم مركز باشند، محور اصلي ندارند و اگر در دو نقطـه                C2 و   C1اگر دو دايره    
=قطع كنند از آنجا كه       =A A

C CP P1 = و   2 =B B
C CP P1  روي محور اصـلي دو      B و   A، بنابراين هر دو نقطه      2

Aدايره قرار دارند و به عبارت ديگر خط  Bمحور اصلي دو دايره است .  
دايره دلخواه در صفحه باشند، محورهاي اصلي دو به دو اين دواير در يك نقطـه                سه   C3 و   C1،C2 اگر   :2-5قضيه  

    .شود  گفته ميC3 و C1،C2اند كه به اين نقطه مركز اصلي سه دايره  همرس
                

  
  
  
  
  

 K را   d2 و   d1و محل تلاقي     باشد   C3و  C1 محور اصلي دواير     d2 و   C1،C2 محور اصلي دواير     d1اگر   
  :بناميم داريم

⎫= ⎪ ⇒ =⎬
= ⎪⎭

K K
( O ) ( O ) K K

( O ) ( O )K K
( O ) ( O )

P P
P P

P P
1 2

2 3
1 3

  

 K نيـز قـرار دارد و هـر سـه محـور اصـلي در نقطـه                   C3 و   C2، روي محور اصلي دواير      Kبنابراين نقطه    
  .اند همرس

 C3 و   B  ،C2 و   A يكـديگر را در      C1،C2اگـر   . انـد    دو بـه دو متقـاطع      C3 و   C1،C2سه دايـره     :1-5مسأله  
 و  CD و   AB قطع كنند ، نشان دهيـد        F و   E يكديگر را در     C1  و C3 و دواير    D و   Cيكديگر را در    

E Fاند  در يك نقطه همرس.  
 

  
Aدانيم    مي B   و CD   و E F           مركز اصلي سه     در  محورهاي اصلي دو به دو دواير هستند و بنابر قضيه پيش 

  .اند  همرسC3 و C1،C2دايره 

  »محور اصلي« 
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Cمحـور اصـلي دو دايـره        d فرض كنيد خط     :3 -5 يسيقضيه كِ  ( O )1 C و   1 ( O )2 اي    نقطـه  Kاگـر   .  باشـد  2
              : بناميم، آنگاه داريمH را d بر Kارد از ودلخواه در صفحه باشد و پاي عمود 

K K
C ( O ) C ( O )P P K H .OO− =1 1 2 2 1 22  

  
  

OO1 و   dمحل تلاقي خط      OO1ر   ب K و پاي عمود وارد از       M را   2 در ايـن صـورت     . ناميم   مي M′ را   2
  :داريم

 ′− = − = −K H
C CP P O K O H O M O M1 1

2 2 2 2
1 1 1 1  

                   
′ ′ ′ ′= − + = +( O M O M ) ( O M O M ) M M ( O M O M ) ( )1 1 1 1 1 1 1  

 ′− = − = −K H
C CP P O K O H O M O M2 2

2 2 2 2
2 2 2 2  

                   
)()MO'MO('MM)MO'MO)(MO'MO( 2222222 +−=+−=  

H= روي محور اصلي دو دايره قرار دارد، داريم          Hاز آنجا كه     H
C CP P1 و ) 1( و با كم كردن طـرفين روابـط          2

  :شود از يكديگر نتيجه مي) 2(
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2[( ' ) ( ' )] '(2 ) 2 .K K

C CP P MM O M O M O M O M MM O O K H O O′− = + + + = =  

                    
)دايره متغير   . اند   مفروض dو خط    A نقطه ثابت    :2-5مسأله   O  و P را در نقاط     dگذشته و خط     A از نقطه    1(

Q ره متغير داي. كند  قطع مي( O  نسبت به آن مقداري ثابت Aگذرد و قوت نقطه   ميQ و P نيز از نقاط 2(
OO1 طول نشان دهيد .است                 . همواره ثابت است2

  
) محــــور اصــــلي دو دايــــره dخــــط  O ) و 1( O :  اســــت و بنــــابر قــــضيه كيــــسي داريــــم2(

212
12

OOAHPP A
)O(

A
)O( A= در عبارت پيش   .−=⋅

( O )P A و   AH، همچنـين    1
( O )P  مقـاديري ثابـت     2

OO1هستند، پس    . نيز همواره ثابت است2
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
B′هاي    ميانه )1 B   و ′CC    از مثلث ABC   ر دواير  اگ. كنيم   را رسم ميC1 و C2 به قطر ′B B و ′CC 

              .اند هم خط Aو  Q  وP قطع كنند، نشان دهيد نقاط Q و Pيكديگر را در 
)′دايره   )2 O ) روي دايره    ( O ) از دايـره     ABوتر متغير   .  مفروض است  ( O )′ همـواره بـر دايـره        ( O ) 

AO′مكان هندسي مركز دايره محيطي مثلث . باشد مماس مي Bرا بيابيد .             
) و دايره ثابت     Kنقطه   )3 O )′دايره متغير . اند  مفروض ( O )گذرد و مركز آن روي دايـره   مي K از ( O ) 

) نشان دهيد محور اصلي دو دايره .قرار دارد O )′ و ( O          . بر دايره ثابت ديگري مماس است(
 قطـع كننـد،     N و   M يكـديگر را در      BD و   AC اگر دوايري به قطر   .  مفروض است  ABCDذوزنقه   )4

             .گذرد  ميBC و ADهاي   از محل تلاقي ساقMNنشان دهيد خط 
آوريـم و      فرود مي  AB را بر    MHعمود  .  بر روي آن مفروض است     M و نقطه    ABاي به قطر      نيم دايره  )5

Aكنيم تا     رسم مي  MHاي به قطر      دايره M   و BM      را به ترتيب در P   و Q  اگر اين دايـره،   .  قطع كند
Pز قطع كند، نشان دهيـد خطـوط          ني K را در نقطه     ABنيم دايره به قطر      Q , M K   و AB    در يـك 

                 .اند نقطه همرس
6( C , B , A   و D        دو دايـره بـه قطرهـاي      . باشـند    چهار نقطه واقع بر يك خط راست ميAC و BD در 

E   و F نقطه  . اند   متقاطعP    را روي E F   گيريم و      در نظر ميB P   و C P دهـيم تـا بـه         امتداد مي   را
DNنشان دهيد   .   قطع كنند   M و N را دوباره در     AC و   BDترتيب دواير به قطر      , A M   و E F 
                 .اند در يك نقطه همرس

انـد كـه چهـار ضـلعي           طـوري انتخـاب شـده      ABC از مثلـث     AC و   AB روي اضـلاع     Q و   Pنقاط   )7
BPQC  خط  .  محاطي استd  موازي ضلع BC اضلاع AB و AC را در E و F  كنـد   قطـع مـي .

C و BQFهاي    نشان دهيد محور اصلي دواير محيطي مثلث       P E وقتي d  كنـد، ثابـت اسـت     تغييـر مـي.
                 

.اي آن هستند     نيمسازهاي داخلي يا خارجي مثلث ميانه      ،ثابت كنيد محورهاي اصلي دو به دو دواير محاطي مثلث          )8
                 

DEگيريم كه      در نظر مي   ABC از مثلث    AC و   AB را طوري روي اضلاع      E و   Dنقاط   )9 || BC .
P بـا    DE در نظر گرفته و محل تلاقي        ADE را درون مثلث     Pنقطه   B   و PC       را بـه ترتيـب F  و 

G نشان دهيد   . ناميم   ميAP  هاي    ر محيطي مثلث  المركزين دواي    بر خطP DG   و P E F   عمود اسـت .
                 

  »محور اصلي« 
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) Bنزديك به  ( AB را روي امتداد قطر Mنقطه .  مفروض استO و مركز ABاي به قطر  نيم دايره )10
 اگر نقطه.  قطع كندD و Cدايره را به ترتيب در  گذرانيم تا نيم  ميMگيريم و خط دلخواهي از  در نظر مي

M بناميم، نشان دهيد K را OAD و OBCهاي  ثلث تلاقي دواير محيطي مديگر K بر O K عمود 
         )1996المپياد جهاني بالكان . ( است

Pهـاي      عمـود  ABC واقع در درون مثلث      Pاز نقطه   . وض است  مفر ABCمثلث   )11 M   و P N    را بـر 
A=م  اگر داشـته باشـي    . آوريم   فرود مي  AC و   ABاضلاع   M . A B A N . A C     مكـان هندسـي ،
                 . را بيابيدPنقطه 

)دايـره   .  مفروض است  ABCمثلث   )12 O  قـرار دارد و دايـره      AC  گذشـته و مركـزش روي      B و   A از   1(
( O  Oثابت كنيد محور اصلي اين دو دايره از نقطه .  قرار داردAB گذشته و مركزش روي C و  A از   2(

               .گذرد  ميABCمركز دايره محيطي مثلث 
Bهاي نظير رئوس      پاي ارتفاع  )13 , A   و C    از مثلث ABC     را به ترتيب ′ ′B , A   و ′C اضـلاع  . ناميم   مي

AB ،AC و BCــداد مــي ــداد   را امت ــه ترتيــب امت ــا ب ′هــاي  دهــيم ت ′ ′ ′A C ,A B و ′ ′B C را در 
′′ ′′B , C   و ′′A  نشان دهيد پاي عمودهاي وارد از نقطه        .  قطع كنندH     مركز ارتفاعي مثلث ABC  بر 

′′خطوط  ′′BB , AA و ′′CC روي دايره محيطي مثلث ABCرار دارند ق.             
)دو دايره    )14 O ) و   1( O )دايره  . اند   متقاطع B و   A در نقاط    2( O OO1 به قطـر     ( ) دايـره    2 O  را در 1(

C   و D    و دايره ( O Eنشان دهيد خطوط    . كند   قطع مي  F و   E را در    2( F , C D   و A B  موازي 
                 .اند و هم فاصله

Aوتر ثابت    )15 B    از دايره ( O Aاي دلخواه روي     نقطه P.  مفروض است  ( Bدواير .  استC ( O , r )1 1  و 1
C ( O , r )2 2 A بر   Pكنيم كه در نقطه        را در طرفين اين وتر چنان رسم مي        2 B        مماس بوده و بـر دايـره 

( O r مقدار Pنشان دهيد با تغيير نقطه .  نيز مماس داخل باشند(
r
1
2

             . همواره ثابت است

  »محور اصلي« 
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  هاي متعامد دايره  5-2
توانند زواياي مختلفي بسازند و در         دو دايره متقاطع مانند دو خط همواره در نقطه تقاطعشان با يكديگر مي             :هدف بخش 

ته بـه دليـل كـاربرد نـه چنـدان           هاي خاصي خواهند داشت كه الب       حالتي كه اين زاويه قائمه باشد دو دايره ويژگي        
  .پردازيم ها و برخي كاربردهاي آن مي گسترده آن، در اين بخش بطور خلاصه به مهمترين آن

هـا    باشند، عبارت است از زاويه بين دو خط مماس بر دايـره            زاويه بين دو دايره در صورتي كه با يكديگر متقاطع          :تعريف
  .ها  آن در نقطه تقاطع
تـوان بـا     خط مماس بر دايره در نقطه مماس، بر شعاع دايره عمود است زاويه بين دو دايره را مـي     البته از آنجا كه   
  : تعريف كرد، چرا كه داريم نيزها ها در نقطه تقاطع آن زاويه بين شعاع دايره

∧ ∧ ∧ ∧ ∧
= ° + = + =T PY P O PY P O P O3 1 3 1 290  

  
  
  
  
  

  .سازند  يكديگر زاويه قائمه مياي هستند كه با دو دايره) عمود بر هم ( دو دايره متعامد  :تعريف
C دو دايره    :4 -5قضيه   ( O , R )1 1 C و  1 ( O , R )2 2 اين دو دايره متعامدند اگـر و  . اند  متقاطعQ و P در نقاط 2

                :فقط اگر هر كدام از روابط زير برقرار باشد
O) الف   P O P⊥1 2  
R) ب   R OO+ =2 2 2

1 2 1 2  
Oشعاع ) ج   P1 بر دايره ( O   . مماس باشد2(

) الـف (ه  نيز طبق قضيه فيثاغورث بـه رابط ـ      ) ب(كه به وضوح به معناي تعامد دو دايره است و رابطه            ) الف(رابطه  
Oباشد، چرا كه در صـورتي كـه           مي) الف(نيز بياني ديگر از رابطه      ) ج(قسمت  . منتج خواهد شد   P1    بـر )O( ممـاس   2

Oباشد شعاع  P2بر آن عمود خواهد بود .  
) نشان دهيد دو دايره      :3-5مسأله   O , R )1 ) و   1 O , R )2  با يكديگر متعامدند اگر و فقط اگر براي خط گذرنده از            2

O1 كه دايره ( O O: كند داشته باشيم  قطع ميB و A را در  2( A. O B R= 2
1 1 1              
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)اگر دو دايره   O ) و 1( O O بر يكديگر عمود باشند 2( M1 بر ( O   : مماس بوده و خواهيم داشت2(

 
AMO M A O B M

O AM ~ O BM

O O

∆ ∆
⎫
⎪= = ⎪ ⇒⎬
⎪
⎪= ⎭

1 1
1 1

1 2

2   

         ⇒ = ⇒ =
O M O A O A . O B R
O B O M

21 1 1 1 1
1 1

 

  .و عكس مسأله نيز با برگشت همين راه به سادگي قابل اثبات است 
O=كه در رابطه  ) B و Aمانند  ( O1به هر دو نقطه هم خط با  :تعريف A . O B R2

1 1 نند، دو نقطه ك  صدق مي1
)وارون نسبت به دايره  O   .شود  گفته مي1(

  . مركز دايره قرار دارند طرف دو نقطه وارون در يك:1نكته
  . از دو نقطه وارون، يكي داخل و ديگري خارج از دايره قرار دارد:2نكته
  . نقطه منطبق استاي روي دايره قرار داشته باشد، وارون آن بر خود  اگر نقطه:3نكته

 »هاي متعامد دايره« 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
 با يكديگر متعامدند اگر و فقط اگر مجموع    C2 و   C1نشان دهيد   . اند   متقاطع B و   A در   C2 و   C1دو دايره    )1

               . باشد180° روي اين دو دايره برابر ABدو كمان 
 ثابـت   .كند   قطع مي  D و   C دو دايره را در      Bگذرنده از نقطه    خط دلخواه   . اند   متقاطع B و   Aدو دايره در     )2

              .الزاويه است اگر و فقط اگر دو دايره بر يكديگر عمود باشند  قائمACDكنيد مثلث 
 بر دايره محيطـي مثلـث   BCPثابت كنيد دايره محيطي مثلث .  مفروض استABC درون مثلث Pنقطه   )3

ABCعمود است اگر و فقط اگر داشته باشيم  :ABP ACP+ = °90             
كنـيم    وصل مـي B و A به C1 روي دايره Pاز نقطه . اند  متقاطعB و  A در   C2 و   C1ره متعامد   دو داي  )4

Cثابت كنيد .  قطع كنندD و C را در C2تا  D قطر دايره C2باشد  مي.             
  ABCنشان دهيد كه در مثلث  )5

              .شوند متعامدند  رسم ميBC و AHهايي كه به قطر  دايره) الف
bاي كه به قطر   بر دايرهIBC  دايره) ب cI Iشود عمود است  رسم مي.              

)اگر دايره    )6 O ) بر دو دايره     ( O ) و   1( O  روي محور اصلي دو دايـره       O متعامد باشد نشان دهيد نقطه       2(
( O ) و 1( O                  .رار دارد ق2(

هايي كه از يك سر يك قطر به دو سـر قطـر               نشان دهيد خط  . اند  دو قطر عمود بر هم از دو دايره متعامد مفروض          )7
               .گذرند شوند، از نقاط مشترك دو دايره مي ديگر رسم مي
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  هاي هم محور دايره  5-3
حال زمـاني كـه بـيش از دو دايـره محـور      . دايره آشنا شديم   در بخش اول همين فصل با محور اصلي دو           :هدف بخش 

آيد كـه البتـه از آنجـا كـه كـاربرد             هاي هم محور بوجود مي       باشند مفهوم جالبي به نام دايره       داشته اصلي يكساني 
 هندسي ندارد، در اين بخش بطور خلاصه مروري بر مهمتـرين خـواص و كاربردهـاي آن                  مسايلوسيعي در حل    
  .خواهيم داشت

ها را كه يك خط ثابت محور اصلي هر دو دايره از اين گروه باشد، يك دسته دايـره هـم محـور                          گروهي از دايره   :عريفت

                      .گويند
قوت هر نقطه روي محـور اصـلي دسـته دايره،نـسبت بـه تمـام                

چنانچه يكي از  هاي آن دسته يكسان است بنابراين دايره
در دو نقطه قطـع كنـد     راهدواير، محور اصلي دسته داير

هاي دسته از اين دونقطـه خواهنـد گذشـت و             تمام دايره 
چنانچه يكي از اين دواير، محوراصلي را قطع نكند هـيچ           

  .كنند اصلي را قطع نمي هاي دسته، محور يك از دايره
  

  .اند هاي يك دسته دايره هم محور هم خط  مراكز دايره:5 -5قضيه
ي دلخـواه ديگـري از     نيز مركز دايـره O  و مركز دايره مفروضي از دسته دايره هم محور باشد     Mفرض كنيد   
 عمـود اسـت بنـابراين مراكـز         d همواره بر    OM محور اصلي اين دسته دايره باشد        dاگر خط   . اين دسته دايره باشد   

شود، قرار دارند كه بـه آن خـط            عمود مي  d گذشته و بر     Mهاي مختلف اين دسته دايره همواره بر خطي كه از             دايره
  .شود مركزي دسته دايره گفته مي

 M خط مركزي دسته دايره و       اگر  . اند  از يك دسته دايره هم محور مفروض       محور اصلي و يك دايره       :4-5مسأله  
اي   عضو اين دسته دايره هم محور باشد، دايره        كه   M به مركز  اي  اي دلخواه روي آن باشد، ثابت كنيد دايره         نقطه

                    .استمنحصر بفرد 

  
  : را روي محور اصلي دسته دايره در نظر بگيريم داريمKاگر نقطه  

 22 RKMPPP K
)O(

K
)M(

K
)O( −=⇒=  
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Kاز آنجا كه مقادير     
( O )P   و K M       مشخص و معلوم هستند مقدار R         شعاع دايره نيز مشخص خواهد بـود و 

)بنابراين دايره M , R   .اي منحصر بفرد است كه عضو اين دسته دايره هم محور است، دايره (
  :توان نمايش داد  مسأله پيش يك دسته دايره هم محور را به دو طريق ميبنابر :نكته

  با تعيين يك دايره و محور اصلي آن -1
 تعيين دو دايره از آن دسته دايرهبا  -2

  نقاط حدي
 محور اصلي دسته دايره بوده و خط مركـزي آن           dخط  . دسته دايره هم محور غير متقاطع زير را در نظر بگيريد          

  .كند  قطع ميOرا در 
هاي دسـته يكـسان    ي محور اصلي دسته دايره قرار داشته و قوت آن نسبت به تمام دايره            رو Oاز آنجا كه نقطه     

هاي دسته با يكديگر برابر است و نقـاط ممـاس، بـر      بر دايرهOهاي مرسوم از نقطه      باشد، بنابراين طول تمام مماس      مي
باشد و خـط مركـزي دسـته         هاي دسته عمود مي     بينيد اين دايره بر تمام دايره       چنانچه مي . ار دارند  قر Oاي به مركز      دايره

        .كند  قطع ميK′ و Kدايره را در نقاط 

  
  .شود اط حدي دسته دايره هم محور غير متقاطع گفته مي نقK′ و K به نقاط :تعريف
K و Kنقاط حدي: 6 -5قضيه    .هاي دسته، وارون يكديگرند  نسبت به هر يك از دايره′

)از آنجا كه دايره      O  نيـز نـسبت بـه هـر يـك از            K′ و   Kاط   بر هر يك از دواير دسته، عمـود اسـت نق ـ           (
  .هاي دسته وارون يكديگرند دايره

K و Kاگر دو نقطه   : قضيه عكس ، وارون ها با مراكز هم خـط  هاي يك مجموعه از دايره  نسبت به هر يك از دايره′
  .دهند ها يك دسته دايره هم محور تشكيل مي يكديگر باشند، آن مجموعه دايره

KKاگر نقطه وسط       وارون  ABاي بـه قطـر         نـسبت بـه دايـره      K′ و   K بناميم، از آنجا كه نقـاط        O را ′
  :يكديگر هستند داريم

= ⇒ =O
COA . OB OK P OK2 2  

OKهاي ديگر اين مجموعه برابر     نسبت به تمام دايره    Oو به همين ترتيب قوت نقطه        بنابراين نقطـه  .  است2
O وي محور اصلي دو به دو دواير مجموعه قرار دارد و خط عمود خارج شده از                  رO   بر ′K K      محور اصلي دو به دو 

  .دهند پس اين مجموعه، تشكيل يك دسته دايره هم محور مي. باشد دواير اين مجموعه مي
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هـاي    كه از نقاط حدي يك دسته دايره هم محور غير متقاطع بگذرد، بر همه دايرهاي نشان دهيد هر دايره   : 5-5مسأله  

                  .دسته عمود است

  
 3-5مسأله  هاي دسته، وارون يكديگرند، بنابر         نسبت به هر يك از دايره      K′ و   Kبا توجه به اينكه نقاط حدي       

  .باشد هاي اين دسته عمود مي  دايره بر هر يك از دايرهاين
)C مركز دايره    Oنقطه  : 6-5مسأله   O ,R نشان دهيد اگـر    .  روي محور اصلي دسته دايره هم محوري قرار دارد         (

              .هاي دسته متعامد است  همه دايرهعامد باشد آنگاه باهاي دسته مت ره با يكي از دايCدايره 
 

 
  

) بـا دايـره      Cفرض كنيـد دايـره         A  از ايـن دسـته دايـره هـم محـور متعامـد باشـد كـه در ايـن صـورت                       (
=O

( A )P R2.  
 : روي محور اصلي دسته دايره قرار دارد خواهيم داشتOبا توجه به اينكه 

 = ⇒ =O O O
( B ) ( A ) ( B )P P P R2  

)بنابراين دايره    B  عمود است و به همين ترتيب تمام دواير اين دسته دايـره هـم محـور بـر                   C نيز بر دايره     (
 . عمود هستندCدايره 

  
اي با دو دايره از يك دسـته دايـره هـم محـور      توان اين نتيجه را نيز گرفت كه اگر دايره           با توجه به مسأله فوق مي      :نكته

  .هاي آن دسته عمود خواهد بود متعامد باشد آنگاه بر همه دايره
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
اي كه متعلـق بـه ايـن دسـته دايـره       ي هم محور، با دايره هاي يك دسته دايره دهيد محورهاي اصلي دايره  نشان   )1

              .ها روي محور اصلي دسته دايره قرار دارد ي همرسي آن اند و نقطه نيست، همرس
 هم محور تشكيل ي ي هم محور، يك دسته دايره هاي يك دسته دايره هاي متعامد با دايره نشان دهيد دايره )2

                  .دهند مي
نشان دهيد سه يا بيش از سه دايره كه با يك دايره متعامد باشند و مركزشان روي خط ثابتي قرار داشـته باشـند،                         )3

               .دهند ي هم محور تشكيل مي يك دسته دايره
ي حدي دسـته،      تقاطع، از يك نقطه   ي هم محور غير م      ي يك دسته دايره     نشان دهيد كه مماس مشترك دو دايره       )4

                 .شود  مي ي قائمه ديده با زاويه
 بگذرد، با دايره محيطـي مثلـث متعامـد باشـد، و             رأسايم كه از آن       اي رسم كرده     يك مثلث، دايره   رأسبراي هر    )5

             . نشان دهيد اي سه دايره هم محورند. باشدرأسمركزش روي ضلع مقابل آن 
Bهاي    رأسهايي كه در     مماس )6 , A   و C   انـد، بـه      الزاويه بر دايره محيطي آن مثلث رسم شـده           از مثلث حاده

ACترتيــب اضــلاع  , BC و AB را در V , U و Wهــايي كــه  ثابــت كنيــد دايــره. انــد  قطــع كــرده
BV , AU و CWها خط اويلر مثلث است محورند، و محور اصلي آن  قطرشان هستند هم.          

نقطـه مفـروض بگذرنـد و هـر         كنيم كه از      سه دايره رسم مي   . اند  خط و يك نقطه مفروض      سه دايره با مراكز ناهم     )7
نشان دهيد كه اين سه دايره يك نقطه مشترك ديگر نيـز            . كدام با دو دايره از سه دايره مفروض هم محور باشند          

                  .دارند
Cي    چهار نقطه  )8 , B , A   و D    دو خـط    . انـد   روضاي بر يك خط واقع نيستند، مف         كه هيچ سه نقطهAB  و 

CD    ي     با يكديگر در نقطهE     و دو خط BC   و DA    ي     با يكديگر در نقطهF سـه  ثابت كنيد . اند   متقاطع 
BDدايره به قطرهاي     , AC   و E F     ي   هـا هـيچ نقطـه       گذرند يا هيچ يك از دو تـاي آن           يا از دو نقطه مي

                   .مشتركي ندارند

  »محور هاي هم دايره« 
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  ) را در كتاب ببينيدتمريناتراه حل كامل اين (تمرينات تكميلي 
 را در AC وABگــذرد و اضــلاع  مــي ABC از مثلــث C و Bهــاي  رأس از Oاي بــه مركــز  دايــره )1

A و   ABCهاي    اگر دواير محيطي مثلث   . كند   قطع مي  N و   Mنقاط M N   يكـديگر را دوبـاره در K 

 :قطع كنند، نشان دهيد
∧

= °AKO               )1985المپياد جهاني رياضي  ( 90
ACبـه ترتيـب اوسـاط اضـلاع         . انـد    مركـز ارتفـاعي آن مفـروض       H و   ABCمثلث   )2 ,BC   و AB  را 

N , M   و P از  . ناميم   ميA     خطي عمود برMH  كنيم تا ضلع مقابل را در          رسم مي′A  اگـر  .  قطع كند
′ را نيز به همين ترتيب تعريف كنيم، نشان دهيد نقاط      C′ و   B′نقاط   ′B , A و ′C  بر خطي عمود بر خـط 

                                                    . قرار دارندABCاويلر مثلث 
 و  ABكنـيم تـا اضـلاع          رسم مـي   AMاي به قطر      دايره. اند   از آن مفروض   AM و ميانه    ABCمثلث   )3

AC   را به ترتيب در D و Eهاي مرسوم بر دايـره در نقـاط    اگر مماس.  قطع كندD و E  يكـديگر را در 
Pقطع كنند، نشان دهيد : =PB PC               

.  قـرار دارد   C1 روي   C2و مركـز    . اند   مماس داخل  Cي    بر دايره  N و   M در نقاط    C2 و   C1ي    دو دايره  )4
 را در   C1 نيـز    MB و   MA. كند   قطع مي  B و   A را در نقاط     Cي    ، دايره C2 و   C1وتر مشترك دواير    

 )1999المپيـاد جهـاني رياضـي    . (  ممـاس اسـت   C2 بر   DEثابت كنيد خط    . كنند   قطع مي  E و   Dنقاط  
                 

 را بـه    AC و   ABگـذرد و اضـلاع         مـي  C و   Bهـاي     رأساي از     دايره.  را در نظر بگيريد    ABCمثلث   )5
′ و   ABCهاي     به ترتيب مراكز ارتفاعي مثلث     H′ و   Hاگر  . كند   قطع مي  B′ و   C′ترتيب در    ′AB C 

′ ثابت كنيد خطوط  باشند، ′CC , BB و ′H Hاند  همرس.              
 بـر آن دايـره      Q و   P، در نقـاط     BCي به قطر       بر دايره  A رأسهاي مرسوم از      ، مماس ABCدر مثلث    )6

ثابـت كنيـد    . شـوند    تعريف مـي    نيز بطور مشابه   c و   bخطوط  . ناميم   مي a را   PQخط  . اند  مماس شده 
bخطوط  a, و cاند  همرس.               

 را BC .گيـرد   قرار ميC2 روي C1ي   مركز دايرهAي  اند بطوري كه نقطه  مفروضC2 و C1ي  دو دايره )7
 و  DFهـاي     ، ممـاس  Dي    از نقطه . كند   قطع مي  E را در    AD   ، BCوتر  . گيريم  وتر مشترك دو دايره مي    

DG را بر C1ثابت كنيد . كنيم  رسم ميE , F و Gروي يك خط راست قرار دارند .             
:  درون چهـار ضـلعي چنـان قـرار گرفتـه كـه داشـته باشـيم                 Pنقطـه   .  مفروض است  ABCDچهار ضلعي    )8

DAP DCP CBP CDP+ = + =  به ترتيب محل تلاقي اقطار چهار ضـلعي و    O و   Eاگر نقاط   . °90
Pمركز دايره محيطي آن باشند، نشان دهيد نقاط  , E و Oاند  هم خط.             

  »تمرينات تكميلي« 
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 فصل ششم

  هندسه برداري

  خواص و كاربردهاي بردارها1 -6
 

ترين مباحث هندسي است كه البته معمولاً بيشتر به صورت محض به   هندسه برداري يكي از كاربردي:هدف بخش
شود  اما در اين فرصت كوتاه سعي مي. شود و به همين دليل نيز از جذابيت آن كاسته است خواص آن پرداخته مي

تر براي  هايي ساده تري به كاربرد وسيع آن در ارائه راه حل ترين خواص بردارها، نگاه دقيق گذرا بر مهمبا مروري 
  . هندسه مسطحه و حتي هندسه فضايي داشته باشيممسايلحل 

 B و Aشود كه نقاط   نمايش داده ميAB يا aخطي است داراي اندازه، راستا و جهت و به صورت   بردار پاره:تعريف
|باشند و اندازه يا طول آن نيز به صورت  به ترتيب نقاط ابتدا و انتهاي آن مي AB . شود  نمايش داده مي|

 زير دو مثلاً در بردارهاي شكل. ، راستا و جهت است)طول(بنابراين هر بردار داراي سه خاصيت اساسي اندازه 
 در راستا و جهت d و cو راستا يكسان هستند اما جهتي متفاوت دارند و بردارهاي  در اندازه b و aبردار 

  .اند اند اما در اندازه متفاوت يكسان

 
 

  .باشند راستا لزوماً هم جهت نمي باشند اما دو بردار هم راستا نيز مي بردار هم جهت لزوماً هم دو :نكته
  .يكسان باشند و جهت دو برداري هستند كه در اندازه و راستا) سنگ هم( دو بردار برابر :تعريف
در جهت متفاوت  يكسان بوده اما  و جهت دو بردار قرينه دو برداري هستند كه در اندازه و راستا:تعريف

a.(باشند b= −(  
 

  قواعد جمع و تفريق بردارها 
  .كند حاصل جمع يا تفريق دو يا چند بردار همواره يك بردار است و از قواعد زير پيروي مي

1-   AB BC AC+ = 
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 a در انتهاي بردار b كافي است مطابق شكل برداري برابر بردار b و aبنابراين براي جمع دو بردار دلخواه  
               .ها را بيابيم رسم كنيم و طبق قاعده فوق حاصل جمع آن

 
 
 
 
 
  

 :ها در انتهاي يكديگر به صورت شكل زير خواهد بود نيز با رسم آن بردار مختلف nبنابر قاعده فوق مجموع هر  

 
nnn AAAA...AAAA 113221 =+++ − 

2- + = +a b b a) جايي خاصيت جابه(  
3- + + = + +( a b ) c a ( b c   ) خاصيت شركت پذيري ((
4- a a+ =  
5- ( )a a+ − =  

بردارها نيز كافي است با عكس كردن جهت بردار علامت منفي آن را به مثبت تبديل كنيم و از در مورد تفريق  
−قوانين جمع بردارها استفاده كنيم  = +( AB BA )  

روي آن با يكديگر موازي و مساوي باشند، يك   ثابت كنيد هر چهار ضلعي كه دو ضلع روبه:1 -6 مسأله

                   .الاضلاع است متوازي
 

CDAB,CD||AB فرض  :   =   
AD  حكم:    || BC  

 
  

با تجزيه دو بردار .  به دليل يكسان بودن در اندازه و راستا و جهت با يكديگر برابرندDC و ABدو بردار 
DA و CBخواهيم داشت :            

= +DA DC CA  
= +CB CA AB        ⇒ = ⇒DA CB  

         =AB DC  

DA || CB

| DA | | CB |=

  »خواص و كاربردهاي بردارها« 



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن

دمـمقاز 
ات ت

 المپ
ا

  يادـ

 سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 124  صفحه                                                                                                                                  بازگشت|بخش  مسايل |فهرست مطالب 

و هم اندازه بودن ) DA||CB(ايي راست  با يكديگر برابرند كه از آنجا مي توان همCB و DAبنابراين دو بردار 
)=| DA | | CB   .ها را نتيجه گرفت آن) |

هاي  ترين ايده ترين و كاربردي توجه داشته باشيد كه فنون مختلف تجزيه يك بردار به مجموع چند بردار از مهم
  .باشد موجود در هندسه برداري مي

    .الاضلاع است ر آن يكديگر را نصف كنند، يك متوازي ثابت كنيد هر چهار ضلعي كه اقطا:2 -6 مسأله
حكم :   CDAB,CD||AB =    
 

  
AB=براي اثبات حكم كافي است ثابت كنيم  DCدو .  است

 اقطار يكديگر ABCDكنيم، از آن جا كه در چهارضلعي  بردار را تجزيه مي
  :كنند، خواهيم داشت را نصف مي

= +AB AO OB  
= +DC DO OC  

           =AO OC  
           =DO OB  

  .هم راستا و هم اندازه هستند  با يكديگر DC و ABبنابراين دو بردار   
 بناميم، ثابت كنيد چهارضلعي E ، F ، M ، N را ABCDاوساط اضلاع چهارضلعي دلخواه  اگر :3 -6 مسأله

EFMNالاضلاع است  همواره متوازي.           
                  MNEF,MN||EF  حكم: =

 
 

 
 

EF=براي اثبات حكم كافي است ثابت كنيم    NM . اگر بردارEF را به دو طريق تجزيه كنيم خواهيم 
  :داشت

 = +EF EB BF  
 = + +EF EA AC CF  

اند و مجموعي برابر   نيز با يكديگر قرينهFC و FB با يكديگر و دو بردار EA و EB كه دو بردار آنجااز 
  :صفر دارند، از جمع كردن دو عبارت فوق خواهيم داشت

)1(                            = ⇒ =EF AC EF AC12 2  

AB DC⇒ = ⇒
|DC||AB|

DC||AB

=
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  :توان نتيجه گرفت  ميNMو به همين ترتيب با تجزيه بردار   

)2(      =NM AC1
2  

EF=توان نتيجه گرفت  نيز مي) 2(و ) 1(و از دو رابطه  NM و بنابراين دو ضلع EF و MN با يكديگر 
  .الاضلاع است  متوازيEFMNموازي و مساوي بوده و چهارضلعي 

AM:  باشد، ثابت كنيدABC از مثلث BC وسط ضلع M اگر :4 -6 مسأله ( AB AC )= +
1
2       

  
  :، دو بردار قرينه با مجموع صفر هستند داريمCM وBM كه دو بردار آنجااز 
  

   
   

  قواعد ضرب عدد در بردار
 a برابر اندازه بردار k و به اندازه، aاستا با بردار ر  همواره يك بردار همa در بردار kحاصل ضرب عدد حقيقي 

k<(كه ممكن است هم جهت . باشد مي k>(يا در عكس جهت ) 0  بردار همواره از ضرب عدد در.  باشدaبردار ) 0
  :كند قواعد زير پيروي مي

1-   − = −( )a a1  
2-   =| ka | | k | . | a |  
3-  =k ( k ' a ) k '( ka   )جايي ضرب در عدد جابه ((
4-   + = +( k k ') a ka k ' a) شركت پذيري ضرب در عدد(  
5-   + = +k ( a b ) ka kb) ري ضرب در عددشركت پذي(  

a=هستند اگر و فقط اگر ) هم راستا( با يكديگر موازي b و a بنابر تعاريف و قواعد فوق دو خط :نكته kbباشد  .
)∈k R(  
              . عكس قضيه تالس را با استفاده از هندسه برداري ثابت كنيد:5 -6 مسأله

= ⇒
AD AE DE || BC
DB EC

 
  :بنابراين داريم. گيريم  درنظر ميkبا استفاده از تركيب در مخرج به تناسب جديد روبه رو رسيده و آن را برابر   

                 k
AC
AE

AB
AD

EC
AE

DB
AD

==⇒=  

  
⎧ = ⇒ =⎪⇒ ⎨

= ⇒ =⎪⎩

| AD | k | AB | DA k BA

| AE | k | AC | AE k AC  

12 2AM AB AC AM ( AB AC )⇒ = + ⇒ = +AM AB BM= +
AM AC CM= +
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  : را به صورت زير تجزيه كردDEتوان بردار  با توجه به عبارات فوق مي  
= + = + = + = ⇒ =DE DA AE k BA k AC k ( BA AC ) k BC DE k BC  

  .باشد  ميkها نيز برابر   موازي يكديگر بوده و نسبت طول آنBC و DEخط  بنابراين دو پاره  
nA) وجهيچند يا ( ضلعي n مركز ثقل G نقطه :تعريف A ...A1   : است اگر و فقط اگر داشته باشيم2

nAG A G ... A G+ + + =1 2  
              .، مركز ثقل مثلث استABCهاي مثلث  ثابت كنيد محل همرسي ميانه: 6 -6 مسأله
AGكنيم  ناميم و ثابت مي  ميGها را  ميانهمحل همرسي    BG CG+ + =  

  

  = + ⇒ = +GD ( GB GC ) DG BG CG1 22  

)1 (                             AG BG CG AG DG⇒ + + = +2  
)2 (    | AG | |GD | AG GD AG DG AG DG= ⇒ = ⇒ = − ⇒ + =2 2 2 2  

AG: توان نتيجه گرفت مي) 2(و ) 1(و از دو رابطه    BG CG+ + =  
             : قطع كند ثابت كنيدy به x را به نسبت ABC از مثلث BCضلع  AMاگر خط دلخواه : 1 -6قضيه 

  y xAM AB AC
x y x y

= +
+ +

 

 
 

 

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = −
| BM | x y | BM | x | MC | y BM x MC y BM x CM

y| MC |
 

                        yBM xCM⇒ + =  
 ضرب كرده و با يكديگر جمع كنيم از y و ديگري را در x را به دو صورت زير نوشته و يكي را در AMاگر 

  :باشد خواهيم داشت آن جا كه عبارت فوق برابر صفر مي
⎫= + ⇒ = + ⎪ ⇒ + = +⎬

= + ⇒ = + ⎪⎭

AM AB BM y AM y AB y BM
( x y ) AM y AB x AC

AM AC CM x AM x AC x CM
 

                                    ⇒ = +
+ +
y xAM AB AC

x y x y
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  .كنند  تقسيم مي1 به 2اند و يكديگر را به نسبت  هاي هر مثلث در يك نقطه همرس ثابت كنيد ميانه: 7 -6 مسأله

 

  
. كنيم  انتخاب ميCC1 و AA1،BB1هاي   به ترتيب روي ميانه1 به 2 را به نسبت cG و aG ،bGنقاط 

، aPGرهاي اگر نشان دهيم بردا. گيريم  را به عنوان قطب ثابت و به طور دلخواه در صفحه درنظر ميPو نقطه 
bPG و cPG ها   كه نقطه ابتداي آنآنجا با يكديگر برابرند، از)P (توان نتيجه گرفت نقطه انتهاي  يكسان است مي
 در 1 به 2ها يكديگر را به نسبت  اند و به عبارت ديگر ميانه  بر يكديگر منطبقcG و aG ،bGها نيز يكسان بوده و آن

  .كنند يك نقطه قطع مي
⎫= + ⎪⎪ ⇒ = + +⎬
⎪= +
⎪⎭

a

a

PG PA PA
PG PA ( ( PB PC ))

PA ( PB PC )

1

1

1 2
1 2 13 3

1 3 3 2
2

 

= + + ⇒ = + +aPA ( PB PC ) PG ( PA PB PC )1 1 1
3 3 3  

+ نيز برابرcPG وbPGو به ترتيب مشابه بردارهاي +( PA PB PC )1
بنابراين سه . آيند  ميبدست 3

  . با يكديگر برابرندcPG وbPG وaPGبردار
  .آمد است همرسي خطوط، بسيار كارمسايل فوق در حل مسألهتوجه داشته باشيد كه ايده   

  قواعد ضرب بردار در بردار
اما در اين بخش با توجه به كاربرد آن، . شود به طور كلي ضرب دو بردار به دو صورت داخلي و خارجي تعريف مي

  .پردازيم تنها به ضرب داخلي مي
وس زاويه  كسينحاصل ضرب داخلي دو بردار همواره عددي حقيقي بوده و برابر حاصل ضرب طول دو بردار در: تعريف

|    :باشد ها مي بين آن | | | cos ,a b a b a b⋅ = ⋅ ⋅  
  :كند ضرب داخلي بردارها از قواعد زير پيروي مي

1-   =a.b b .a  
2-   =k ( a.b ) ka.b  
3-   + = +( a b ).c a.c b .c  
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4-   = =a | a | . | a | .cos( ) | a |2 20  
5-   a b a.b⊥ ⇔ a يا = b يا = =  

 b و a، صفر بودن حاصل ضرب داخلي بردارهاي b و a بنابر قاعده فوق شرط لازم و كافي براي تعامد دو خط :نكته
  .باشد مي

  .اند هاي مثلث در يك نقطه همرس  ثابت كنيد ارتفاع:8 -6 مسأله

         : باشد نشان دهيد رابطه زير همواره برقرار استABCاي دلخواه در مثلث   نقطهP اگر :لم
( AP.BC ) ( BP.CA ) ( CP.AB )+ + =    

            
  : كنيم خواهيم داشت را تجزيه كرده و از خواص ضرب داخلي بردارها استفادهBC اگر بردار :لماثبات 

 
  AP .( BA AC ) BP.CA CP.AB+ + +  
  = − + − +AP.AB AP.AC BP.AC CP.AB  

  AB .( CP AP ) AC .( AP BP )

( AB.CA ) ( AC.AB )

= − + −

= +
 

  ( AB .CA ) ( CA.AB )= − =  
 

BB محل تقاطع دو ارتفاع :مسألهاثبات  CC و '          :فوق خواهيم داشتطبق لم . ناميم  ميH را '
  

                         ( AH .BC ) ( BH .CA ) ( CH .AB )+ + =  
  BH CA BH .CA⊥ ⇒ =  
  CH AB CH .AB⊥ ⇒ =  

  
  

  .اند  همرسHاي مانند   باشد و به عبارت ديگر هر سه ارتفاع در نقطه  ميBC نيز ارتفاع نظير ضلع AHبنابراين   
  

  .ر مكان هر نقطه، برداري است كه ابتداي آن مبداء مختصات و انتهاي آن، نقطه مورد نظر باشد بردا:تعريف
 باشند مي توان B و A بردارهاي مكان نقاط b و aبنابراين اگر بردارهاي   

= را به صورت ABبردار  −AB b aتجزيه كرد .  
  
  

AH.BC AH BC⇒ = ⇒ ⊥
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هاي مهم  ها يكي ديگر از ايده توجه داشته باشيد كه تجزيه بردارهاي موجود در صفحه به بردارهاي مكان آن
  . استمسايلهندسه برداري در حل 

 با يكديگر ثابت كنيد قطرهاي يك چهارضلعي برهم عمودند اگر و تنها اگر مجموع مربعات اضلاع مقابل :9 -6 مسأله

                    .برابر باشند
حكم : ⊥ ⇔ + = +AC BD AB CD AD BC2 2 2 2      

AC.BDبراي اثبات حكم فوق كافي است نشان دهيم دو عبارت = 
+و = +| AB | | CD | | AD | | BC |2 2 2  با يكديگر يكسان و هم 2

dاگر بردارهاي . ارزند ,c ,b ,aارهاي مكان رئوس چهارضلعي درنظر بگيريم  را برد
  :خواهيم داشت

 
 

+ = + ⇒ + = +| AB | | CD | | AD | | BC | AB CD AD BC2 2 2 2 2 2 2 2  
⇒ − + − = − + −( b a ) ( d c ) ( d a ) ( c b )2 2 2 2  
⇒ + − + + − = + − + + −b a ab d c dc d a ad c b bc2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2  

ab cd ad bc ab ad cd bc a( b d ) c( b d )⇒ + = + ⇒ − + − = ⇒ − − − =  
( a c ).( b d ) CA.DB⇒ − − = ⇒ =  
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل

               .يكتا و منحصربه فرد است) وجهيچند يا ( ضلعي nمركز ثقل هرثابت كنيد   )1
nA) وجهيچند يا ( ضلعي n مركز ثقل Gاگر   )2 A ...A1     :اي دلخواه باشد، ثابت كنيد  نيز نقطهP بوده و 2

1 2
1

nPG ( PA PA ... PA )
n

= + + +      
'A و ABCهاي  راكز ثقل مثلث م'G و Gاگر   )3 B ' C   : باشند، ثابت كنيد'

= + +GG' ( AA' BB ' CC ' )1
3  

′′، aسه صفحه موازي   )4 ′a ,aگيريم تا صفحات را قطع كنند سه خط دلخواه درنظر مي. اند  در فضا مفروض .
′ را a′صفحه  و با C و A ،B را aمحل تقاطع خطوط با صفحه  ′ ′C ,B ,A و با صفحه a  را ′′

A,B,C G ،G,Gاگر . ناميم  مي′′′′′′ ′، ABCهاي   به ترتيب مراكز ثقل مثلث′′′ ′ ′A B C و ′′ ′′ ′′A B C 
′′،Gباشند، ثابت كنيد  ′G ,Gاند خط  هم.                 

HG=  هم خط بوده وH و O ،Gبا استفاده از هندسه برداري ثابت كنيد در هر مثلث نقاط   )5 GO2باشد  مي .
             )قضيه اويلر(

كند يكديگر را نصف  خطي كه اوساط اقطار را به هم وصل ميها و  ثابت كنيد در هر چهارضلعي دلخواه، ميانه  )6
              .)كند خطي است كه اوساط دو ضلع مقابل را به يكديگر متصل مي ميانه چهارضلعي پاره. (كنند مي

               .الاضلاع مجموع مربعات اضلاع با مجموع مربعات اقطار برابر است ثابت كنيد در هر متوازي  )7
          .هاي آن با يكديگر برابر باشند ابت كنيد قطرهاي يك چهارضلعي برهم عمودند اگر و تنها اگر ميانهث  )8
                 : ثابت كنيدABCD و مستطيل Pبراي هر نقطه دلخواه   )9

PA.PC=) الف   PB .PD  
+) ب   = +PA PC PB PD2 2 2 2  

ثابت كنيد . سازيم  ميABC را به طرف خارج روي اضلاع مثلث CAHI و ABDE ، BCFGهاي  مستطيل  )10
               .اند  در يك نقطه همرسFI و HE ،DGهاي  خط هاي پاره عمود منصف

11(  n ضلعي nA A ...A1  را iA ضلعي حاصل از كنار گذاشتن رأس n-1مركز ثقل . فروض است2
iGثابت كنيد .ناميم مي n ضلعي 

n...GG G1 nA ضلعي n با 2 A ...A1  متجانس n -1 به نسبت 2
  .باشد مي

 به PAB و PBC ،PACهاي  اگر مساحت مثلث. گيريم  درنظر ميABC را درون مثلث Pنقطه دلخواه   )12
Sترتيب برابر  ,S ,S3 2 S:  باشند، نشان دهيد1 .PA S .PB S .PC+ + =1 2 3               
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از به هم وصل كردن رئوس نزديك به هم دو مربع، دو . اند  مشتركA در رأس AEFG و ABCDدو مربع   )13
              .ثابت كنيد ميانه هر كدام از اين دو مثلث ارتفاع ديگري است. شود مثلث ايجاد مي

 عمودهاي B و Aكنيم و از رئوس   خط دلخواهي را رسم ميABCالزاويه   در مثلث قائمCاز رأس قائمه   )14
′AA و ′BBاگر . آوريم  را بر اين خط فرود مي′C قرينه C نسبت به وسط ′ ′A B باشد، ثابت كنيد  :

90AC B′ =                   
               : باشند ثابت كنيدABC طول اضلاع مثلث c و a ،bاگر ) ها قضيه كسينوس(  )15

2 2 2 2 ˆa b c bc cos A= + −      
  :يد برابري زير برقرار است باشد، نشان دهABC مركز ثقل مثلث Gاي دلخواه در صفحه و   نقطهMفرض كنيد   )16

=        )ي لايبنيتس قضيه(   + + − + +MG MA MB MC ( AB AC BC )2 2 2 2 2 2 213 3  
  :ثابت كنيد.  مركز ارتفاعي باشدABC ،Hاگر در مثلث   )17

= =HA.HB HB .HC HC .HA  
  مركز ارتفاعي آن باشند، نشانH و ABC به ترتيب مراكز دواير محيطي و محاطي داخلي مثلث I و Oاگر   )18

  :ديد
الف ( ˆ ˆˆHA.tan A HB .tan B HC .tanC+ + =  

ب ( 2 2 2ˆ ˆˆOA.sin A OB .sin B OC .sin C+ + =  
ج ( a.IA b.IB c.IC+ + =  

 طول اضلاع آن باشند، ثابت c و a ،b و ABC مركز دايره محاطي داخلي مثلث I نقطه دلخواهي باشد و Pاگر   )19
  :كنيد

+ +
=

+ +
a.PA b.PB c.PCPI

a b c
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   بردار دوران2 -6
ار دوران است كه  مختلف، بردمسايلترين و قدرتمندترين ابزارهاي هندسه برداري در حل   يكي از مهم:بخش دفه

به همين دليل بردار دوران را در اين بخش به طور جداگانه از ساير ابزارهاي . اند ر به آن پرداختهالبته تاكنون كمت
  . آشنا سازيممسايلالعاده آن در حل   را با قدرت فوقدهيم و برآنيم تا شما هندسه برداري مورد بحث قرار مي

  
) ساعتگرديا پاد  (ساعتگرد و در جهت αبراي دوران هر بردار با زاويه 

 درجه αبايد بردار موردنظر را حول نقطه ابتداي آن و در جهت موردنظر به اندازه 
 bبه طور مثال در شكل مقابل بردار . وران يافته آن حاصل شودچرخاند تا د

باشد كه آن را به   ميساعتگرد درجه در جهت α با زاويه aدوران يافته بردار 
abصورت  Rα=دهيم  نمايش مي.  
  .دارد نابراين دوران همواره طول بردار را ثابت نگه ميب  

  
هاي بردارهاي   درجه و در جهتي خاص برابر است با مجموع دوران يافتهα دوران يافته هر بردار با زاويه :2 -6قضيه 

  . و در همان جهتαسازنده آن با زاويه 

 
  . ساده زير توجه كنيدمسألهبراي فهم بهتر قضيه به   

  
   . ثابت كنيد اقطار مربع بر يكديگر عمود و با يكديگر مساوي هستند:10 -6 مسأله

 خواهد بود كه در BD  درجه دوران برابر بردار90 پس از ACكافي است ثابت كنيم بردار حكم براي اثبات 
  .ها نيز برابر خواهد بود  درجه و طول آن90ها  اين صورت زاويه بين آن

  
  

DCADAC +=  
 تبيل AD′ به بردار AD دوران دهيم بردار ساعتگرد درجه در جهت 90 راACاگر بردارهاي سازنده 

 . برابر استADشود كه با بردار  بديل ميت DC′ نيز به بردارDCر ا برابر است و بردBAشود كه با بردار  مي
  :بنابراين داريم

= + =ACR BA AD BD90  

nn a a a aa a a ... a R R R ... Rα α α α= + + + ⇒ = + + +1 21 2
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 بر يكديگر عمود و با BD و ACپس . شود  منطبق ميBD درجه دوران بر 90 پس از ACبنابراين بردار   
  .اند هم مساوي

 ABCDالاضلاع  وازي از متAD و AB را روي اضلاع ADF و ABEالاضلاع  هاي متساوي مثلث :11 -6 مسأله
              .الاضلاع است  متساويCEFثابت كنيد مثلث . سازيم و در خارج از آن مي

  
 CE بر بردار ساعتگرد درجه دوران در جهت 60 پس از CFبراي اثبات حكم كافي است ثابت كنيم بردار 

 نيز با يكديگر برابر EC و FC درجه و طول اضلاع 60 برابر FCEر اين صورت زاويه منطبق خواهد شد كه د
 با يكديگر و BA و CDاز آن جا كه بردارهاي . الاضلاع خواهد بود  متساويFCE و در نتيجه مثلث شوند مي

  : نيز با يكديگر برابرند، خواهيم داشتCB و DAبردارهاي 
= + = + ⇒ = + = + =CFCF CD DF BA DF R BE DA BE CB CE60  

 مسألهترين قسمت حل  توجه داشته باشيد كه در استفاده از بردار دوران انتخاب بهترين نحوه تجزيه بردارها، مهم
يد همواره سعي كنيد بردارهايي را انتخاب كنيد كه قابليت دوران يافتن با زاويه در تجزيه يك بردار با. دهد را تشكيل مي

به نحوه تجزيه . را داشته باشند و بردارهايي كه اين خاصيت را ندارند به نحوي از اين مجموع حذف كنيد) α(دوران 
  . زير دقت كنيدمسألهبردارها در 

  
 و MABالاضلاع  هاي متساوي  و در خارج از آن مثلثABC از مثلث AC و ABضلاع  روي ا:12 - 6 مسأله

NACاگر . سازيم  را ميP و Q و R به ترتيب اوساط AM ،BC و AN باشند، ثابت كنيد مثلث PQR 
                  .الاضلاع است متساوي
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QPR=دهيم  براي اثبات حكم نشان مي   QR60  
= + +QP QB BM MP  
= + +QP QC CA AP  

=از آن جا كه    − = −MP AP ,QB QCشود ، با جمع كردن دو عبارت فوق نتيجه مي:  

= + ⇒ = +QP BM CA QP ( BM CA )12 2  

          ⇒ = +QPR ( BA CN )60 1
2        )1(          

=: حال براي اثبات حكم بايد ثابت كنيم   +QR ( BA CN )1
2  

⎫= + + ⎪⇒ = +⎬
= + + ⎪⎭

QR QB BA AR
QR BA CN

QR QC CN NR
2   ⇒ = +QR ( BA CN )1

2   ) 2 (  

QPR=توان نتيجه گرفت  مي) 2(و ) 1(بنابر دو عبارت    QR60 است به عبارت ديگر مثلث PQR 
  .الاضلاع است متساوي
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  )نيدراه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببي( مسايل
= (NAC و MABالزاويه متساوي الساقين  هاي قائم مثلث  )1 =ˆ ˆM N  و ABCرا روي اضلاع مثلث ) 90

الزاويه   قائمMPNثابت كنيد مثلث . ناميم  ميP را BCسازيم و نقطه وسط ضلع  در خارج از آن مي
                  .الساقين است متساوي

′ و ABCع الاضلا دو مثلث متساوي  )2 ′AB C در رأس Aاگر . اند  مشتركP ،Q و R به ترتيب اوساط 
′ ′AB ,AC ,BC باشند، ثابت كنيد مثلث PQRالاضلاع است  متساوي.              

 را به MBكنيم و   اخراج ميAB عمودي بر Bدر نقطه .  متغير استA ثابت و رأس BC ضلع ABCدر مثلث   )3
 AC را روي آن به اندازه NC اخراج كرده و AC نيز عمودي بر Cدر نقطه . كنيم  روي آن جدا ميABاندازه 

. همواره ثابت استP، نقطه A بناميم، ثابت كنيد در صورت تغيير P را MNاگر نقطه وسط . كنيم جدا مي
                  

′،OABالاضلاع  سه مثلث متساوي  )4 ′OA Bو′′ ′′OA B در رأس Oاگر . اند  مشتركM ،N و P به ترتيب 
′′اوساط  ′ ′A B ,A B و′′AB باشند، ثابت كنيد مثلث MNPالاضلاع است  متساوي.              

 و M ،N ،Pها را  اگر مراكز اين مربع. سازيم يهايي م  و در خارج از آن مربعABCDروي اضلاع چهارضلعي   )5
Q بناميم، ثابت كنيد MN بر PQعمود و با يكديگر مساوي هستند .              

 DMاگر نقطه وسط . سازيم  را ميACDE و ABMN و در خارج از آن دو مربع ABCبر روي اضلاع مثلث   )6
              .الساقين است الزاويه متساوي  قائمPBCمثلث ثابت كنيد  بناميم Pرا 

الاضلاعي يك در ميان به سوي خارج و داخل  هاي متساوي  به ترتيب مثلثABCDروي اضلاع چهارضلعي   )7
 يك XYZWثابت كنيد چهارضلعي . ناميم  ميW و X ،Y ،Zها را نقاط  رئوس اين مثلث. سازيم مي

                   .الاضلاع است متوازي
 BC را بر PF و PE دو عمود Pاز نقطه . كنيم  انتخاب ميABCوي دايره محيطي مثلث  را رPنقطه دلخواه   )8

. عمود استEF بر MNثابت كنيد . ناميم  ميM و N را به ترتيب BF و AEآوريم و اوساط   فرود ميACو 
                  

Â> (ABCبر روي اضلاع مثلث   )9 الزاويه  سازيم و مثلث قائم را مي ACGF و ABDEدو مربع ) 90
PBC) =P̂الساقين  متساوي  نيز PEFثابت كنيد مثلث . كنيم بنا مي) Aنزديك به  (BC را نيز روي )90

               )78مرحله دوم المپياد رياضي . (الساقين است الزاويه متساوي قائم
 CD وسط N و AK وسط Mاگر . آوريم  فرود ميAC بر  راBKعمود .  مفروض استABCDمستطيل   )10

MN⊥: باشند، ثابت كنيد BM                
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  ) را در كتاب ببينيدتمريناتراه حل كامل اين ( تمرينات تكميلي
 را به ترتيب ABC ،BCD ،CDA ،DABهاي  مراكز ثقل مثلث.  مفروض استABCDچهاروجهي   )1

c b a dG ,G ,G ,Gثابت كنيد خطوط . ناميم  ميd c b aDG ,CG ,BG ,AGاند و   در يك نقطه همرس
                .كنند  تقسيم مي3 به 1يكديگر را به نسبت 

 و ADC مركز ثقل مثلث E و نقطه AB وسط ضلع Dنقطه ) AB=AC (ABCالساقين  در مثلث متساوي  )2
EO⊥: ثابت كنيد. باشند  ميABCث  مركز دايره محيطي مثلOنقطه  CD              

نشان دهيد مراكز ثقل . قرار دارند ABC از مثلث AB و BC ،AC به ترتيب روي اضلاع F و D ،Eنقاط   )3

=:اند اگر و فقط اگر داشته باشيم  بر هم منطبقABC و DEFهاي  مثلث =
AF BD CE
FB DC EA

وم مرحله د (

                                                        )79المپياد رياضي 
 را DAB و CDA و ABC ،BCDهاي  مراكز ثقل مثلث. اند  مفروضX و نقطه دلخواه ABCDچهارضلعي   )4

cبه ترتيب  b a dG ,G ,G ,Gناميم  مي .ad خطي است كه از رأس A خط  به موازات پارهaXG رسم 
dثابت كنيد اگر . شود مي c bd ,d ,d را نيز به همين ترتيب تعريف كنيم اين چهار خط در يك نقطه با يكديگر 

                   .همرس خواهند بود
nاگر . كنيم ز مي عضوي افراn و mي   نقطه را به دو مجموعهm+n شامل Sمجموعه   )5 mG ,G به ترتيب 

n روي خط واصل Sمراكز ثقل اين دو مجموعه باشند، نشان دهيد مركز ثقل  mG ,Gخط   قرار دارد و پاره

n mG G را به نسبت n
m

                 .كند قسيم ميت 
ثابت كنيد . ايم  ساختهP و M ،Nالاضلاع با مراكز   و در خارج آن سه مثلث متساويABCروي اضلاع مثلث   )6

                 .باشد ضلاع ميالا  نيز متساويMNPمثلث 
 Fنقطه . ناميم  ميE را AC بر ضلع Dكنيم و پاي عمود وارد از نقطه   را رسم ميABC از مثلث ADارتفاع   )7

=كنيم كه داشته باشيم   انتخاب ميDE روي را چنان
EF BD
FD DC

AF⊥: نشان دهيد.  BE          
ها را به  سازيم و مراكز آن الاضلاع مي  و در خارج آن چهار مثلث متساويABCDبر روي اضلاع چهارضلعي   )8

Oترتيب  ,O ,O ,O4 3 2 :  از چهارضلعي با يكديگر برابر باشند، ثابت كنيدBD و ACاگر اقطار . ناميم  مي1
⊥OO O O1 3 2 4             

 به ترتيب مراكز ارتفاعي H′ و Hاگر . كنند  قطع ميO يكديگر را در نقطه ABCDاقطار چهارضلعي   )9
:  باشند، نشان دهيدBCO و ADOهاي   به ترتيب مراكز ثقل مثلثG′ و G و DOC و ABOهاي  مثلث

′ ′⊥HH GG                   
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سازيم كه   را چنان ميBCF و ABD ،ACE و در خارج آن سه مثلث متشابه ABCبر روي اضلاع مثلث   )10
DBA ECA FBC,DAB CAE FCB= = =  نسبت به ضلع Dي رأس   قرينهD′اگر .  باشند=

AB باشد، ثابت كنيد چهارضلعي ′D ECFالاضلاع است  متوازي.              
 طوري اختيار شده است كه خط راستي كه مركز دايره محيطي ABC از مثلث AB، بر ضلع Mاي مانند  نقطه  )11

=اگر .  عمود استCMكند، بر   وصل ميBCM اي مثلث ي ميانه  را به نقطهABCمثلث 
BC k
BA

، نسبت 

BM
BA

                     . را پيدا كنيد
اند كه   طوري انتخاب شدهAC و BC به ترتيب روي اضلاع M و N، نقاط ABCدر مثلث   )12

= =AM BN AB . اگرO و I مراكز دواير محيطي و محاطي داخلي مثلث  به ترتيبABC ،باشند 
IO⊥: نشان دهيد MN                  

 را به AB و AC ،AM، خطوط  خط دلخواه .  مفروض استBC وسط ضلع Mي   و نقطهABCمثلث   )13

( :نشان دهيد. كند  قطع ميP و R ،Qترتيب در 
AP
AB

AR
AC(

AQ
AM

+= 2
1              
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  فصل هفتم

  تبديلات هندسي
  

   تجانس7-1
گيرد و اين  ترين بحث در تبديلات هندسي مورد بررسي قرارمي  تجانس همواره به عنوان اولين و رايج:بخش هدف

هايي در اين بخش با اصول و كاربرد.  هندسه مسطحهمسايلالعاده آن در حل  نيست مگر به دليل كاربرد فوق
  .شويم چند از آن آشنا مي

  
 k و نسبت O را پس از تجانس به مركز نقطه A تجانس تبديلي است از صفحه بر روي آن كه هر نقطه مانند :تعريف

′ هم خط بوده و A′ وO ،Aكند به طوري كه نقاط   تبديل ميA′اي مانند  به نقطه
=

OA k
OA

 را A′.  است

                .نامند  ميk و نسبت O به مركز Aمجانس 
  

  
  .گذرد  مجانس هر نقطه همواره روي خطي قرار دارد كه از آن نقطه و مركز تجانس مي- 1 نكته

گيرند كه به آن  قرار مي) O( در يك طرف مركز تجانس A′ و Aمثبت باشد نقاط ) k( اگر نسبت تجانس -2نكته 
  .تجانس مستقيم گفته مي شود

گيرند كه به آن  قرار مي) O( در دو طرف مركز تجانس A′ وAمنفي باشد نقاط ) k( اگر نسبت تجانس - 3نكته 
  .شود تجانس معكوس گفته مي

k= اگر - 4نكته  k= مجانس هر نقطه، مركز تجانس خواهد بود و اگر 0  مجانس هر نقطه روي خود آن قرار 1
  .گيرد مي

= و نسبت O تجانس به مركز - 5نكته  −k   . استO همان قرينه كردن نسبت به نقطه 1
A اگر -6نكته  ,A2 Aگاه  باشند، آنk– و kهاي   و به نسبتO نسبت به مركز Aهاي نقطه   مجانس1 ,A2  نسبت 1

  . قرينه يكديگر خواهند بودOبه 
|< اگر -7نكته  k | |> دورتر خواهد بود در صورتي كه اگر O از A نسبت به A′ نقطه 1 k |  A′ باشد نقطه 1

  . خواهد داشتOتري از  فاصله كمAنسبت به 

 و نسبت O به مركز A′ نيز مجانس A آنگاه باشد، k و نسبت O به مركز A مجانس A′ اگر - 8نكته 
k
  . است1
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′اگر . اند  با يكديگر هم خطC و A ،B سه نقطه :1 -7 مسأله ′ ′C ,B ,Aها به مركز  هاي آن  به ترتيب مجانسO 
′ باشند، ثابت كنيد kو نسبت  ′ ′C ,B ,Aاند و خط   نيز با يكديگر هم خط′ ′ ′A B C با خط ABCوازي  م

                  .است

  
  

 'C'B||'B'A
BC||'C'Bk

OC
'OC

OB
'OB

AB||'B'Ak
OB

'OB
OA

'OA

⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⇒==

⇒==
 

′بنابراين سه نقطه    ′ ′C ,B ,A روي خطي موازي ABCقرار دارند .  
′، روي خط ABCبا توجه به بحث فوق مجانس هر نقطه ديگري روي خط  ′ ′A B C واقع خواهد شد و به 

′ خط ABCعبارت ديگر مجانس خط  ′ ′A B Cخواهد بود .  
   مجانس هر خط در صفحه، خطي است موازي با آن در صفحه:1 -7قضيه 
′خط  پيش متوجه خواهيد شد كه اگر پارهمسألهكمي تأمل در  با :نكته ′A C مجانس AC به مركز O و نسبت kباشد داريم :  

′ ′
=

A C k
AC

 

  ها تجانس در چند ضلعي

      .اند ها دوبه دو با يكديگر موازي و متناسب  ضلعي است كه اضلاع آنn ضلعي يك n مجانس هر :2 -7قضيه 
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خطي است كه مجانس آن،   ضلعي پارهnبا توجه به قضيه پيش، اثبات اين قضيه نيز واضح است چرا كه هر ضلع 
  .ها نيز همان نسبت تجانس است ه نسبت طول آنخطي موازي با آن خواهد بود ك پاره

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

A B B C C D D A k
AB BC CD DA

 
شكل سمت چپ نشان دهنده تجانس مستقيم و شكل سمت راست نشان دهنده تجانس معكوس روي 

  . استABCDچهارضلعي 
               .اند  ضلعي با اضلاع دوبه دو موازي و متناسب، با يكديگر متجانسn هر دو :عكس قضيه  

فرض : ′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =n

n

A A A A A A... k
A A A A A A

1 2 2 3 1
1 2 2 3 1

 

A′اگر    A1 A′ و 1 A2 ′ قطع كنند از آن جا كه O يكديگر را در 2 ′A A ,A A1 2 1  k با يكديگر موازي و به نسبت 2
  :بنابراين داريم. ها خواهد بود  مركز تجانس آنOاند، نقطه  متناسب

2 2 3
2 2 3 2 2 33
2 2 33

OA A A k
OA A A OA A ~ OA A
OA A OA A

∆ ∆
′ ′ ′ ⎫= = ⎪ ′ ′⇒⎬

⎪′ ′ = ⎭

 

  
A′بنابراين خط    A3 ′ مركز تجانس دو ضلع Oگذرد و   ميO نيز از 3 ′A A ,A A2 3 2   .باشد  ميk به نسبت 3
  .باشد  ميkي و به نسبت ع ضلn مركز تجانس دوبه دو اضلاع و در نتيجه مركز تجانس دو Oبه همين ترتيب   

  .اند كند در مركز تجانس دو چند ضلعي همرس  در دو چند ضلعي متجانس، خطوطي كه رئوس متناظر را به هم وصل مي-1نكته 
 تنها توازي اضلاع براي اثبات تجانس دو مثلث كافي است چرا كه در اين صورت دو مثلث متشابه و اضلاع آن -2نكته 

  .ها متناسب خواهند بود
A و   ABC  براي دو مثلـث مفـروض      :2-7 مسأله B C′ ′ ACدانـيم      مـي  ′ || A C ,AB || A B′ ′ ′ اگـر خطـوط    . ′

CC ,BB ,AA′ ′        . اند لث با يكديگر متجانس همرس باشند نشان دهيد دو مثOاي مانند   در نقطه′
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′براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم    ′BC || B C  
′ ′ ⎫′ ′ ⇒ = ⎪ ′ ′⎪ ′ ′⇒ = ⇒⎬′ ′⎪′ ′ ⇒ =

⎪⎭

OB OAA B || AB
OB OCOB OA B C || BC

OC OA OB OCA C || AC
OC OA

 

CC سه خط سوايي:3-7 مسأله ,BB ,AA′ ′  و AB خطوطي به موازات ′Aاز نقطه. اند  همرسABC از مثلث ′
ACكنيم تا به ترتيب  رسم مي 'CC و 'BB را در E و Fديگر از نقطه بار .  قطع كنند'A خطوطي به 

CCموازات  ,BB′ ، E ،Fنشان دهيد نقاط .  قطع كنندN و M را در AB و ACكنيم تا به ترتيب   رسم مي′
M و Nاند  با يكديگر هم خط.                     

  
  

′ با FN و ME ،EFهاي  خط براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم هر يك از پاره   ′B Cاند  موازي.  
′ كه در دو مثلث آنجااز  ′ ′BC B ,A EM خطوط ′ ′ ′B M ,C E ,BA در نقطه C همرس بوده و 

′ ′A E || BC و ′ ′A M || BB گرفت دو مثلث با يكديگر متجانس توان نتيجه   پيش ميمسأله هستند، طبق
′ موازي EMهستند و  ′B Cبه همين ترتيب . باشد  ميNF و EF نيز موازي ′ ′B Cخواهند بود .  

  

  ها تجانس در دايره

                 . مجانس هر دايره يك دايره است:3-7قضيه 

  
اگر مجانس . ناميم  ميA′ را k و نسبت Pرنظر گرفته و مجانس آن به مركز  دC(O) را روي دايره Aنقطه 

′خط   بناميم، پارهO′ را نيزC مركز دايره Oنقطه  ′O A مجانس شعاع OAخواهد بود و خواهيم داشت  :
′ ′

′ ′= ⇒ =
O A k O A k .OA
OA

  

  »تجانس« 



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن

دمـمقاز 
ات ت

 المپ
ا

  يادـ

 سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 142  صفحه                                                                                                                                  بازگشت|بخش  مسايل |فهرست مطالب 

′ماند، بنابراين در عبارت فوق   ثابت ميOA مقدار C(O) روي دايره Aاز آن جا كه با تغيير  ′O A نيز همواره 
  .كند  تغيير ميO′اي به مركز   روي دايرهA′ثابت است و 

  .هاست هاي آن ابر نسبت شعاع نسبت تجانس دو دايره بر- 1نكته 
چرا كه هر مماس . هاي مشترك داخلي يا خارجي دو دايره، مركز تجانس دو دايره است  محل تلاقي مماس-2نكته 

  .گذرد مشترك دو دايره، دو نقطه مجانس را به يكديگر وصل مي كند پس از مركز تجانس دو دايره مي
C هر دو دايره -3نكته  ( O ,R ′ و ( ′ ′C ( O ,R كه . اند  به دو صورت مستقيم و معكوس با يكديگر متجانس(

P′(ها  هاي مشترك آن در صورت متخارج بودن دو دايره، محل تلاقي مماس ,P(ها  ، مراكز اين تجانس
                  .خواهند بود

  
  

  .بر يكديگر مماس باشند، نقطه مماس يكي از مراكز تجانس دو دايره خواهد بود در صورتي كه دو دايره - 4نكته 
  

 با 2 به 1 و نسبت H دايره نه نقطه و دايره محيطي مثلث به مركز ABC نشان دهيد در هر مثلث :4-7 مسأله

                   .اند يكديگر متجانس

  
  

 Hدو برابر شعاع دايره نه نقطه مثلث است و از طرف ديگر دانيم كه شعاع دايره محيطي همواره  پيش از اين مي

=المركزين دو دايره است به طوري كه  اي روي خط نقطه
HO
HN

2
 از مراكز دو دايره برابر Hيعني نسبت فاصله . 1

 داشته باشيد كه به توجه.  مركز تجانس مستقيم دو دايره استHپس . در دو دايره است) نسبت تجانس(ها  نسبت شعاع
  .نيز مركز تجانس معكوس اين دو دايره است) G(همين صورت مركز ثقل مثلث 

  »تجانس« 
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 ′C بر دايره M در نقطه C از دايره ABوتر .  مماس داخل استC بر دايره P در نقطه ′C دايره :5- 7 مسأله
              .كند  را نصف ميAB كمان PM امتداد خط نشان دهيد. مماس شده است

  
  

 خواهد M مجانس نقطه N مركز تجانس دو دايره و در نتيجه P بناميم، N را C با دايره PMاگر محل تلاقي 
PN و نسبت P به مركز ABمجانس خط . بود

PM
همچنين از . د موازي باشAB گذشته و با N خواهد بود كه از d خط 

. مماس خواهد بود) C′مجانس دايره  (Cنيز بر دايره ) ABمجانس  (d مماس است، خط C′ بر دايره ABآنجا كه 
  . استAB وسط كمان N كه بين دو خط موازي قرار دارند با يكديگر برابرند و BN و ANهاي  بنابراين كمان

              .اند  مراكز تجانس مستقيم دوبه دو هر سه دايره، بر يك استقامت:4-7ضيه ق

  
  

Cسه دايره  ( O ,R ) ,C ( O ,R ) ,C ( O ,R )3 3 3 2 2 2 1 1 گيريم و مركز تجانس مستقيم   را درنظر مي1
Cدواير  ,C2 C و P را 1 ,C3 C و Q را 2 ,C1 از آنجا كه نسبت تجانس دو دايره برابر نسبت . ناميم  ميR را 3
  :هاست داريم هاي آن شعاع

= = = ⇒ =
QO R RO R QO ROPO R PO, , . .

PO R QO R RO R PO QO RO
2 2 3 3 2 31 1 1

2 2 3 3 1 1 2 3 1
1  

OOپس بنابر قضيه منلائوس در مثلث    O1 2   .اند  هم خطR و P ،Q نقاط 3
به دو هر سه دايره با مركز تجانس مستقيم دو دايره توان ثابت كرد دو مركز تجانس معكوس دو  مشابه فوق مي-1نكته 

  .اند ديگر از همين سه دايره هم خط
به عبارت ديگر مراكز تجانس دوبه دو هر سه شكل .  اين قضيه براي هر سه شكل متجانسي صادق است-2نكته 

  .اند كه اثبات آن نيز مشابه فوق است متجانسي با يكديگر هم خط

  »تجانس« 
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  )ن مسايل را در كتاب ببينيدراه حل كامل اي( مسايل
 و BC و وسط AKثابت كنيد وسط .  مماس استBC بر ضلع K در نقطه ABCدايره محاطي داخلي مثلث   )1

                 .اند مركز دايره محاطي بر يك استقامت
.  مماس استF و D ،E به ترتيب در نقاط AB و BC ،AC بر اضلاع ABCي محاطي داخلي مثلث  دايره  )2

′Dي  ي نقطه ، قرينهDي   نسبت به نيمساز داخلي زاويهA است و نقاط ′E و ′F نيز به ترتيب مشابه 
 باشند ثابت كنيد AB و BC ،AC به ترتيب اوساط اضلاع P و M ،Nاگر . شوند تعريف مي

′ ′ ′PF ,NE ,MDاند  همرس.                 
اگر .  مماس استF و D ،E به ترتيب در نقاط AB و BC ،AC بر اضلاع ABC مثلث  داخليدايره محاطي  )3

′ ′ ′F ,E ,Dهاي   به ترتيب اوساط كمانBC ،AC و AB از دايره محيطي مثلث ABC باشند، ثابت كنيد 
′ ′ ′FF ,EE ,DDاند  همرس.          

، PBCهاي   به ترتيب مراكز ثقل مثلثCG و AG ،BG و ABC مثلث ي اي در صفحه  نقطهPاگر   )4
PCA و PAB باشند، ثابت كنيد AAG ،BBG و CCGاند  همرس.               

.  آيندبدست F و D ،Eكنيم تا نقاط  رو قرينه مي  را نسبت به اضلاع روبهABC از مثلث C و A ،Bرئوس   )5
′ ′ ′F ,E ,D پاي تصاوير N –ي مثلث   مركز دايره نه نقطهABC- بر اضلاع BC ،AC و ABشندبا  مي .

′ وDEFثابت كنيد دو مثلث  ′ ′D E F به مركز G – مركز ثقل مثلث ABC- 1 و نسبت
. متجانس هستند4

                    
′′نقاط .  مفروض استABCمثلث   )6 ′A ,A بر روي AC و AB قرار داشته و ′ ′′A A با  BCموازي است  .

′ قرار داشته و BC و AB روي B′′ و B′نقاط  ′′B B با  ACنقاط .  موازي است′C و ′′C روي BC و 
AC قرار داشته و ′ ′′C C با ABنقاط برخورد .  موازي است′ ′′B C با BC را D و ′ ′′C A با AC را E و 
′ ′′A B با AB را Fي  ثابت كنيد سه نقطه. ناميم  ميD ،E و Fاند  بر يك خط واقع.                

 را نسبت به Pقرينه نقطه دلخواه . باشند  ميABC از مثلث AB و BC ،CA اوساط اضلاع F  وD ،Eنقاط  )7
 در يك نقطه CM و AK ،BLهاي  خط ثابت كنيد پاره. ناميم  ميM و K ،L به ترتيب F و D ،Eي  سه نقطه

           .يد را پيدا كنQ بر يك دايره حركت نمايد مكان هندسي Pاند و در حالتي كه نقطه   همرسQمانند 
ي نه  ، يكديگر را روي دايرهABC سيمسون دو انتهاي يك قطر از دايره محيطي مثلث هاي ثابت كنيد كه خط )8

                   .كنند نقطه ي مثلث مفروض قطع مي
Sهاي  فرض كنيد دو مثلث با مساحت.  مفروض استS با مساحت ABCمثلث  )9 ,S2 اط و ديگري  يكي مح1

S=: ثابت كنيد. ها نظير به نظير موازي باشند  باشند طوري كه اضلاع آنABCمحيط بر مثلث  S .S2
1 2
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رو وصـل     ي محاطي خارجي با ضـلع روبـه         دانيم سه خط كه هر كدام يك رأس مثلث را به محل تماس دايره               مي )10
 Jي محاطي داخلي،       مركز دايره  I مركز ثقل،    Gفرض كنيد   . اند  ي ناگل همرس     نقطه كند در يك نقطه به نام       مي

 و G ،I ،Jثابت كنيد كه نقاط . ي ناگل مثلث مفروضي باشند     نقطه Kاي و        محاطي داخلي مثلث ميانه     مركز دايره 
Kاند و  بر يك خط واقع= =IJ JK ,GK IG2.                

 مماس AC و ABكنيم كه بر اضلاع  اي چنان رسم مي دايره. ي محيطي آن مفروض است يره و داABCمثلث  )11
 نيز به طور C′ و B′نقاط .  مماس داخل باشدABC بر دايره محيطي مثلث A′بوده و همچنين در نقطه 

′نشان دهيد سه خط . شوند مشابه تعريف مي ′ ′CC ,BB ,AAاند  همرس.               
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   دوران و تجانس مارپيچي2 -7
در اين بخش با تبديل دوران و تبديل . ايم تر در بخش بردار دوران با مفهوم اوليه دوران آشنا شده  پيش:بخش هدف

 مسايلها در حل   است آشنا شده و نحوه كاربرد آنتجانس مارپيچي كه تركيبي از دو تبديل تجانس و دوران
  .بينيم مختلف را مي

 
  دوران
 دوران تبديلي است از صفحه بر روي آن كه با مشخص بودن :تعريف

 را به نقطه Aنقطه ) α(و زاويه دوران ) Oنقطه ( مركز دوران 
′Aبه طوري كه كند   تبديل مي′=OA OA و 

AOA α′ = 
  

 را ساعتگرد و زواياي ساعتگرد است و يا پاد ساعتگرديعني زاويه دوران يا . دار است  زاويه دوران همواره جهت-1نكته 
 را همواره درنظر αهت بنابراين ج.  را با علامت مثبت نمايش مي دهيمساعتگردبا علامت منفي و زواياي پاد 

  .داشته باشيد
  .د، مركز دوران استنك اي كه پس از تبديل ثابت مانده و تغييري نمي  در تبديل دوران تنها نقطه- 2نكته 

              . درجه مي سازدα درجه هر خط، يك خط است كه با آن زاويه α دوران يافته :5 -7قضيه 
 را روي Aناميم و نقطه دلخواه   ميH را d بر Oپاي عمود وارد از . گيريم  را درنظر ميO و مركز دوران dخط 

 : باشند داريمO به مركز A و H درجه α دوران يافته هاي A′ و H′اگر . كنيم  فرض ميdخط 

 
HOH AOA HOA H OAα′ ′ ′ ′= = ⇒ =  
                                    ′=OH OH  
                                    ′=OA OA  

) d′خط  (H′ در نقطه OH′ همواره روي خطي عمود بر A′ باشد dاي روي خط   هر نقطهAبنابراين اگر 
.  مي باشدd دوران يافته خط d′شود و خط  تبديل ميd′اي روي خط  به نقطهdپس هر نقطه روي خط . خواهد بود

  . استα زاويه بين دو خط، برابر OHMH′همچنين به دليل محاطي بودن چهارضلعي 
′،A′د و به عبارت ديگر اگرنك  بنابر قضيه فوق تبديل دوران همواره زوايا را حفظ مي:نتيجه ′C ,Bهاي  دوران يافته 

α درجه A ،B و C باشند آن گاه ABC A B C′ ′ ′=  

90HOA H ' OA ' A ' H ' O
∆ ∆

⇒ = ⇒ =
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              .كند خط يا فاصله بين هر دو نقطه را حفظ مي  تبديل دوران طول پاره:6 -7قضيه 

 
پذيرد كه به خود شما واگذار  ها صورت مي ا استفاده از تساوي مثلثاثبات اين قضيه نيز مشابه اثبات قضيه پيش ب  

  .شود مي
′اي برابر با آن است چون   با توجه به قضيه فوق دوران يافته هر دايره، دايره-1نتيجه  ′ =M A MA و با تغيير A 

′طول ) M(ي  روي دايره ′M A ثابت بوده و ′Aاي به مركز   روي دايره′Mتغيير خواهد كرد .           

  
 

′ اگر   -2نتيجه   ′A B  ي     دوران يافتهAB  باشد، نقاط ′C   و C          هـاي    خـط دوران يافتـه       بـه ترتيـب روي ايـن دو پـاره

′ اگر و فقط اگر    يكديگرند ′
=

′ ′
AC A C
CB C B

′ روي C′ باشـد دوران يافتـه آن،      AB روي   Cچرا كه اگـر     .  ′A B 

C'AAC'بوده و B'CCB' و = =.                
 
 
 
 
 
 
  

هشت با آن و طي اين تبديل تمام نقاط، خطوط و دواير مربوط به ت همنثي اس دوران يافته هر مثلث، مثل-3نتيجه 
 و خط I و O ،G ،Hاز اين جمله نقاط . شوند مثلث اول به نقاط، خطوط و دواير مربوط به مثلث دوم تبديل مي

  .شوند اويلر و دايره نه نقطه و محيطي دو مثلث است كه به يكديگر تبديل مي

  »دوران و تجانس مارپيچي« 



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن

دمـمقاز 
ات ت

 المپ
ا

  يادـ

 سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 148  صفحه                                                                                                                                  بازگشت|بخش  مسايل |فهرست مطالب 

Aالاضلاع  ، مثلث متساويABCالاضلاع   از مثلث متساويBCع  روي امتداد ضل:6-7 مسأله B C′  را طوري ′
Aهاي  خط  به ترتيب اوساط پارهN و Mاگر .  قرار گيرندBC در يك طرف ′A و Aسازيم كه  مي B ,AB′ ′ 

               .ع استالاضلا  متساويMNCباشند، ثابت كنيد 

  
 تبديل B به A و نقطه A′ بهB′، نقطه ساعتگرد در جهت پاد 60 و با زاويه Cبا دوران به مركز نقطه 

B′خط  شود، پس پاره مي A به ′A Bشود  تبديل مي.  
′ي   قضيه پيش از رابطه2با توجه به نتيجه  ′

=
B M A N
MA NB

 تبديل N به Mگيريم كه نقطه   نتيجه مي

CM=شود يعني  مي CN و MCN =   .الاضلاع است  متساويCMNدر نتيجه مثلث . 60
 همواره دوراني α2 و زاويه O2 و ديگري به مركز α1 و زاويه O1 تركيب دو دوران يكي به مركز :7 -7قضيه 

αاست با زاويه  α+1 2.  
+ اگر :نكته =α α1 2   .انتقال خواهد بود تركيب دو دوران يك تبديل 360

O مركز دوران معادل با تركيب دو دوران به مراكز O اگر :8 - 7قضيه  ,O2 α, و با زواياي 1 α2 :  باشد داريم1

OO O α
= 21 2 OOO و 2 α

= 11 2 2                
  
  
  
  
  

 O′ به O، نقطه α1 و زاويه O1با دوران به مركز . گيريم مذكور در قضيه، درنظر مي را با شرايط Oنقطه 
  :بنابراين داريم. شود منتقل مي

  
 
 
 
 

1 1
11 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2
2

OO OO

OOO O OO OOO O OO

OO OO

∆ ∆α
′= ⎫

⎪⎪′ ′= = ⇒ =⎬
⎪

= ⎪⎭

2 2
21 2 2 1 2

O O O O

OO O O O O α
′=⎧

⎪⇒ ⎨ ′= =⎪⎩
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پس دوران معادل با تركيب اين . شود  منتقل ميO به O′، نقطه α2 و زاويه O2ران به مركز بنابراين با دو
  . با اين تركيب دوران استادل معدر نتيجه اين نقطه، مركز دوران. كند  را به خودش تبديل ميOدو دوران نقطه 

 
ACCالساقين  ي متساوي الزاويه هاي قائم ، مثلثABC در مثلث :7 -7 مسأله ,ABB′ كنيم به   را خارج آن بنا مي′

ABBطوري كه  ACC′ ′= B وسط Mثابت كنيد اگر . 90= C′ ي  هالزاوي  قائمMBC باشد مثلث ′
                     .الساقين است متساوي

  
 در 90 و زاويه B و با دوران به مركز A به C′ي   نقطهساعتگرد در جهت 90 و زاويه Cبا دوران به مركز 

 C′ كه نقطه 180تركيب اين دو تبديل، دوراني است با زاويه .  تبديل مي شودB′ به Aي  ، نقطهساعتگردجهت پاد 
′خط  پس مركز آن وسط پاره. كند  تبديل ميB′را به  ′B C يعني نقطه Mداريم8 -7قضيه  طبق از طرفي.  است  :

MCB CBM=   .الزاويه است  متساوي الساقين و قائمMBCبنابراين مثلث . 45=
 

ACBهاي متساوي الاضلاع  ، مثلثABC از مثلث AC و AB روي اضلاع :8 -7 مسأله ,ABC′  را در خارج ′
Aاگر . سازيم آن مي BC′الاضلاع باشد كه  ثلثي متساوي مA و A′ در يك طرف BC قرار گرفته باشند و P 

Aمركز ثقل مثلث  BC′ باشد، ثابت كنيد مثلث PB C′ Bالساقين است و   متساوي′ PC′ ′ =120.       
 

  
 در جهت پاد 60 و زاويه B و سپس دوران به مركز ساعتگرد در جهت پاد 60 و زاويه Cران به مركز با دو

 است Pا اين تركيب دوران نقطه  مركز دوران معادل ب8 -7قضيه طبق .  تبديل مي شودC′ به B′ نقطه ساعتگرد
PCBزيرا  CBP= در نتيجه . كند  تبديل ميC′ را به B′ درجه، نقطه 120 و زاويه Pپس دوران به مركز . 30=

′مثلث  ′PB C120الساقين است و   متساويB PC′ ′ =.  
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  تجانس مارپيچي
و نسبت ) α(و زاويه ) Oنقطه ( تجانس مارپيچي تبديلي است از صفحه بر روي آن كه با مشخص بودن مركز :تعريف

OA به طوري كه ،كند  تبديل ميA′ را به نقطه A، نقطه )k(آن  k , AOA
OA

α
′

′= =  
به عبارت ديگر تجانس مارپيچي، تركيب تجانس و دوران 

 دوران α و با زاويه O را به مركز Aاست به اين صورت كه نقطه 
 O و به همان مركز kدهيم و سپس نقطه حاصل را به نسبت  مي

  . حاصل شودA′دهيم تا نقطه  تجانس مي
  .دار است  همواره جهتα در تجانس مارپيچي نيز مانند دوران، زاويه - 1نكته 
كند، مركز تجانس  اي كه پس از تبديل ثابت مانده و تغييري نمي  در تبديل تجانس مارپيچي تنها نقطه-2نكته 

  .مارپيچي است
        .سازد  درجه ميα خطي است كه با آن زاويه k و نسبت α مجانس مارپيچي هر خط با زاويه :9 -7قضيه 

  
  

خطي ) d′′خط  (d كه تبديل تجانس مارپيچي تركيبي از دو تبديل تجانس و دوران است و مجانس خط آنجااز 
سازد، بنابراين مجانس مارپيچي خط   ميd′′ درجه با αزاويه ) d′خط ( نيز d′′ درجه αموازي با آن و دوران يافته 

d)  خط′d ( خطي است كه با آن زاويهαسازد  درجه مي.  
كند، يعني زاويه بين اجزاء شكل پس از تبديل  بنابر قضيه فوق تبديل تجانس مارپيچي همواره زوايا را حفظ مي: نتيجه

  .ماند ثابت باقي مي
. كند  مي برابرkخط يا فاصله بين هر دو نقطه را  ، طول پارهk تبديل تجانس مارپيچي به نسبت :10 -7قضيه 

A B k
AB
′ ′

=                     
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بنابراين تبديل تجانس . كند  برابر ميk نيز طول را kدانيم كه دوران، طول را حفظ كرده و تجانس به نسبت  مي
  .كند  برابر ميkخط يا فاصله هر دو نقطه را  مارپيچي نيز كه تركيبي از دو تبديل فوق است، طول هر پاره

 برابر شعاع kاي با شعاع  دايره،  k و نسبت αاي با زاويه   با توجه به قضيه پيش مجانس مارپيچي هر دايره-1تيجه ن
′چرا كه . آن دايره است ′ =M A k .MA و با تغيير Aي   روي دايره)M ( طول′ ′M A ثابت بوده و ′A 

                . تغيير خواهد كردM′اي به مركز  روي دايره

  
  

′ اگر -2نتيجه   ′A B    مجانس مارپيچي AB  باشد، نقاط ′C    و C هـاي   خـط تبـديل يافتـه     به ترتيب روي اين دو پـاره

′يگرند اگر و فقط اگر    يكد ′
=

′ ′
AC A C
CB C B

′ روي C′ آن  باشـد تبـديل يافتـه     AB روي   Cچرا كه اگر    .  ′A B 

′بوده و ′ =A C k .AC و′ ′ =C B k .CB.                
  

  
  
  
  

Aخط   اگر پاره:11-7قضيه  B′  باشد آنگاه مركز P باشد و محل تلاقي اين دو خط ABخط   مجانس مارپيچي پاره′

PBBهاي  تجانس مارپيچي بر محل برخورد دواير محيطي مثلث , PAA′              . قرار دارد′
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′ را به ABكنيم زاويه تجانس مارپيچي كه  فرض مي ′A B تبديل كرده α و نسبت آن kاگر دواير .  باشد
′محيطي دو مثلث  ′PBB ,PAA يكديگر را در Oقطع كنند داريم :  

OAB OA B OA OB A BOAB ~ OA B k
OA OB ABOBA OB A

∆ ∆⎫′ ′= ′ ′ ′ ′⎪ ′ ′⇒ ⇒ = = =⎬
′ ′= ⎪⎭

 

1
2AOA AA APA α′ ′ ′= = =  
1
2BOB BB BPB α′ ′ ′= = =  

  .، همان مركز تجانس مارپيچي مذكور استOشود نقطه  ير نتيجه مياز روابط اخ  
  .كند  تبديل ميBB′خط   را به پارهAA′خط   مركز تجانس مارپيچي است كه پارهO در قضيه پيش، نقطه :نكته

 

  
  

كند بر محل برخورد دواير   تبديل ميBB′ را به AA′چرا كه طبق قضيه پيش مركز تجانس مارپيچي كه 
′هاي  محيطي مثلث ′QA B ,QAB قرار دارد و از آنجا كه نقطه O 3-4 بخش 5مسأله ( همان نقطه ميشل ( 

 Oگذرند و بنابراين   ميO نيز از B'QA' و QABهاي  ث است پس دواير محيطي مثلA'ABB'چهارضلعي كامل 
  .كند  تبديل ميBB′ را به AA′مركز تجانس مارپيچي است كه 

C فرض كنيد :9 -7 مسأله ,C2 O دو دايره به مركزهاي 1 ,O2 . اند  يكديگر را قطع كردهAي   باشند كه در نقطه1
Cهاي  نقاط برخورد اضلاع اين زاويه با دايره. گيريم  را درنظر ميA به رأس αزاويه ثابت  ,C2  را به ترتيب 1
M ,M2 2هاي   و نقطه برخورد خط1 2 1 1,O M O M را Kنشان دهيد كه وقتي اين زاويه حول نقطه . ناميم  مي

Aي محيطي مثلث   دوران كند، دايرهKM M1               .گذرد ي ثابت مي ، همواره از يك نقطه2
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Cمحل برخورد دوم دو دايره    ,C2   .ناميم  ميB را 1

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

1 1
2 2 2M AB BAM M B BM

O KO O BO
O KO O BO ( M O B BO M )

α
α

⎫= + = + ⎪ ⇒ = −⎬
⎪= − + ⎭

 

Oخط  ، زاويه بين دو پارهA حول نقطه αبا تغيير زاويه  M1 O و 1 M2 پس . ماند ها ثابت مي  و نسبت آن2
Oخط  تجانس مارپيچي وجود دارد كه پاره M1 O را به 1 M2  دايره محيطي مثلث 11 -7قضيه طبق . كند  تبديل مي2

KM M1   .گذرد  همواره از مركز اين تجانس مارپيچي مي2
  

O تركيب دو تجانس مارپيچي به مراكز :12 -7قضيه  ,O2 2 و زواياي 1 1,α αاي ه  و نسبتk ,k2  يك تجانس ،1
αمارپيچي است با زاويه  α+1 k و نسبت 2 .k1 2.  

  . تجانس مارپيچي نيز قابل تعميم استn قضيه فوق براي :نكته
 

 و C2 ،C2 و C1هاي  دومين نقطه برخورد دايره. اند  همرسN در نقطه C3 و C1 ،C2 سه دايره :10 - 7 مسأله
C3 ،C3 و C1 را به ترتيب M ,M ,M3 2 AM1.  استC1 نقطه دلخواهي روي دايره A1. ناميم  مي1  با 1

A و A2 در نقطه C2دايره  M2 A و A3 در نقطه C3 با دايره 2 M3  برخورد A4 در نقطه C1 با دايره 3
  . منطبق استA1 بر A4ثابت كنيد . دارد

O( دو دايره :لم ,r1 O(و ) 1 ,r2 و ) O1(گذرد دو دايره   ميMخط دلخواهي كه از .  متقاطع هستندN و Mدر نقاط ) 2
)O2 ( را به ترتيب در نقاطA و Bثابت كنيد با تجانس مارپيچي به مركز . كند  مي قطعN و زاويه O NO1  و 2

rنسبت 
r
2
1

               .شود  تبديل ميB به A، نقطه 

  
  

NABدهيم دو مثلث  براي اثبات لم نشان مي   ,NOO1   .اند  متشابه2

1 2 1
1 2

2 1 2

1
2
1
2

NOO NO M NAM
NOO ~ NAB

NO O NO M NBM

∆ ∆
⎫= = ⎪⎪ ⇒⎬
⎪= =
⎪⎭

 
1 2

2 2
1 1

O NO ANB
NO rNB

NA NO r

⎧ =
⎪⇒ ⎨

= =⎪
⎩

 

  .بنابراين لم اثبات شد  
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 و R1 ،R2ها را   و طول شعاع آنO3 و O1 ،O2 را به ترتيب C3 و C1 ،C2 مراكز سه دايره :مسألهاثبات 
R3سه تجانس مارپيچي به مركز . ناميم  ميN 1 ساعتگرد و زواياي 2O NO ،2 3O NO 3 و 1O NO و به 

Rهاي  نسبت
R

2
1

 ،R
R

3
2

R و 
R

1
3

T1 ،T را به ترتيب  ,T3               .ناميم  مي2

  
 نقطـه   T3 و با تبـديل      A3 به   A2 نقطه   T2 و با تبديل     A2 به   A1، نقطه   T1 با تبديل    ،طبق لم اثبات شده   

A3   به A4  تركيب اين سه تبديل به همين ترتيب كه ذكـر شـده، تجـانس مـارپيچي اسـت بـا زاويـه                      . شود   تبديل مي

1 2 2 3 3 1 360O NO O NO O NO+ + = و به نسبت =
R R R. .
R R R

2 3 1
1 2 3

1.  

 را به A1ديل نقطه و از طرفي اين تب) تبديل هماني است(كند  يعني اين تبديل هر نقطه را به خودش منتقل مي
A4 تبديل مي كند و در نتيجه A4 بر A1منطبق است .  

ساقين ال ي متساوي الزاويه هاي قائم  و در خارج آن، مثلثABC از مثلث AB و AC روي اضلاع :11 -7 مسأله
DAC و EABكنيم   را بنا مي)ADC AEB=  باشد ثابت كنيد مثلث BC وسط ضلع Kاگر ) 90=
KDEالساقين است ي متساوي الزاويه  قائم.                

  
  
  
  
  
  

ري كه كنيم به طو  رسم ميABC را در خارج مثلث BCK′الساقين  ي متساوي الزاويه مثلث قائم
BK C′  A به D، نقطه 2 و نسبت ساعتگرد درجه در جهت پاد 45 و زاويه Cبا تجانس مارپيچي به مركز . 90=

1 و نسبت ساعتگرد درجه در جهت پاد45 و زاويه Bشود و با تجانس مارپيچي به مركز  تبديل مي
 E به Aنقطه  2

 را به D و نسبت يك كه نقطه ساعتگرد پاد 90تركيب اين دو تبديل، تجانس مارپيچي است با زاويه . شود منتقل مي
Eكند  منتقل مي.  
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 K′، نقطه Bركز  و با تجانس مارپيچي به مK′ به K نقطه Cاز طرف ديگر با تجانس مارپيچي به مركز 
در .  مركز تجانس مارپيچي معادل با تركيب دو تبديل اوليه بوده استKبنابراين نقطه . شود  منتقل ميKدوباره به 

DKگيريم  مجموع نتيجه مي ,DKE
EK

= =1   .الساقين است الزاويه و متساوي  قائمKDE و مثلث 90

  
 يك تجانس ،α و زاويه O2 با يك دوران به مركز K و نسبت O1 يك تجانس به مركز  تركيب:13 -7قضيه 

  . استkنسبت   وαمارپيچي  با زاويه 
12 نيز مانند 21oTT بناميم، تبديل T2 و تبديل دوران را T1 در قضيه فوق، اگر تبديل تجانس را :نكته oTT يك 

  .تجانس مارپيچي است اما لزوماً اين دو تبديل برابر نيستند
  

OA و OAB :12 -7 مسأله B′  Gنقطه . الاضلاعي هستند كه داراي يك جهت مي باشند وي مثلث هاي متسا′
ABهاي  خط  به ترتيب اوساط پارهN و M و نقاط OABمركز ثقل مثلث  ,A B′ ثابت كنيد دو . باشند  مي′

GNAمثلث  ,GMB′                 .اند  متشابه′
  

يك دوران به  و سپس 2 و نسبت Bبا يك تجانس به مركز 
 B′ به M، نقطه ساعتگرد درجه در جهت پاد 60 و زاويه Oمركز 

 مركز Gماند بنابراين   ثابت ميGبا اين تبديل نقطه . شود تبديل مي
 2 و با نسبت ساعتگرد درجه در جهت پاد 60تجانس مارپيچي به زاويه 

  :كند يعني داريم  تبديل ميB′ را به Mاست كه 

)1(    GBMGB ,
GM

′
′ = =60 2  

 درجه در جهت 60 و زاويه O و سپس يك دوران به مركز 2 و نسبت Aهمچنين با يك تجانس به مركز 
 مركز تجانس مارپيچي به Gپس . دارد  را ثابت نگه ميGاين تبديل نيز نقطه . شود  تبديل ميA′ به N، نقطه ساعتگرد

  :يعني داريم. كند  تبديل ميA′ را به N است كه نقطه 2 و نسبت ساعتگرد درجه در جهت 60زاويه 

)2(      60 2GANGA ,
GN

′
′ = =  

  .اند  با يكديگر متشابهGNA′ و GMB′شود كه دو مثلث  نتيجه مي) 2(و ) 1(از روابط   
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
 و ABMالساقين  ي متساوي الزاويه هاي قائم  مثلث، و در خارج آنABC از مثلث AC و ABروي اضلاع   )1

ACN90كنيم به طوري كه   را رسم ميMAB NAC= ، مثلث BCهمچنين روي ضلع . =
90BPCكنيم كه   را طوري رسم ميPBCالزاويه  الساقين و قائم متساوي  در يك طرف P و A و نقاط =

BCنشان دهيد نقاط . باشند P ،M و Nمرحله دوم . (الزاويه هستند الساقين و قائم  رئوس يك مثلث متساوي
                   )78المپياد رياضي 

. باشد  مي3 و 2، 1 به ترتيب برابر C و A ،B قرار دارد، از رئوس ABCD كه داخل مربع P فاصله نقطه  )2
                 . آوريدبدست را ABCDمساحت مربع 

الاضلاع   متساويABE و بيرون آن طوري قرار گرفته كه مثلث ABCDالاضلاع   در صفحه متوازيEنقطه   )3
+: هيداي دلخواه باشد نشان د  نقطهPاگر . است + ≥PC PD AD PE               

 EAB و DACالساقين  الزاويه متساوي هاي قائم  و در خارج آن، مثلثABC از مثلث AB و ACروي اضلاع   )4
90ADC. (كنيم را بنا مي AEB= ، KDE باشد، ثابت كنيد مثلث BC وسط ضلع Kاگر ) =
           .يه استالزاو الساقين و قائم متساوي

ها  سازيم و مراكز آن  و در خارج آن، چهار مربع ميABCD از چهارضلعي DA و AB ،BC ،CDروي اضلاع   )5
          . با هم برابر و بر هم عمودندRS و PQخط  ثابت كنيد دو پاره. ناميم  ميS و P ،R ،Qرا به ترتيب 

.  استAG وسط Dاند كه  ر صفحه قرار گرفته طوري دEFG و ABC ،CDEالاضلاع  هاي متساوي مثلث  )6
      ).ها، جهت ثابتي را درنظر بگيريد گذاري رئوس مثلث براي نام. (الاضلاع است  متساويBFDثابت كنيد 

 P ،Qاند كه   طوري ساخته شدهABC روي اضلاع مثلث RAB و PBC ،QCAالاضلاع  هاي متساوي مثلث  )7
 مثلثي DEFها باشند، ثابت كنيد   مراكز ثقل اين مثلثF و D ،Eاگر . ارج آن قرار دارندخ Rو 

                .ناميم  ميABCالاضلاع است كه آن را مثلث ناپلئون مثلث  متساوي
OAالاضلاع  هاي متساوي مثلث  )8 A1 2 ،OB B1 OC و 2 C1  ثابت كنيد اوساط . هستند مشتركO در رأس 2

Aهاي  خط پاره B2 1، B C2 C و 1 A2 ها  گذاري مثلث براي نام. ( رئوس يك مثلث متساوي الاضلاع هستند1
             .)جهت ثابتي را درنظر بگيريد

 طوري بنا ABC را در خارج مثلث CAB′ و ABC ،′BCA′ويه الزا الساقين و قائم هاي متساوي مثلث  )9
90AC: كنيم كه داشته باشيم مي B BA C CB A′ ′ ′= = ′ و AA′خط  ثابت كنيد دو پاره. = ′B C با 
               .م برابر و بر هم عمودنده

10(  C1 و C2دو دايره متقاطع در نقاط M و Nهستند  .Aاي دلخواه بر   را نقطهC1گيريم و دومين نقطه   مي
 با CM، دومين نقطه برخورد C را C1 با BN، دومين نقطه برخورد خط Bا  رC2 با دايره AMبرخورد خط 

C2 را D و بالاخره دومين نقطه برخورد ،DN با C1 را Eثابت كنيد كه طول . ناميم  ميAE به انتخاب نقطه 
                    . بستگي نداردC1 بر Aاوليه 
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 و BC ،CA اضلاع  ، سه خط موازيABCالاضلاع   بر روي دايره محيطي مثلث متساويPاز نقطه دلخواه   )11
ABكنيم تا به ترتيب خطوط   رسم ميCA ،AB و BC را در نقاط D ،E و Fثابت كنيد اين سه .  قطع كنند

                       .ندا نقطه بر يك خط واقع
′ و ABCدو مثلث همنهشت   )12 ′ ′A B Cنقاط برخورد اضلاع متناظر را . باشند  در يك دايره محاط ميD ،E و 

Fثابت كنيد دو مثلث . ناميم  ميABC و DEFي مثلث ع متشابه بوده و مركز ارتفاDEF بر O مركز دايره ،
          . منطبق استABCمحيطي مثلث 

هاي   مراكز دواير محاطي مثلثI2 و I1اگر .  قرار داردABCي محيطي مثلث   از دايرهBC بر كمان Pنقطه   )13
PAB و PAC باشند، ثابت كنيد دايره محيطي مثلث PI I1                .گذرد ي ثابتي مي ، از نقطه2

14(  Pاي داخل چهارضلعي   نقطهABCD است به طوري كه PDA PCB ,PAD PBC=  K اگر .=
2DKC باشد ثابت كنيد CD و ABهاي دو پاره خط  محل برخورد عمود منصف DAP=.             

 Aگذرد دو دايره را در نقاط   ميKكه از خط متغيري . كنند  قطع ميL و Kدو دايره مفروض يكديگر را در نقاط   )15
ثابت كنيد . ناميم  ميD و C بر آن قرار ندارد را به ترتيب K كه AL و BLاوساط دو كمان . كند  قطع ميBو 

                 .گذرد  ميABخط   از وسط پارهCKDدايره محيطي مثلث 
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   يا توافقيهمساز تقسيم 3 -7
باشد   از نوع تبديلات هندسي نمي البتهمباحث پيشرفته هندسه مسطحه است كه يكي از همساز تقسيم :هدف بخش
باشد بنابراين در اين بخش   كه اين بحث مدخل و پيش نياز ورود به تبديلات مهمي چون قطبي ميآنجااما از 

 توافقي هاي  و به دنبال آن برخي خواص و كاربردهاي جالب دستگاههمسازنگاهي خواهيم داشت به مباني تقسيم 
  .را نيز مورد بررسي قرار خواهيم داد

 را به طور داخلي و خارجي به يك نسبت تقسيم كنند، اين چهار نقطه را يك ABخط   پارهD و C چنانچه نقاط :تعريف
)= -1نامند و به صورت   يا توافقي ميهمسازي  گستره ABCD همچنين نقاط . شود  نيز نمايش داده مي(

C و D خط   يا توافقي يكديگر نسبت به پارههمساز را مزدوجABنامند  مي.              

 =
CA DA
CB DB

  
  

) اگر داشته باشيم :14-7قضيه  ABCD ) =  باشد آنگاه خواهيم داشت ABخط   وسط پارهO و نقطه 1−
OA OC.OD=2و بالعكس .                

  
 

+ + + +
= ⇒ = ⇒ =

− − − −
CA DA OA OC OD OA OA OC OD OA
CB DB OB OC OD OB OA OC OD OA

 
  :با تركيب در مخرج روي عبارت فوق خواهيم داشت  

+ +
= ⇒ + = + ⇒ =

OA OC OD OA OA OA.OD OA.OD OC .OD OA OC .OD
OA OD

2 2
2 2  

  .شود عكس قضيه نيز به همين روش قابل اثبات است كه به خود شما واگذار مي  
سط دو دايره به طور همساز تقسيم گذرد تو  ثابت كنيد هر خطي كه از مركز يكي از دو دايره متعامد مي:13 - 7 مسأله

                  .شود مي

  
باشند داريم بر يكديگر عمود ) O2(و ) O1(دانيم چنانچه دو دايره   مي3 -5مسأله طبق 
=O B OC .O D2

1 1 شود   است نتيجه ميAB وسط O1عكس قضيه پيش از آنجا كه   پس بنابر1
= −1)ABCD.(  

  . فوق نيز صادق استمسألهتوجه داشته باشيد كه عكس  

  »مساز يا توافقيتقسيم ه« 
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) :15 -7قضيه  ABCD ) =  OA به موازات Bاگر خطي كه از . ندا  مفروضAB خارج از خط Oي   و نقطه1−

PB آنگاه قطع كند Q و P ترتيب در  را بهOD و OCشود  رسم مي BQ=             

  
 

)1 (    BQ BDBQ || OA BQD ~ OAD
OA AD

∆ ∆
⇒ ⇒ =  

)2 (    BP BCBP || OA BPC ~ OAC
OA AC

∆ ∆
⇒ ⇒ =  

)3 (    = − ⇒ =
BD BC( ABCD )
AD AC

1  

)1(و ) 2(و ) 3( ⇒ = ⇒ =
BQ BP BQ BP
OA OA

 
PQ است يعني چنانچه توجه داشته باشيد كه عكس قضيه نيز صادق   || OA و =PB BQ آنگاه 

= −( ABCD ) 1  
 AD روي C و B تصاوير نقاط F و E باشد و ABC در مثلث A پاي نيمساز نظير رأس D اگر :14 -7 مسأله

) د ثابت كنيدنباش ADEF ) = −1               

  
باشد و بنابراين   ارتفاع نيز ميAE نيمساز ABB′ قطع كند، در مثلثB′ را درAC را امتداد دهيم تا BEاگر 

BE=′ متساوي الساقين بوده و ABB′مثلث B E.   
BB′از آنجا كه  || CF پس طبق عكس قضيه پيش خطوط CE و CFخط   پارهAD را به صورت 

BE=′ رسم شده و CF به موازات E از BB′كنند چرا كه   تقسيم ميهمساز B E.   

  »تقسيم همساز يا توافقي« 
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        .كنند  تقسيم ميهمسازي داخلي و خارجي هر رأس از مثلث، ضلع مقابل را به طور هانيمساز  :16 -7قضيه 

  
= داريم AD داخلي نيمسازبراي 

BD AB
CD AC

دانيم   نيز ميAD′ خارجي نيمساز به همين ترتيب براي و 

AC
AB

'CD
'BD
′ پيش داريم  پس بنابر دو رابطه=

=
′

BD BD
CD CD

′ و بنابراين  = −( BCDD ) 1  
′توجه داشته باشيد كه عكس قضيه نيز برقرار است به اين صورت كه اگر  = −( BCDD )  و 1

′⊥AD AD آنگاه AD و ′AD خارجي زاويه هاي داخلي و نيمسازBACخواهند بود .  
 C و  Bاي كه در   و دايرهH را در BC قاعده A ، ارتفاع نظير رأس ABCالساقين  در مثلث متساوي :15 -7 مسأله

): ثابت كنيد.  قطع كرده استN و Mها مماس است را در  بر ساق AHMN ) = −1             
 

 

  CMACM = 2  

  BMBCM = 2      ACM BCM⇒ =  

     BM CM=  
  

MCN است و از آنجا كه C داخلي زاويه نيمساز CMپس  =90  
= است و طبق قضيه پيش داريم C خارجي زاويه نيمساز نيز CN بنابراين  −( AHMN ) 1  

) اگر  :17 -7قضيه  ABCD ) =  و OA،  OB ، OC چهار خط آنگاه باشد AB نقطه اي خارج از خط O و 1−

ODساز تقسيم خواهند كردين چهار خط را قطع كند به نسبت هم هر خط ديگري را نيز كه ا.              
فرض :  = −( ABCD ) 1  
حكم :  ′ ′ ′ ′ = −( A B C D ) 1   
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.  قطع كنندP′ و Q ، P ، ′Q را در OD و OCكنيم تا   رسم ميOA خطوطي به موازات B′ و Bاز نقاط 
= كه آنجااز  −( ABCD ) PB= خواهيم داشت 15 -7قضيه  طبق 1 BQ همچنين به دليل توازي ، PQ و 

′ ′P Qشود   نتيجه مي′ ′ ′ ′=P B B Q .  توان نتيجه گرفت   مي15 -7قضيه پس بنابر عكس
′ ′ ′ ′ = −( A B C D ) 1.   

ر نتيجه توسط هر موربي در چهار  كه توسط يك مورب، و دOD و OA ، OB ، OC چهار خط همرس :تعريف 
)Oناميم كه به صورت   يا توافقي ميهمساز قطع مي شوند را يك دستگاه همسازنقطه  ABCD ) = −1 

  .ناميم  يا توافقي ميهمساز هريك از اين چهار خط را نيز يك شعاع همچنين. نمايش مي دهيم

  »تقسيم همساز يا توافقي« 



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن

دمـمقاز 
ات ت

 المپ
ا

  يادـ

 سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 162  صفحه                                                                                                                                  بازگشت|بخش  مسايل |فهرست مطالب 

  )ينيدراه حل كامل اين مسايل را در كتاب بب( مسايل
 را روي اضلاع طوري C′ و A ، ′B′اگر . كند  قطع ميP و M ، N را در ABC اضلاع مثلث dقاطع   )1

 تقسيم همساز ضلع مورد نظر را به نسبت  با آن ضلع،dانتخاب كنيم كه هركدام به همراه نقطه حاصل از تقاطع 
                .اند  همرسCC′ و AA ، ′BB′كنند، ثابت كنيد 

 وجود دارد كه خط d روي خط Pاي مانند  نشان دهيد نقطه. اند  در طرفين آن مفروضB و A و دو نقطه dخط   )2
d زاويه نيمساز APBباشد .                  

= همواره ABCنشان دهيد در هر مثلث   )3 −bA( HOI I )               . است1
 را روي اين خط طوري پيدا كنيد كه داشته باشيم Q و Pنقاط . اند  مفروضD و A ، B ، Cچهار نقطه هم خط   )4

= −( ABPQ ) = و 1 −( CDPQ ) 1.                 
 و K را در BC و امتداد H را در AC ، وتر ABقطر عمود بر . كنيم  را رسم ميAC و ABدردايره اي دو وتر   )5

.كند  را به نسبت توافقي تقسيم ميHK ، پاره خط N و Mثابت كنيد كه . كند  قطع ميN و Mدايره را در 
                  

قي دو ساق، محل تلاقي دو قطر و اوساط دو قاعده، چهار نقطه هم خط ثابت كنيد در هر ذوزنقه محل تلا  )6
                . را تشكيل مي دهندهمسازي  باشند كه يك گستره مي

7(   D و E هاي داخلي و خارجي نظير رأس نيمساز را پايA از مثلث ABCاگر ميانه نظير ضلع .  در نظر بگيريد
BCاي به قطر   بر دايرهDE ثابت كنيد مثلث  مماس باشدABC در رأس Aالزاويه است  قائم.              

=نشان دهيد اگر در گستره توافقي   )8 −( ABCD ) اندازه   ،Aي گستره، مثلاً  ها از يك نقطه  همه پاره خط1

=:  داريمآنگاهگرفته شوند  +
AB AC AD
2 1 1  

هاي مشترك داخلي و خارجي با خط المركزين دو دايره، نسبت  قاط برخورد مماسثابت كنيد در دو دايره متخارج ن  )9
                .اند به مركزهاي اين دو دايره مزدوج توافقي

=نشان دهيد   )10 −( ABCD ) 1Oاگر و فقط اگر داشته باشيم  :sin AOC sin DOA
sin BOC sin DOB

=     

11(  ADو  ′AA به ترتيب ارتفاع و ميانه مثلث ABCاز نقطه .  هستند′A خطوطي به موازات اضلاع AB و 
ACكنيم تا ارتفاع   رسم ميAD را به ترتيب در P و Qثابت كنيد.  قطع كنند: = −( ADPQ ) 1     

2A و AC وسط ضلع M نقطه ABCدر مثلث   )12 C=در نقطه .  استC عمودي بر ضلع BCكنيم   خارج مي
AMB: نشان دهيد.  قطع كندF را در ABتا امتداد ضلع  FMC=              
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   قطب و قطبي4 -7
گر در حل ترين تبديلات هندسي است كه به دليل تبديل نقطه و خط به يكدي طبي يكي از جالبق قطب و :هدف بخش

مبحث قطب و قطبي بسط و گسترشي است بر . مسايل پيشرفته هندسه مسطحه كاربردي منحصر بفرد دارد
تر شكل يافته و به كار گرفته شده است كه دراين بخش با آن آشنا   كه به زيبايي هر چه تمامهمسازتقسيم 

  .خواهيم شد

  قطب و قطبي نسبت به زاويه
. كند  قطع ميB و A را در O گذشته و اضلاع زاويه Pخط متغيري از . اند  مفروضO و زاويه P نقطه  :18 -7قضيه 

)( بناميم Q را ABخط   نسبت به پارهP نقطه همسازاگر مزدوج  ABQP ) =  مكان هندسي نقطه آنگاه )1−
Q خطي است كه از Oگذرد  مي.                

  
 كه آنجااز . گيريم  در نظر ميAB نسبت به Pزدوج توافقي  را به عنوان مQ و نقطه PBAخط ثابت 

= −( ABQP ) = بنابراين 1 −( ABQP ) 1Oپس هر خط ديگري . دهد  تشكيل يك دستگاه توافقي را مي
 قطع كند خواهيم داشت Q′ و A،  ′B′ را به ترتيب در OQ و OA،  OB همسازهاي   بگذرد و شعاعPكه از 

( A B Q P )′ ′ ′ = ′ نسبت به P همساز مزدوج Q′ يعني 1− ′A B خواهد بود و به عبارت ديگر تمامي مزدوج 
  .گذرد  ميO خطي است كه از Qبنابراين مكان هندسي نقطه .  قرار دارندOQ ازهمس روي شعاع Pهاي نقطه همساز
  .نامند  ميO نسبت به زاويه P را قطبي نقطه OQ را قطب و خط P نقطه :تعريف
نهايت قطب داشته باشد  تواند بي  ميOQ دارد در حالي كه هر خط O تنها يك قطبي نسبت به زاويه P نقطه -1نكته 

  .اند اقع شده وOPكه روي خط 
  .گيرند  همواره از قطب و قطبي يكي داخل و ديگري در خارج از زاويه قرار مي- 2نكته 
 ′A ، B ، A را در Oگذرانيم تا اضلاع زاويه   ميPدو خط دلخواه از . اند  مفروضO و زاويه P نقطه  :16 -7 مسأله

A و ′ABاگر . نند قطع ك′Bو  B′ يكديگر را در E قطع كنند، نشان دهيد قطبي P نسبت به زاويه O از 
                        .گذرد  ميEنقطه 
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′ و AB نگذشته و    E از   Pكنيم قطبي     فرض مي  ′A B      را به ترتيب در Q و ′Q  در اين صورت داريم   .  قطع كند :
′ ′ ′ = −E ( A B Q P ) = و   1 −E ( ABQP )  مـشترك و    همـساز  در دو دسـتگاه      EPز طرف ديگـر شـعاع       ا 1

هاي چهارم اين     بنابراين شعاع .  هستند EA′ و   EB′هاي     نيز به ترتيب در راستاي شعاع      EB و   EA همسازهاي    شعاع
  . قرار داردP يا قطبي نقطه QQ′ روي Eراستا خواهند بود و به عبارت ديگر   دو دستگاه نيز با يكديگر هم

  .شود ما واگذار مي با يك بار استفاده از قضاياي سوا و منلائوس نيز به سادگي قابل حل است كه به خود شمسألهاين 
  

 F يكديگر را در CD و AB مفروض است به طوري كه امتداد اضلاع ABCD چهارضلعي محدب  :17 - 7 مسأله
 K را ABCDمحل برخورد اقطار چهارضلعي . كنند  قطع ميE در ار  يكديگرBC و ADو امتداد اضلاع 

 N و M را به ترتيب در CD و ABاضلاع كنيم تا امتداد   رسم ميFK خطي به موازات Eناميم و از نقطه  مي
                 . استMN وسط Eثابت كنيد . قطع كند

  
  

 ADSE(F(=−1 است و بنابراين BFC نسبت به زاويه E قطبي نقطه FKدانيم كه   پيش ميمسألهطبق 
 قطع شده است N و Mر تيب در به تFD و FA رسم شده و توسط دو شعاع FK به موازات MN كه خط آنجاو از 
EM= خواهيم داشت 15 -7قضيه بنابر  EN.   

  قطب و قطبي نسبت به دايره
 قطع B و A را در نقاط (O) گذشته و دايره Pخط متغيري از . اند  مفروض(O) و دايره P نقطه  :19 - 7قضيه 

)( باشد ABخط   نسبت به پارهP نقطه همساز مزدوج Qاگر نقطه . كند مي ABQP ) =  مكان آنگاه، ) 1−
                . عمود استPO خطي است كه بر Qهندسي نقطه 

خط   نسبت به پارهP قطع كند و مزدوج همساز A′ و B′كنيم تا دايره را در   را رسم ميPOخط ثابت 
′ ′A B را ′Qاگر نشان دهيم با تغيير خط . ناميم  ميPBA همواره ′QQ بر POعمود است حكم اثبات شده است .  
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B′ و محل تلاقي P′ را BB′ و AA′محل تلاقي  A و ′BA را Hدانيم  از طرفي مي. ناميم  مي
′P H قطبي نقطهP نسبت به زاويه ′ ′ ′A P B است و بنابراين از نقاط Q و ′Qريم گذرد چرا كه دا  مي

1−=)ABQP( و ′ ′ ′ = −( A B Q P ) 1.   
'90Aاز طرف ديگر  BB ' A' AB '= A′ وبنابراين = B و ′B A ارتفاعات مثلث ′ ′ ′P A B هستند و 

Hپس .  نيز مركز ارتفاعي مثلث است′P H نيز ارتفاع ديگري از مثلث بوده و بر ′ ′A Bبنابراين .  عمود است′QQ 
  . عمود است و حكم ثابت شده استPOبر 

  . داخل دايره است با روشي مشابه روش فوق ثابت كنيدPسعي كنيد همين حكم را در حالتي كه   
′ را قطب و خط P نقطه  :تعريف ′P Q را قطبي نقطه P نسبت به دايره (O)نامند  مي.  
تر   به يكديگر نزديكQ و A ، B را به سمت بالا حركت دهيم سه نقطه PBA در شكل فوق هر چه خط -1نكته 

 بر يكديگر T در نقطه Q و A ، B بر دايره مماس شده و سه نقطه Tشوند تا جايي كه اين خط در نقطه  مي
 قرار دارند و به عبارت ديگر P روي قطبي نقطه  نيزT′ نظير آن همچنين و Tبنابراين نقطه . شوند منطبق مي

                  . نسبت به دايره استP قطبي نقطه TT′خط 

  
  . خواهد بودPد، قطبي آن خطي مماس بر دايره در نقطه  روي دايره باشP  اگر - 2نكته 
 اگر قطبي از مركز دايره بگذرد، قطب نخواهد همچنين بر مركز دايره واقع شود، قطبي نخواهد داشت و Pاگر  -3نكته 

  .داشت
 آن با  داخل دايره باشد، قطبيP خارج دايره باشد قطبي آن با دايره متقاطع است و اگر قطب P اگر قطب -4نكته 

  .دايره نامتقاطع است
  . تنها يك قطبي نسبت به دايره دارد و بالعكسP هر نقطه - 5نكته 
 ′BA و ′ABاگر . اند  قطع كرده′Bو ′A ، B ، A را در نقاط C دايره P دو خط گذرنده از نقطه  :18 -7 مسأله

  . قرار داردC نسبت به دايره P روي قطبي نقطه K قطع كنند، نشان دهيد Kيكديگر را در نقطه 
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 نسبت به  Pه  قطبي نقطTKدانيم كه   مي16 -7 مسأله قطع كنند، طبق T يكديگر ار در BB′ و AA′اگر 
′زاويه  ′A TBپس اگر .  استTK وترهاي AB و ′ ′A B را در Q و ′Q قطع كند داريم = −( ABQP ) 1  

1−=)P'Q'B'A( و بنابراين خط ′QQطه  قطبي نقP نسبت به دايره C است كه از Kشما . گذرد  نيز مي
  . در داخل يا خارج دايره باشند، حل كنيدK و Pهاي مختلفي كه هر كدام از نقاط   را در حالتمسألهتوانيد اين  مي
  

 بگذرد، Q از نقطه (O) نسبت به دايره Pاگر قطبي نقطه . اند  مفروض(O) و دايره Q و P دو نقطه  :20 - 7قضيه 
.) مي توانند داخل يا خارج از دايره باشندQ و P. (گذرد  ميP نيز از نقطه (O) نسبت به دايره Qقطبي نقطه 

                  

  
  

تيب  به ترQ′ و P′اگر .  قطع كنندD و A ،B  ، C كنيم تا دايره را در نقاط   را رسم ميQO و POخطوط 
 CD و AB وسط قطرهاي Oجا كه  باشند، از آنCD و ABهاي   نسبت به پاره خطQ و Pهاي نقاط همسازمزدوج 

′قرار دارد خواهيم داشت  ′= =OP.OP R OQ.OQ2.  
′بنابراين چهارضلعي  ′PP Q Q محاطي است و PP' Q PQ' Q= .  اگر قطبي نقطهP از Q ،بگذرد 

Q'P قطبي نقطه P بوده و بر PO90پس .  عمود خواهد بودPQ' Q PP' Q=  PQ′ كه آنجا بنابراين از . =
 Q قطبي نقطه PQ′ه توان نتيجه گرفت ك  نيز عمود است ميOQ گذشته و بر Q نقطه همساز مزدوج Q′از نقطه 

  .گذرد  ميP نيز از Qاست و به عبارت ديگر قطبي نقطه 
  

                . نسبت به دايره را رسم كنيدP باشد قطبي نقطه (O)اي داخل دايره   نقطهP اگر  :19 -7 مسأله
′ و ABدو وتر دلخواه  ′A B را از نقطه Pگذرانيم  مي .

 و A′ همچنين و B و Aهايي بر دايره در نقاط  با رسم مماس
′Bهاي خطوط   ، قطب AB و ′ ′A B آيد كه   ميبدست
 خواهد P قطبي نقطه QQ′خط . ناميم  مي Q′ و Qها را  آن

گذرد و بنابراين   ميP از Q′ و Qبود، چرا كه قطبي نقاط 
  . خواهد گذشتQ و Q′ نيز از نقاط Pقطبي نقطه 
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 B و Aايره را در نقاط كنيم تا د  رسم ميPخط دلخواهي از نقطه . اند  مفروض(O) و دايره P نقطه  :20 -7 مسأله
PT و PTهاي  اگر مماس. قطع كند TT بر دايره رسم كنيم، نشان دهيد خط P را از نقطه ′  و خطوط ′

                .اند  در يك نقطه همرسB و Aمماس بر دايره در نقاط 

  
 بناميم، براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم P′ را B و Aنقاط هاي بر دايره در  اگر محل تلاقي مماس

قرار داردبنابراين واضح ) ABخط  (P′ روي قطبي P كه آنجااز . گذرد  ميP′ از نقطه TT′ يعني Pقطبي نقطه 
  .قرار خواهد داشت) TT′خط  (P نيز روي قطبي P′ست كه ا

همرس ) O(ها نسبت به دايره  خط باشند، خطوط قطبي آن  با يكديگر همR و P ، Q اگر سه نقطه  :21 -7قضيه 

                  .خواهند بود و بالعكس

  
 PQRدر اين صورت خط .  يكديگر را قطع كنندTكنيم تا در نقطه   را رسم ميR و Pخطوط قطبي دو نقطه 

.  خواهد گذشتT نيز از Qگذرد بنابراين قطبي نقطه   ميQ از نقطه T كه قطبي نقطه آنجااز . باشد  ميTقطبي نقطه 
  .اند  همرسT در R و P ،Qپس خطوط قطبي نقاط 

  .شود ه خود شما واگذار ميعكس قضيه نيز به سادگي قابل اثبات است كه ب  
 و AD ،BE محيطي باشد، نشان دهيد قطرهاي ABCDEF اگر شش ضلعي :) قضيه بريانشن (21- 7 مسأله

CFاند  در يك نقطه همرس.                  
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 بناميم، براي K3و K1 ،K2 نسبت به دايره محاطي را به ترتيب CF و AD ،BEهاي خطوط  اگر قطب
  .اند خط  همK3و K1 ،K2اثبات حكم كافي است نشان دهيم نقاط 

 روي قطبـي    A و   D كه نقـاط     اآنجاز  . ناميم   مي S و   M  ،N  ،P  ،Q  ،Rمحل تماس اضلاع با دايره را به ترتيب         
 قـرار خواهـد داشـت بـه     MS و PQ يعني خطوط A و D نيز روي خطوط قطبي نقاط K1 قرار دارند، نقطه  K1نقطه  

ــر  ــارت ديگـ K=عبـ ( MS ,PQ ــت   1( ــواهيم داشـ ــب خـ ــين ترتيـ ــه همـ K= و بـ ( MN ,RQ  و 2(
=K ( NP ,SR ، K1شود كـه نقـاط     نتيجه ميMNPQRS و بنابر قضيه پاسكال براي شش ضلعي محاطي         3(

K2 وK3پس حكم ثابت شد. اند خط  با يكديگر هم.  

  هاي خود قطبي مثلث
  . خط قطبي رأس مقابل آن ضلع باشد مثلثنامند اگر هر ضلع مثلث را نسبت به يك دايره خود قطبي مي يك :تعريف
  . اگر مثلثي نسبت به يك دايره خود قطبي باشد، مركز دايره بر مركز ارتفاعي مثلث منطبق است:22 -7قضيه 

و بنابراين مركز دايره روي خط عمود وارد دانيم كه خط قطبي همواره بر خط گذرنده از قطب و مركز دايره عمود است  مي
 مركز دايره، O آنگاهخود قطبي باشد ) O( نسبت به دايره ABCپس اگر مثلث . از قطب بر قطبي واقع است

هاي مثلث هستند قرار داشته باشد و به عبارت  بايد روي خط عمود وارد از رئوس بر اضلاع مقابل آن كه ارتفاع
  .ارتفاعي مثلث واقع استديگر مركز دايره بر مركز 

 Aچرا كه اگر رأس .  از سه رأس مثلث خود قطبي، يكي داخل دايره و دو رأس ديگر خارج دايره قرار دارند-1نكته 
 بيرون دايره باشد و قطبي A در خارج از دايره خواهند بود و اگر A روي قطبي C و Bداخل دايره باشد رئوس 

 نسبت B خواهند بود چرا كه قطبي Q و Pهاي توافقي   مزدوجC و Bوس  قطع كند، رئQ و Pآن، دايره را در 
  .بنابراين يكي داخل و ديگري خارج دايره خواهد بود. گذرد  ميCبه دايره از 

چرا كه نقطه قطب و قطبي آن، هميشه روي خط عمود .  هر مثلث خود قطبي همواره يك زاويه منفرجه دارد-2نكته 
هايي با زاويه منفرجه برقرار  ك طرف مركز دايره قرار دارند و اين خاصيت تنها در مثلثوارد از قطب بر قطبي در ي
.تواند خود قطبي باشد اي نمي الزاويه پس هيچ مثلث حاده. ها خارج از مثلث قرار دارد است كه مركز ارتفاعي آن

                  

  
  

 مركز ارتفاعي مثلث، مثلثي Hاي به مركز  به دايره، نسبت ABC نشان دهيد تبديل يافته قطبي مثلث :22 - 7 مسأله

                  .ABCاست متجانس با مثلث 
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 موازي است و به همين ترتيب قطبي هر رأس با ضلع BC عمود بوده و بنابراين با ضلع AH بر Aقطبي رأس 
  . با آن مجانس استABCپس تبديل يافته قطبي مثلث . مقابل آن رأس موازي است

  

  
  

  . تركيب تبديل قطبي با تبديل تجانس، تبديلي است كه تمام خواص تبديل قطبي را دارد:23 -7 قضيه
 را با A′ تبديل كنيم و دوباره شكل A′ را با استفاده از تبديل قطبي به شكل Aبه عبارت ديگر اگر شكل 

 كه تبديل تجانس تنها شكل را به يك نسبت بزرگ يا كوچك آنجا تبديل كنيم از A′′استفاده از تجانس به شكل 
 برقرار A′كند، بنابراين تمام خواص قطبي كه روي شكل  ها را حفظ مي ها و همرسي خطي  كند و تمام زوايا و هم مي

  . نيز برقرار خواهد بودA′′است روي 
هاي خود قطبي را براي هر  توان با استفاده از تركيب تبديل قطبي و تجانس، خواص مثلث  بنابر قضيه فوق مي:نكته

 را با تبديل قطبي ABCبه اين صورت كه ابتدا مثلث دلخواه . الزاويه نيز تعميم داده و استفاده كرد مثلث حاده
′   به مثلثH اي به مركز نسبت به دايره ′ ′A B Cمثلث 22 -7 مسأله كه طبق آنجااز . كنيم  تبديل مي 

′ ′ ′A B C با مثلث ABCتوان مثلث   مجانس است، بنابراين با يك تبديل تجانس مي′ ′ ′A B C را به مثلث 
ABCل، هر رأس مثلث حال در مجموع اين دو تبدي.  تبديل كردABC به ضلع مقابل آن و بالعكس تبديل 
  .اند و اين تبديل تمام خواص تبديل قطبي را نيز دارد شده

  »قطب و قطبي« 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
اي  هاي قطبي آن نسبت به دو دايره مفروض بر هم عمودند، دايره اي كه خط نشان دهيد مكان هندسي نقطه  )1

                .المركزين دو دايره قطر آن است  خطاست كه
 و E را در AB و AC اضلاع CH و BHاگر .  باشدABC از مثلث ADاي روي ارتفاع   نقطهHفرض كنيد   )2

F قطع كنند ثابت كنيد AD زاويه نيمساز EDFاست .                
 خارج مي PC و PA ، PBايي بر  عمودهPدر نقطه .  مفروض استABC در صفحه مثلث Pنقطه دلخواه   )3

 C′ و A  ، ′B′نشان دهيد نقاط .  قطع كنندC′ و A  ، ′B′كنيم تا اضلاع مقابل را به ترتيب در 
                  .اند خط هم

ها را به   يا امتداد آنAB و BC ، AC اضلاع lخط دلخواه .  مفروض استABC در صفحه مثلث Pنقطه   )4
 خارج C1P و A1P ، B1Pبر خطوط ايي ه عمودPدر نقطه .  قطع كرده استC1 و A1 ، B1ترتيب در 

 و AA2 ، BB2نشان دهيد خطوط .  قطع كنندC2 و A2 ، B2 را به ترتيب در نقاط lكنيم تا خط  مي
CC2اند  در يك نقطه همرس.                       

 را بر PT در نظر گرفته و مماس A را روي خط مماس گذرنده از Pنقطه .  مفروض استC از دايره ABقطر   )5
 را نصف TH پاره خط PB باشد، نشان دهيد AB بر قطر Tارد از  خط عمود وTHاگر . كنيم دايره رسم مي

                  .كند مي
)′دايره   )6 O  روي دايره Tاز نقطه دلخواه . كند  قطع ميB و A گذشته و آن را در نقاط (O) از مركز دايره (

′( O  قطع كنند، P يكديگر را در TO و ABاگر . آوريم  فرود مي(O)  را بر دايرهTD و TCهاي   مماس(
                .اند خط هم P و C ، Dنشان دهيد نقاط 

 رسم C را مطابق شكل بر دايره NB و NCهاي   مماسN و از نقطه MA و MDهاي   مماسMاز نقطه   )7
  تلاقي و محلQ را AD و NBي  و محل تلاقي امتدادهاP را BC و MAمحل تلاقي امتدادهاي . ايم كرده
AB و PQ را Sثابت كنيد نقاط . ناميم  ميS،  M و Nاند  بر يك استقامت.              

 قطع M و D را به ترتيب در ABC و دايره محيطي مثلث BC ضلع ABC از مثلث A داخلي زاويه نيمساز  )8
ثابت كنيد .  قطع كرده استY و Xا در  رMB و شعاع Mاي به مركز   دايرهDخطي گذرنده از نقطه . كند مي

              )1383مرحله دوم المپياد رياضي سال  (.كند  را نصف ميXAY زاويه ADخط 
كنيم تا ضلع   رسم ميAP عمود بر ABC مركز ارتفاعي مثلث Hاز . اند  مفروضP و نقطه دلخواه ABCمثلث   )9

نشان دهيد سه نقطه .  را نيز به همين ترتيب مشخص مي كنيمC′ و B′نقاط . ند قطع كA′ را در Aمقابل 
′A،   ′B و ′Cاند خط  هم.                   

 CD و AB وسط اين وتر دو وتر دلخواه Pاز نقطه .  مفروض استMN وتر C(O,R)ايره در د: قضيه پروانه  )10
PE= : برخورد نمايند، ثابت كنيدF و E در نقاط MN با BC و ADاگر . گذرانيم را مي PF           

 بر آن دايره مماس Q و Pاط  ، در نقBCي به قطر   بر دايرهAهاي مرسوم از رأس   ، مماسABCدر مثلث   )11
ثابت كنيد خطوط . شوند  نيز به طور مشابه تعريف ميcl و blخطوط .  مي ناميمal را در PQخط . اند شده

al ، bl و clاند  همرس.                     

  »قطب و قطبي« 
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   انعكاس5 -7
اي در حل  العاده ترين تبديلات هندسي است كه قدرت فوق  انعكاس يكي از زيباترين و در عين حال قوي:هدف بخش

هايي ويژه  ارتالبته استفاده از انعكاس در حل مسايل هندسه نيازمند مه. بسياري از مسايل پيشرفته هندسه دارد
ها نيز آشنا  شود تا در اين بخش پس از اشاره به اصول و مباني آن، با برخي از اين مهارت است كه سعي مي

  .شويم
=دانيم كه اگر  پيش از اين مي −( ABCD )  آنگاه باشد AB نقطه وسط O و 1

= =OC .OD OA k2.   
  

  
  

 و D را به C نقطه k و عدد Oديل هندسي تعريف كرد كه با معلوم بودن نقطه توان تب بر همين اساس مي
  .كند بالعكس تبديل مي

 به عنوان ثابت انعكاس مفروض باشند، انعكاس تبديلي است از k به عنوان مركز انعكاس و عدد O اگر نقطه :تعريف
 هم خط بوده P′ و O ، Pكند به طوري كه نقاط   تبديل ميP′ را به نقطه Pصفحه بر روي آن كه هر نقطه 

′و  =OP.OP k .  در اين صورت′P را منعكس Pواضح است كه . ناميم  ميP نيز منعكس ′Pاست .  
 نسبت به P′ و P رسم كنيم دو نقطه k و شعاع Oاي به مركز  داي بخش اگر دايره با توجه به بحث ابت– 1نكته 

  . را شعاع انعكاس مي نامندkاين دايره را دايره انعكاس و . آن دايره وارون يكديگرند
قرار  Oباشد در دوطرف نقطه  -k و اگر O در يك طرف نقطه P′ و P باشد k+ اگر نسبت انعكاس – 2نكته 

  .خواهند داشت
چرا كه منعكس هر . اي روي آن همان خط خواهد بود  منعكس هر خط نسبت به نقطه  با توجه به تعريف،– 3نكته 

  .نقطه از خط روي همان خط قرار خواهد گرفت
 باشند نشان k و با ثابت Oخط   نسبت به نقطه غير همQ و P منعكس هاي نقاط ′Q و ′Pگر  ا :23 -7 مسأله

                     :دهيد
  

  .اند دايره  همQ′ و P،  Q ، ′Pنقاط ) الف  

′) ب   ′ =
k .PQP Q

OP.OQ
  

  
′با توجه به فرض داريم ) الف   ′= =OP.OP k OQ.OQ بنابراين چهارضلعي Q'Q'PP محاطي است و 

  .اند  دايره همQ′ و P، ′P ،  Qنقاط 

  »انعكاس« 
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′ كه آنجااز ) ب   ′OPQ ~ OP Q
∆ ∆

  : داريم
′ ′ ′ ′

′ ′= = = ⇒ =
P Q OQ OQ .OQ k k .PQP Q
PQ OP OP.OQ OP.OQ OP.OQ

 

          .گذرد اي است كه از مركز انعكاس مي اي خارج از آن، دايره  منعكس هر خط نسبت به نقطه :24 -7قضيه 

  
 را d بر خط Oپاي عمود وارد از .  را بيابيمk و با ثابت O نسبت به نقطه dخواهيم منعكس خط  فرض كنيد مي

Aناميم و   ميB را نيز نقطه دلخواهي روي dاگر . گيريم  در نظر مي′A و ′Bهاي نقاط   به ترتيب منعكسA و B 
′ باشند از آنجا كه چهارضلعي Oنسبت به نقطه  ′ABB Aشود   محاطي است نتيجه مي

90OB ' A' BAA'=  90 را با زاويه OA′خط   همواره پارهB′ ، نقطه d روي خط Bبنابراين با تغيير  . =
اي به قطر   دايرهdيعني منعكس خط .  حركت خواهد كردOA′اي به قطر  واره روي دايرهم هB′پس . درجه مي بيند

′OAاست .  
  .اي روي آن، يك خط است  منعكس هر دايره نسبت به نقطه:عكس قضيه 

  .شود اثبات اين قضيه با توجه به اثبات قضيه پيش بسيار ساده است كه به خود شما واگذار مي  
  . عمود استPOخط حاصل بر  روي آن منعكس كنيم P را نسبت به نقطه C(O) اگر دايره - 1نكته 
 هر دايره و خط به دو صورت منعكس يكديگرند و دو انتهاي قطري از دايره كه بر خط عمود است مراكز اين -2نكته 

  .ها هستند انعكاس
 منفي باشد در دو طرف آن خواهند k مثبت باشد خط و دايره، هر دو در يك طرف مركز انعكاس و اگر k اگر - 3نكته 

  .بود
كنيم تا   منعكس مي′k با ثابت O را نسبت به مركز lبار منحني  يك. اند  مفروضO و نقطه l منحني  :24-7 مسأله

 ′′lن را كنيم و آ  منعكس مي′′k و با ثابت O را نسبت به مركز l حاصل شود و بار ديگر منحني ′lمنحني 
                . مجانس يكديگرند′′l و ′lهاي  نشان دهيد منحني. ناميم مي

  

  »انعكاس« 



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن

دمـمقاز 
ات ت

 المپ
ا

  يادـ

 سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 173  صفحه                                                                                                                                  بازگشت| مسايل بخش |فهرست مطالب 

در اين صورت .  مي ناميمA′′ و A′هاي آن را به ترتيب  گيريم و منعكس  در نظر ميl را روي Aنقطه دلخواه   
  :داريم

OA .OA k OA k
OA.OA k OA k

′′ ′′= ′′ ′′⎫
⇒ =⎬′ ′ ′ ′= ⎭

 

به نسبت معلوم A′′ و A′ همواره l روي A مقاديري ثابت هستند پس با تغيير نقطه k′′ و k′نجا كه آاز 
′′
′

k
k

′′ به نسبت l′ مجانس l′′بنابراين .  مجانس يكديگر خواهند بود
′

k
k

  .باشد  ميO و مركز 

              . استاي كه از مركز انعكاس نمي گذرد، يك دايره  منعكس دايره :25 -7قضيه 

  
 باشد نشان مي دهيم منعكس C نسبت به دايره O نيز قوت نقطه P مركز و ثابت انعكاس باشند و k و Oاگر 

 . استC′اي مانند   دايرهkو با ثابت  O نسبت به مركز Cدايره 
 و Oها نسبت به مركز  هاي آن كند و منعكس قطع B و A را در نقاط Cگذرانيم تا دايره   ميOخط دلخواهي از 

 خود دايره خواهد شد چرا P و با ثابت O نسبت به مركز Cمنعكس دايره .  مي ناميمB′ و A′ را به ترتيب kبا ثابت 
P=كه  OA.OB و هر دو نقطه مانند A و B حال اگر بار ديگر دايره . شوند س به يكديگر تبديل مياانعك با اينC  

 به Cاي خواهد بود مجانس با دايره  ش شكل حاصل دايرهي پمسأله منعكس كنيم طبق k و با ثابت Oرا نسبت به مركز 

kنسبت 
P

.   

 A و مجانس B منعكس B′ است و به همين ترتيب B و مجانس Aس منعك A′ توجه داشته باشيد كه - 1نكته 
پس سعي كنيد تفاوت دو نقطه منعكس و مجانس در دو دايره را در ذهن خود روشن كنيد تا دو نقطه . است

  .مجانس و منعكس را اشتباه در نظر نگيريد
هاي مشترك  ورد مماسخمحل بر( و مراكز تجانس دو دايره  هر دو دايره به دو صورت منعكس يكديگرند-2نكته 

  .ها هستند مراكز اين انعكاس) داخلي و خارجي
ها منعكس يكديگر نخواهند بود، بلكه به نسبت خاصي مجانس   اگر دو دايره منعكس يكديگر باشند مراكز آن-3نكته 

  .يكديگرند
  .به دايره باشد، منعكس دايره خود آن است اگر نسبت انعكاس برابر قوت مركز انعكاس نسبت - 4نكته 

  .كند تبديل انعكاس همواره زوايا را حفظ مي: 26 -7قضيه 
12به عنوان مثال اگر دو خط    d,d را به مركز و نسبت خاصي منعكس كنيم زاويه بين اين دو خط و زاويه بين 

 به  آن،اثبات اين قضيه در حالات مختلف. ابر استها كه ممكن است خط يا دايره بشوند، بر هاي آن منعكس
  .شود پذيرد كه به خود شما واگذار مي سادگي صورت مي
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 A زاويه نيمساز منعكس كنيم و سپس نسبت به AC.AB و نسبت A را به مركز ABC اگر مثلث  :27 -7قضيه 
  . خواهد شد به دايره محيطي مثلث تبديلBC به يكديگر و ضلع C و Bقرينه سازيم، نقاط 

  : باشند خواهيم داشتC و Bهاي   به ترتيب منعكسC′ و 'Bاگر   
′ ′ ′ ′= = ⇒ = =AB .AB AC .AC AB .AC AB AC , AC AB  

الساقين بوده و   متساويACB′ وABC′هاي بنابراين مثلث
 به C′ و B′باشد و  ها مي  ارتفاع و ميانه اين مثلث ،A رأس نيمساز

پس با . ساز خواهند بود نسبت به اين نيمC و Bترتيب قرينه هاي 
تقارن نسبت به  و AB.AC و نسبت A به مركز ABCانعكاس مثلث 

 BCمنعكس ضلع . دشون  به يكديگر تبديل ميC و B رئوس A نيمساز
 C و Bهاي   و منعكس(A)نيز دايره خواهد شد كه از مركز انعكاس 

  .ABCهاي محيطي مثلث  خواهد گذشت، يعني همان دايره
 با يك تقارن نسبت AB.AC و نسبت Aتوجه داشته باشيد كه تبديل فوق يعني تركيب يك انعكاس به مركز 

  . مربوطه داردلييل خاصيت منحصربفرد آن كاربرد زيادي در حل مسا تبديل جالبي است كه به دلA زاويه نيمسازبه 
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  )راه حل كامل اين مسايل را در كتاب ببينيد( مسايل
نشان دهيد . ي چهارم مي يابيم تايي را نسبت به نقطه منعكس هر دسته سه. اند چهار نقطه در يك صفحه مفروض  )1

                .اند كه چهار مثلث منعكس حاصل متشابه
         : در صفحه ثابت كنيدD و A ،B ،Cي دلخواه  براي هر چهار نقطه: قضيه بطلميوس  )2

BDACBCADCDAB ⋅≥⋅+⋅     
       : به ترتيب دواير محيطي و محاطي داخلي مثلث باشند، ثابت كنيد(I,r) و (O,R)اگر   )3

= −OI R Rr2 2 2      
)دو دايره ي ثابت   )4 C ) و 1( C  بر (C)ي متغير  دايره. كنند   قطع ميF و E در نقاط ا يكديگر ر2(

)دواير C ) و 1( C ثابت كنيد . كند  قطع ميB و A را در نقاط EF مماس است و خط Dو C در نقاط 2(
               .كنند ي ثابت در صفحه عبور مي  از چهار نقطهBD و AC ، AD ، BCچهار خط 

′ي متغير  گذرد و دايره  ميC(O,R)ي ثابت   از مركز دايرهdخط ثابت   )5 ′C '( O ,R گذرد و   ميO از نقطه (
را با دايره ي C′ و Cي  مكان هندسي محل تماس مماس مشترك دو دايره.  قرار داردdمركزش روي خط 

                   .متغير بيابيد
6(  Dاي دلخواه روي قاعده   نقطهBCالساقين   از مثلث متساويABCاي كه بر دواير  ثابت كنيد مركز دايره.  است

               . قرار داردAD مماس داخل است، روي ABD و ABC،  ADCهاي  محيطي مثلث
 C بر يكديگر مماس خارج و بر دايره Kي   در نقطهC2 و C1ي  دو دايره.  مفروض استC ي  از دايرهABوتر   )7

 را در Cي  ره ، دايKي   در نقطهC2 و C1اگر مماس مشترك .  نيز مماس هستندABمماس داخل و بر وتر 
. استAPBي   زاويهنيمساز KPثابت كنيد )  قرار دارندAB در يك طرف وتر K و P(  قطع كند ، Pي  نقطه

                   
 قطع D و C را در Cي  گذرانيم تا دايره  ميBقاطعي متغير از . اند  مفروضCي   و دايرهB و Aي ثابت  دو نقطه  )8

ي محيطي مثلث  مكان هندسي مركز دايره. باشند  ميAD و AC با Cي   محل تلاقي ديگر دايرهF و E. كند
AEFرا بيابيد .                   

= داريم ABCدر مثلث   )9 ˆB̂ C2 و خط BD زاويه نيمساز B̂است  .Pگيريم كه بر ضلع  اي مي  را مركز دايره
BCهاي  اير محيطي مثلث مماس است و همچنين بر دوABD و BCDثابت كنيد .  مماس خارج است :

⊥BP AC                   
 و – ABCث  مركز ارتفاعي مثل– H به مركز C و A ، Bهاي نقاط   به ترتيب منعكسC′ و A ، ′B′اگر   )10

′ مثلث ي مركز دايره محاطي داخلH باشند ثابت كنيد kمقدار ثابت  ′ ′A B Cاست .               
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باشد ، ثابت كنيد خطي كه ) يا خارجي(ي محيطي آن مماس داخلي  اي بر دو ضلع يك مثلث و بر دايره اگر دايره  )11
نيز ) ي محاطي خارجي متناظر يا دايره(ي محاطي داخلي  ركز دايرهگذرد، از م از نقاط تماس آن با اضلاع مي

                    .گذرد مي
مثلث ) و دواير محاطي خارجي(ي محاطي داخلي  اي مثلث بر دايره ي نه نقطه نشان دهيد دايره: قضيه فوئر باخ   )12

  .مماس است
 

گذرد و   ميC و Bاي است كه از نقاط   دايرهaΩ.  دايره محاطي آن باشدΩ ، يك مثلث و ABCفرض كنيد   )13
 يكديگر را دوباره bΩ و aΩدواير . شوند  نيز به طور مشابه تعريف ميcΩ و bΩدواير .  عمود استΩبر 
ثابت كنيد شعاع دايره محيطي . آيند  ميبدست B′ و A′كنند و به همين ترتيب نقاط   قطع ميC′در 

′ ′ ′A B Cنصف شعاع  برابر است با Ω.             

  »انعكاس« 
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  ) را در كتاب ببينيدتمريناتراه حل كامل اين ( تمرينات تكميلي
 و BC بر اضلاع Cي  عمودهاي خارج شده از نقطه.  است135 ، برابر ABCD در چهارضلعي D و Bزواياي   )1

DC امتداد اضلاع ، AB و ADه ترتيب در نقاط  را بE و Fهاي  دواير محيطي مثلث.  قطع مي كنندABD و 
AEF يكديگر را در P 90: نشان دهيد. كنند قطع ميAPC       )1381مرحله دوم المپياد رياضي  (=

ب در  را به ترتيAD و BCخط متغيري دو ضلع .  با هم برابرندBC و AD ، دو ضلع ABCDدر چهارضلعي   )2
 Q و P را نيز در نقاط BD و ACاين خط دو قطر  . CE=AFكند به طوري كه داريم   قطع ميFو Eنقاط 

م نشان دهيد كه با تغيير خط مذكور، دايره محيطي  بناميK را BD و ACاگر محل تقاطع دو قطر . كند قطع مي
               )2005 المپياد جهاني رياضي سال (.گذرد ي ثابتي مي  همواره از نقطهKPQمثلث 

 و BC با ضلع A و محل تماس دايره محاطي خارجي نظير رأس AH ، وسط ارتفاع ABCثابت كنيد در مثلث   )3
                .اند  مركز دايره محاطي داخلي مثلث با يكديگر هم خطIنقطه 

 AB و BC،  CAع  به ترتيب بر اضلاF و D ، E  در نقاط ABCفرض كنيد دايره محاطي داخلي مثلث   )4
 DEF بر خط اويلر مثلث ABC مراكز دواير محيطي و محاطي داخلي مثلث I  وOثابت كنيد . مماس باشد
                   .قرار دارند

)دو دايره .  مفروض است (O)ي   از دايرهABوتر   )5 O ) و 1( O خل و بر  مماس دا(O)ي   بر دايره2(
)ي  هاي دو دايره ثابت كنيد كه نسبت شعاع. باشند  مماس ميCي   در نقطهABخط  پاره O ) و 1( O )2 

                . مقداري ثابت استCمستقل از مكان نقطه 
ابت كنيد شعاع دو دايره، كه هر كدام هم ث.  باشدABط خ اي روي پاره  نقطهCفرض كنيد :  چاقوي كفاشيمسأله  )6

گذرد، مماس است، با   ميC كه از AB و هم بر خط عمود بر BCو AB،  ACبر دو دايره از دواير به قطرهاي 
                  .يكديگر برابرند

ــه  )7 ــاطي Eي  نقطـ ــلعي محـ ــي ABCD را در چهارضـ ــر مـ ــوري درنظـ ــيم   طـ ــته باشـ ــه داشـ ــريم كـ : گيـ
90EAD ECD EBC EDC+ = +  محـل   F و   ABCD مركز دايره محيطي چهـار ضـلعي         Oاگر   =

              .اند  خط  همF و O ، E باشد نشان دهيد كه نقاط AB و ACبرخورد اقطار 
MA> كه AB روي امتداد Mي  از نقطه.  مفروض استO و مركز ABاي به قطر  دايره نيم  )8 MB قاطعي ، 

هاي  دواير محيطي مثلث . MC<MD قطع كند به طوري كه D و Cيم دايره را در نقاط رسم مي كنيم تا ن
OAC و OBD يكديگر را در K90: ثابت كنيد. كنند  قطع ميOKM =.               

  اين دايره راAD.  مماس استAB و BC ، AC بر اضلاع F و D ، E ، در نقاط ABCدايره محاطي مثلث   )9
كنيم تا دايره محاطي را به ترتيب در نقاط   وصل ميC و B را به نقاط Mي  نقطه.  قطع مي كندMي  در نقطه

P و Qاگر .  قطع كنند=AM MDثابت كنيد ،  :PF || QE               

  »تمرينات تكميلي« 
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 عمودي Aاز رأس .  مي ناميمC′ و A ، ′B′ را به ترتيب ABC از مثلث AB و BC ، ACاوساط اضلاع   )10
A′بر  Hم تا ضلع مقابل را در يكن  رسم ميA1اگر .  قطع كندB1 و C1 را نيز به همين ترتيب تعريف كنيم 

          . عمود استABCاند و اين خط بر خط اويلر مثلث  خط  همC1 و A1،  B1نشان دهيد سه نقطه 
 داخلي اين مثلث رسم مي شوند ، اضلاع نيمسازطي مثلث بر سه نشان دهيد عمودهايي كه در مركز دايره محا  )11

              .كنند  عمود است قطع ميOIمتناظر را در سه نقطه روي خطي كه بر 
12(   AD ،  BE و CF ارتفاع هاي مثلث ABCاز . باشند  ميH مركز ارتفاعي مثلث ABC خطي موازي ، EF 

ثابت كنيد .  را نيز به طور مشابه تعريف مي كنيمC′ و B′نقاط.  قطع كندA′ را در BCكنيم تا خط  رسم مي
              .قرار دارند عمود است OH بر روي خطي كه بر C′ و A ، ′B′نقاط 

13(  H     مركز ارتفاعي مثلث ABC   و P     ارتفاع  . باشد   نقطه دلخواهي در صفحه ميAH  و خـط AP   دايـره محيطـي 
A.  قطع مي كنند   A2 و   A1 را به ترتيب در      ABCمثلث   A1 اگـر  . كنـد   قطـع مـي  A′ را در نقطه     BC خط   2

′B   و ′C     نيز به طور مشابه تعريف شوند ثابت كنيد نقاط ′A ، ′B و ′C    بر خطـي كـه بـر ′P H  عمـود 
              .باشد  ميABCنسبت به مثلث ) 4-4 مسأله( P ي زاويه نقطه  مزدوج همP′. اند است ، واقع

 بر C و A ، Bپاي عمودهاي وارد از .  قطع كرده استC′ و A ، ′B′ را در ABC اضلاع مثلث lخط   )14
′A H ، ′B H و ′C H را به ترتيب ′′A ، ′′B و ′′Cد نشان دهي. ناميم  مي′′AA ، ′′BB و ′′CC 

                .اند شود همرس  رسم ميl بر Hروي خط عمودي كه از 
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  منابع
ي ارشـك حميـدي، تهـران، انتـشارات مبتكـران،       ترجمه» ي مسطحه هايي در هندسه  مسأله« شاريگين،  . ف. اي   ]1[

  .1379چاپ دوم 
  .1379ي محمود دياني، تهران، انتشارات فاطمي، چاپ دوم  ترجمه» ي مسطحه هندسه« ناتان آلتشيلر كورت،   ]2[
  »هندسه« وليدشتي، جاويد،   ]3[
كارشـناس و عميـد رسـوليان، مركـز نـشر           . . . ي اسـدا    جلـد اول، ترجمـه    » هاي هندسـي    تبديل«  ياگلم،   .ام. اي  ]4[

  .1369دانشگاهي، چاپ اول 
  .1369ي محمد باقري، مركز نشر دانشگاهي، چاپ اول  جلد دوم، ترجمه» هاي هندسي تبديل« ياگلم، . ام. اي  ]5[
  .1382، جلد اول، تهران، انتشارات مبتكران، چاپ اول »ت هندسيتبديلا: المپياد رياضي « پذير، بهمن،  اصلاح  ]6[
  .1382، جلد دوم، تهران، انتشارات مبتكران، چاپ اول »تبديلات هندسي: المپياد رياضي « پذير، بهمن،  اصلاح  ]7[
ن، انتـشارات   ، جلد اول، تهـرا    » هندسه در المپيادهاي رياضي ايران و جهان      « احمدلو، مهران؛ ارزاقي، محمدعلي،       ]8[

  .1383خوشخوان، چاپ اول 
  .1382، جلد اول، تهران، انتشارات مدرسه، چاپ سوم » دايره المعارف هندسه« رستمي، محمدهاشم،   ]9[
  .1382، جلد دوم، تهران، انتشارات مدرسه، چاپ دوم » دايره المعارف هندسه« رستمي، محمدهاشم،   ]10[
؛ تهران، انتشارات علمي دانشگاه صنعتي شـريف، چـاپ دوم            » ياد رياضي در ايران   المپ« ،  . . . محموديان، عباد ا      ]11[

1376.  
، جلـد دوم، تهـران،      » المپياد رياضي در ايـران    « ، ملاحي كاراي، كيوان؛ اخباريفر، مهران،       . . . محموديان، عباد ا      ]12[

  .1379انتشارات علمي دانشگاه صنعتي شريف، چاپ اول 
، »1995-2001مسايل پيشنهادي براي المپيادهاي بين المللـي رياضـي          « و، امير؛ خزايي، بهزاد،     جرلآ: مترجمين    ]13[

  .1383پژوهان جوان، چاپ اول  تهران، انتشارات دانش
پژوهـان   ، تهران، انتشارات دانـش » 1995المپيادهاي رياضي كشورهاي مختلف    « مترجم، محمد آبادي، مرتضي،       ]14[

  .1383جوان، چاپ اول 
ي بيـاتي، محـسن؛ سلماسـيان،         ، ترجمه » 1996المپياد رياضي در نقاط مختلف دنيا       « آندرسكو، كي، كولايا،    . تي  ]15[

  .1378محسن، اصفهان، انتشارات فروغ ولايت، چاپ اول 
 ، تهران، انتشارات    »1998 –المپيادهاي رياضي گوشه و كنار جهان       « بهزادي، مهدي؛ زائري، محمد،     : مترجمين    ]16[

  .1380سلطان، چاپ اول 
  .، ترجمه عبدالحسين مصحفي، انتشارات فاطمي» المپيادهاي رياضي بلژيك« انجمن استادان رياضي بلژيك،   ]17[
ترجمه عادل ارشقي، مؤسسه خـدمات فرهنگـي رسـا،          » برگزيده مسايل هندسه  « گروهي از رياضيدانان شوروي،       ]18[

  .1370چاپ اول 
، ترجمـه عبدالحـسين مـصحفي،       » بـازآموزي و بـاز شـناخت هندسـه        « گرتيرز،  . ل. كوكس تير، س  . م. س . ه  ]19[

  .1369انتشارات مدسه، چاپ پنجم 
  .دوره نشريه المپياد رياضي كوشيار  ]20[
  دوره نشريه دانش پژوه، باشگاه دانش پژوهان جوان  ]21[
  .1381، انتشارات خوشخوان، » دسه سال دومهن« حاجي زاده، نادر؛ كرد حسين؛ بازوي، حسين،   ]22[
  .1383، انتشارات خوشخوان » 2هندسه « حاجي زاده ، نادر؛ بازوي ، صادق،   ]23[



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 هحطسمه ـدسـهن
دمـمقاز 

ات ت
 المپ

ا
  يادـ

 »منابع«                                                                                             سه مسطحه، از مقدمات تا المپيادهند

 180  صفحه                                                                                                                                   بازگشت| مسايل بخش |فهرست مطالب 

  .1383انتشارات فاطمي » 1هندسه  « اخباريفر، مهران؛ حميدي، ارشك؛ محسني پور، شهرام،  ]24[
  . نظام جديد آموزشي، وزارت آموزش و پرورش1هندسه   ]25[
  . نظام جديد آموزشي، وزارت آموزش و پرورش2دسه هن  ]26[
ترجمـه پرويـز شـهرياري،      » هاي المپيادهاي رياضي در كشورهاي مختلف       مسأله« جمعي از رياضيدانان شوروي،       ]27[

  .انتشارات فردوس
مي اطترجمه پرويز شهرياري و ابراهيم عـادل، انتـشارات ف ـ         » جبر برداري « رژني چنكو،   . گوسيا تنيكوف؛ س  . پ  ]28[

1369.  
  .انتشارات فاطمي» يف  اردوش تا كياز« راس هانسبرگر؛   ]29[
  .انتشارات مبتكران» هاي حل مسأله استراتژي« آرتور انگل؛   ]30[


	Geometry Book
	Contents
	Introduction
	To readers
	Chapter 1
	Section 1-1
	Problems of 1-1

	Section 2-1
	Problems of 1-2

	Complementary Problems

	Chapter 2
	Section 1-2
	Problems of 1-2

	Section 2-2
	Problems of 2-2

	Section 3-2
	Problems of 3-2

	Section 4-2
	Problems of 4-2

	Complementary Problems

	Chapter 3
	Section 1-3
	Problems of 1-3

	Section 2-3
	Problems of 2-3

	Section 3-3
	Problems of 3-3

	Section 4-3
	Problems of 4-3

	Complementary Problems

	Chapter 4
	Section 1-4
	Problems of 1-4

	Section 2-4
	Problems of 2-4

	Section 3-4
	Problems of 3-4

	Section 4-4
	Problems of 4-4

	Complementary Problems

	Chapter 5
	Section 1-5
	Problems of 1-5

	Section 2-5
	Problems of 2-5

	Section 3-5
	Problems of 3-5

	Complementary Problems

	Chapter 6
	Section 1-6
	Problems of 1-6

	Section 2-6
	Problems of 2-6

	Complementary Problems

	Chapter 7
	Section 1-7
	Problems of 1-7

	Section 2-7
	Problems of 2-7

	Section 3-7
	Problems of 3-7

	Section 4-7
	Problems of 4-7

	Section 5-7
	Problems of 5-7

	Complementary Problems

	References


	Text2: 
	Text1: 
	Text3: 
	Text4: 
	Text5: 
	Text6: 
	Text7: 


