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  مقدمه
 دیگـر   ی   جنبـه  ود. قـرار گرفـت   مـورد بررسـی     برآوردیابی پارامترهای مجهـول     ) 1(آماری  در استنباط   

  .باشد  می)2(آماریبحث استنباط موضوع آماری های فرضو آزمون فواصل اطمینان آماری یعنی استنباط 
یکنواخـت  ون  آزم ـو پرتـوانترین     (MP)و پرتـوانترین آزمـون      اطمینـان   ای از فواصـل       خلاصـه درابتدا  

(UMP)   ریـب   اناآزمـون یکنواخـت     پس پرتـوانترین    س ـو  کنیم    را مرور می(UMPU)    و پرتـوانترین 
فواصـل اطمینـان    بررسی کرده و ارتباط آنها با انواع        مشروح  را به طور     (UMPI)پایا  آزمون یکنواخت   

  .دهیم را مورد بررسی قرار می
  

   1اطمینانفواصل : 1بخش 
1,....,فرض کنید    :1-1تعریف   nX X    از خانواده توزیعهای    تصادفی   یک نمونه{ }:f θ θ ∈Θ باشند . 

)فـرض کنیـد     همچنین   ) ( ,..., )1 nL X L X X=  و( ) ( ,..., )1 nU X U X X=     ـ  ه دو آمـاره باشـند ب
)ای که  گونه ) ( )L X U X≤ و   

( )( ) ( ) 1P L X U Xθ θ α< < = −  
)تصادفی  فاصله  در این صورت     )( ), ( )L X U X    1در سـطح    خانواده از فواصل اطمینـان       را یک α− 

        .)شود تعریف مییک طرفه نیز به طور مشابه اطمینان فواصل (.  گویندθبرای 
  

)محور  یک تابع   ابتدا  اطمینان،  معمولاً برای تعیین فواصل      ; )Q Q X θ=     که تابعی از نمونه تـصادفی و 
b,کننـد و سـپس اعـداد          رد را تعیین مـی     بستگی ندا  θ و توزیع آن به      ت اس θمجهول   پارامتر a ـ  ه را ب
   کهکنند ای پیدا می گونه
      )1 (                   ( ) 1p a Q b α< < = −  

  رسیم زیر می به رابطه θ درون پرانتز نسبت به ی حال با حل نامعادله
      )2 (              ( )( ) ( ) 1P L X U Xθ α< < = −  

                                                 
  کتاب لهمن5-7قسمتی از بخش  ١
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)بنابراین   )( ), ( )L X U X    1سطح  اطمینان  از فواصل    یک خانواده α−   برای θ برای تعیین   .  استa 
  :وجود دارد که عبارتندازمختلفی  روشهای bو

چنـان  ) 1 (ی در رابطه  b وa مقادیر Qمحور  اگر برای هر تابع :دمهای برابر  فاصله اطمینان با-الف
    د کهنشوانتخاب 

( ) ( ) 1P Q a P Q bθ θ α≤ = ≥ = −  
1در سطح را فاصله اطمینان ) 2(فاصله به دست آمده در آنگاه  α−گویند  1 با دمهای برابر.  
چنـان  ) 1( در رابطـه   b وa  مقـادیر Qر برای هـر تـابع محـور     اگ: اطمینانی فاصله کوتاهترین -ب

Lعنی  ی) 2 (ی  انتخاب شوند که طول فاصله     u l= ) 2(یمم شود آنگاه فاصله به دسـت آمـده در    ن  می −
1در سطح   2فاصله اطمینان را کوتاهترین b,aاین براساس  α− برای θگویند .  

چنـان انتخـاب   ) 1( در رابطـه   b وa  مقـادیر Q اگر برای هر تابع محور :بیار فاصله اطمینان نا-ج
  شوند که 

( , ) ( )
1
1H P L Uθ

α θ θ
θ θ θ

α θ θ
′≥ − =′ ′= < < =  ′≤ − ≠

 

1در سطح     3یبرا فاصله اطمینان ناار   ) 2(مده در   فاصله به دست آ    آنگاه α−   برای θ در تمامی  .  گویند
)حالات  , )H θ θ′ بستگی به تابعی از θ و θ′را با  دارد که آن λبنابراین . دهیم  نمایش می  

( , ) ( )
1
1H H

α θ θ
θ θ λ

α θ θ
′≥ − ≠′ = =  ′≤ − =

 

   دارای یک توزیع احتمال پیوسته باشد آنگاهQو اگر 

( )
1
1H

α θ θ
λ

α θ θ
′= − =

=  ′< − ≠
  

)یعنی  )H λ که  خود را وقتی ماکسیممθ θ′   .گیرد باشد می =
  .فرض مراجعه شودطه فاصله اطمینان و آزمون برا به مبحث :4 فاصله اطمینان پایا)د

                                                 
١ Equal Tail  
٢ Shortest  Confidence Interval 
٣ Unbiased Confidence Interval   
٤ Invariant Confidence Interval 
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,فرض کنید    :1-1مثال   ,....,1 2 nX X X     از توزیع    یک نمونه تصادفی( , )2N θ σ      باشند که در آن σ 
  . به دست آوریدθرا برای و نااریب  کوتاه ،برابر بادمهای فاصله اطمینان. مقداری معلوم است

~                                        : حل ( , )1XQ N
n

θ
σ
−

=  

   )3   (      ( ) ( )1 X S SP a b P X b X a
n n

n
θ θ

θα θσ
−− = < < = − < < −  

 مدهی برای این حالت قرار می:دمهای برابرفاصله اطمینان با  -الف
2

b a zα= − =   ، در نتیجه+

2
x z

nα
σθ ∈ ±  

                         :کوتاهترین فاصله -ب

( )L b a
n
σ

⇒ = −) 3(  

( )
( ) ( )

min
( )

. . ( )
1

1

b

ab

a

L b a
n b a t dt

ns t t dt

σ
σ λ φ α

φ α

= − ⇒ = − − − −
= − 

∫
∫

L  

( )
( )

( )
( )

a
a n a b a b

b
b n

σ λφ
φ φ

σ λφ

∂ = − + = ∂ ⇒ = ⇒ = ±∂ = − =
∂ 

L

L
 

( )
2

1b

a
t dt b a zαφ α

λ
∂

= ⇒ = − ⇒ = − =
∂ ∫
L  

  .هدد می را به دست )الف(فاصله که همان 
   :نااریباطمینان فاصله  -ج

( ) ( )
/ /

3 XH P X b X a P a b
n n n nθ θ
σ σ θ θ θλ θ

σ σ
′ − − ′⇒ = − < < − = < + <  

   
  

با قرار دادن 
/ n

θ θλ
σ
′ −

   داریم=
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 ( )( ) ( )
b

a
H P a Z b t dt

λ

λ
λ λ λ φ

+

+
= + < < + = ∫  

( )

( ) ( )

( )

( ) 2

1 1b

a
H t dt

b a z
H a b

α
λ

α φ α

λ φ φλ =

 = −  = − ⇒ ⇒ = − = ∂
=  =∂

∫  

               .دهد را به دست می) الف(که همان فاصله اطمینان 
  

 فاصـله بـا     3این   است، متقارن   θبه  رای توزیعی باشد که نسبت      دا Q در مواردی که تابع محور       :توجه
  .شوند مساوی مییکدیگر 

  
,فرض کنید    :2-1مثال   ,....,1 2 nX X X      ـ یک نمونه تصادفی از توزیـع لا  بـا تـابع چگـالی زیـر     لاس پ
  .باشند

( ) ,1
2

x

f x e x Rθ
θ θ

θ
−

= ∈ >  

  . به دست آوریدθیب را برای رابادمهای برابر، کوتاه و ناهای  ناطمینافاصله 

)                  :حل )~ 2
2

1

2 n

i n
i

Q x χ
θ =

= ∑  

)4(  ( )
2 221 i i

i
x x

P a x b P
b aθ θα θ

θ
 ∑ ∑

− = < ∑ < = < < 
 

  

   برای این حالت قرار هیم: فاصله اطمینان با دمهای برابر-الف

( ), ( )2 2
1 2 2

2 2a n b nα αχ χ
−

= =  

  در نتیجه

,
( ) ( )2 2

12 2

2 2
2 2
i ix x
n nα α

θ
χ χ

−

 ∑ ∑ ∈  
 
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  : کوتاهترین فاصله-ب

min

. . ( )2

1 12

1

i

b
na

L x
a b

s t h t dt α

  = ∑ −   
 = − ∫

  

{ }( ) ( )2
1 12 1b

i na
x h t dt

a b
λ α = − − − − 

 
∑ ∫L  

( ) ( ) ( )

( )( )

2 222 2 2

2
22

2

2 1

i
n n n

b
i nan

x
h a a h a b h ba a

x h t dth b
b b

λ

αλ

− ∑∂
= + =  =∂  ⇒ 

∑∂ = − = − = ∂ 
∫

L

L
 

,بنابراین فاصله اطمینان کوتاه به فرم       
2 2i ix x
b a

θ
 ∑ ∑

∈ 
 

 از دسـتگاه  b وa  است کـه مقـادیر  

  .آیندمعادلات بالا با روشهای عددی بدست می
  :فاصله اطمینان نااریب -ج

     ( )( )
2 2 21 i i

i
x x

H P P a x b
b aθ θ

θλ θ
θ θ

 ∑ ∑  ′⇒ = < < = < ∑ <   ′  
  

θλبا قرار دادن 
θ
′

  : داریم=

( ) ( )( ) ( )2
22

b
nn a

H P a b h t dt
λ

θ λ
λ λ χ λ= < < = ∫  

( )
( )

( )

( ) ( )
2

2 2

1 1
1

1

b
na

n n

H
h t dt

H
ah a bh b

α
α

λ
λλ

= −  = − ⇒∂ =  ==∂

∫  

,رم  بنابراین فاصله اطمینان کوتاه به ف     
2 2i ix x
b a

θ
 ∑ ∑

∈ 
 

 از دسـتگاه  b وa  است کـه مقـادیر  

  .        آیندمعادلات بالا با روشهای عددی بدست می
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,فرض کنید    :3-1مثال   ,....,1 2 nX X X     یک نمونه تصادفی از( ),U θ های بـا    اطمینان فاصله   . باشند 
  . به دست آوریدθرا برای  نااریب کوتاه و ،برابرمهای د

)         :حل ) ( )~ ,1nX
Q Be n

θ
=  

)5(  ( ) ( ) ( )1 n n nX X X
P a b P

b aθ θα θ
θ

   
− = < < = < <      

   
  

  :دمهای برابرفاصله اطمینان با  -الف
  دهیم  برای این حالت قرار می

,1 2 2
n nb aα α

= − =  

  پس

                ( ) ( ),
1 2 2

n n

n n

X X
θ

α α

 
 ∈  − 

   

     :کوتاهترین فاصله -ب

    
( )min

. . ( )1

1 1

1 1 6

n

b n n n
a

L X
a b

s t ny dy b aα α−

  = −   
 = − ⇒ − = − ∫

  

( ) ( )
( )

1 16 7
1 11 1

n n n n n

n n n nn

b b a b a

ba b b a

α α α

αα α α α

 ≥ − = − ⇒ ≥ − ≤ ≤ ⇒ ⇒ 
− ≤ ≤= − − = − + ≤ ⇒ ≤  

  

 

( )

( )

( )( )

2 2 1

1 216 1 1
1

1 1

1 2

1 1
1n n

n nn
n n

n

n n

n n

L aX
b ba b L bX

b a ba a bnb na
b b a

a bX
a b

−

+−
− −

−

+ −

+

∂ − ∂ = +    ∂ ∂ ∂  ⇒ = − +   ∂∂ ∂  ⇒ − = ⇒ = ∂ ∂ 
 −

= <  
 
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مقـدار خـود     حـداکثر    bشـدن آن بایـستی      نـیمم      است و بـرای مـی      b یک تابع نزولی نسبت به       Lپس  
1bیعنی   را بگیرد پس=

( )
( )( )

,
6

1 nn
n n

x
b a xα θ

α

 
= ⇒ = ⇒ ∈  

 
 

  :یبارنااطمینان  فاصله -ج

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) .

( )

5 n n nX X X
H P P a b

b a

P a Q b

θ θ

θ

θλ θ
θ θ

θλ λ λ
θ

   
′⇒ = < < = < <      ′   

′
= < < =

  

1bλاگر بنابراین    باشد آنگاه≥

)8 (  ( ) ( ) ( )
( )61 1b n n n n n

a
H ny dy b a

λ

λ
λ λ λ α−= = − = −∫  

1bای انتخاب کنیم که       گونهه  مورد نظر را ب   فاصله  حال اگر    1λآنگاه برای یک    ،  >  خواهیم داشـت    <
1bλکه     و در نتیجه≥

( ) ( )1 1nH λ λ α α= − > −  
)که با    ) 1H λ α≤ 1b پس بایـستی     . متناقض است  − )ه  ط ـاز راب  باشـد و بنـابراین       =  کـه  داریـم    6(
na α= 1 وb    و با این مقادیر داریم =

  ( )

( ) ( )

( )
1 1

1 1 1 1
1 18 1 1 1

1 1
n

n n

n n
n n

n n

H ny dy
λ α

λ α λ λ α λ

λ λ αλ λ
α α

λ λ
α α

−

 
 − ≤ − ≤
 
 ⇒ = < < = − < < 
 
 

≤ ≤ 
 

∫  

1λخود را در     ماکسیممکه این تابع     1برابر   ماکسیممگیرد و مقدار       می = α−         است که ایـن بـا شـرط 

)سازگار است پس فاصله     نااریبی   )
( ) ,

n
n n

X
X

α
 
 
 

1نااریـب در سـطح       فاصله اطمینان     α−    بـرای θ 

       .است
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   2بیزی یا نواحی اعتبارفاصله اطمینان  2:1بخش 
,فرض کنید    ,...1 2 nX X X     از توزیع    یک نمونه تصادفی( ){ }| :f x θ θ ∈Θ آمارکلاسیک  در . باشند

)تصادفی  فاصله   )( ), ( )L X U X    را که ( )( ) ( ) 1P L X U Xθ θ α< < = یـم  دآور   به دست می   ،  −
1سطح  اطمینان  خانواده از فواصل     به آن یک     و α−   برای θ مورد اگر نمونه تصادفی  برای مثال   .  گویند

) از توزیع    مانظر   ),1N θ        باشند آنگاه با داشتن تابع محور ( )~ ,11
XQ N

n

θ−
خانواده فواصـل    =

,اطمینان  
2 2

1 1X z X z
n nα αθ  ∈ − + 

 
است معنای این فاصله تصادفی این      . آید  می به دست    

1 را با احتمال     θپارامتر  که این فاصله     α−  های بی شـماری      بالا دارای یافته  فاصله تصادفی   .  در بردارد
 تعبیر کنـیم    نسبی فراوانیاحتمال را به طریق     اگر  . استیک فاصله عددی    هر کدام بصورت    باشد که     می
1/ و 0 90α− مـثلاً اگـر    .  را در بردارنـد    θاز این گونـه فواصـل       گفت که نود درصد     توان    میباشد   =

25n برای نمونه    Xیافته   5xتایی برابر    = مذکور فاصله عددی    فاصله اطمینان    یشود آنگاه یافته   =
( / , / )4 608 5 فاصله این از اینرو در بردارند،   را   θچون نود درصد از این گونه فواصل        . شود  می 392

فاصـله  کنیم کـه ایـن      ولی نباید تصور    . نامند   درصدی می  90اطمینان   فاصله   اصطلاحاً یک عددی را هم    
) را در بر دارد زیرا       θارامتر   پ 90/0عددی با احتمال     )/ /4 608 5 392P θ< ر یـا یـک     صـف  برابـر    >

  .است
)با توزیع پیشین    عنوان یک متغیر تصادفی     ه را ب  θ بیزیدر آمار    )π θ    حالـت  در این   . گیرند  می در نظر

θ ایـن فاصـله را فاصـله    با احتمال غیر از صفر و یک نیز قرار گیرد کـه   فاصله عددی   تواند در یک       می
1ای که با احتمال       یر این فاصله عددی بعنوان فاصله     عبو ت گویند  بیزی  اطمینان   α−   پارامتر θ     را در بـر 
  .لاً معنی دارددارد کام

                                                 
 من کتاب له5-9بخش  ١

٢ Bayesian Confidence Set or Credible Regions  
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,فرض کنید   : 1-2تعریف ,....1 2 nX X X     از توزیع    یک نمونه تصادفی( ){ }| :f x θ θ ∈Θ   باشـند 
) دارای توزیع پیشین     θکه   )π θ   ن   و چگالی پسی( | )xπ θ مینان بیزی یا ناحیـه     فاصله اط یک  . دباش

1اعتبار در سطح  α− برای پارامتر ( )γ θ عبارت است از فاصله ( ( ), ( ))L x U xکه طوریه ب  

( )( ) ( ) ( ) 1P L x U x X xγ θ α< < = = −  
  

 فـرض کنیـد   . دعمـل کـر   تـوان ماننـد حالـت کلاسـیک           مـی بیـزی   برای یـافتن یـک فاصـله اطمینـان          
( )( ),Q Q X γ θ=          تابعی باشد که توزیع شرطی آن به شرط X       نداشـته   به پارامتر مجهول بـستگی

)از رابطــــه در ایــــن صــــورت . باشــــد )| 1P a Q b X x α< < = = تــــوان رابطــــه  مــــی −
( )( ) ( ) | 1P L x U x X xθ α< < = =   .دهد مید نظر را به دست مور فاصله  که را نتیجه گرفت−

  
ــال  ــد   :1-2مث ــرض کنی , ف ,...,1 2 nX X X  ــصادفی ــه ت ــک نمون ــع  ی )از توزی ),1N θ ــند و  باش

( )~ , 2Nθ µ τ.    1در سطح   بیزی  اطمینان   یک فاصله α−   برای θ 2,اگـر  . ا کنید  پید 1τ µ=  و =
25nبرای یک نمونه  25x تایی =   . پیدا کنیدθرا برای  درصدی بیزی 90اطمینان فاصله .  باشد=

)              دانیم که  می:حل )| ~ ( ), ( ) ,
2 2

2 2
2 21 1
n xx N x x

n n
µ τ τθ µ σ µ σ
τ τ
+

= =
+ +

        

)بنابراین                                                                            )( ) ~ ,1xQ x Nθ µ
σ

−
=   

 و در نتیجه
( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 xP z z x P x z x z xα α α α

θ µα µ σ θ µ σ
σ

−   − = − < < = − < < +     
 

)بنابراین  )
2

x z αµ σ± اطمینان  یک فاصله( )100 1 α−% بیزی برای θاست   

( )

, , , ( ) ,

/ /, / , /

2 125 11 25 5 26 26
125 1 96 125 1 96 4 423 5 19226 2626 26

n x xµ τ µ σ

θ

= = = = ⇒ = =

 ⇒ ∈ − + = 
 

 

)بنابراین  )/ / /4 423 5 192 0 90P xθ< <         .باشد می =
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,ض کنید رف :2-2مثال  ,...,1 2 nX X X  از توزیع نمایی با تابع چگالی زیر باشد یک نمونه تصادفی  

( ) ,xf x c xθ
θ θ θ−= > >  

)اگر  )~ ,θ α βΓ، 1در سطح بیزی اطمینان یک فاصله  آنگاه α− برای θپیدا کنید.  

~                                      دانیم که می :حل , 1
1x n

nx
θ α

β

 
 

Γ + 
 + 
 

  

,دهیم   قرار می ( ) 1
1A n B x

nx
α

β

= + =
+

   در این صورت ،

( ) ( )~ , ( ) ~
( )

2
2

2
Ax A B x x

B x
θθ χΓ ⇒  

  و در نتیجه  

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

2 2
1 22

2 2
1 2 2

21 2 2

2 22 2
L x U x

P A A x
B x

B x B xP A A x

α α

α α

θα χ χ

χ θ χ

−

−

 
− = < <  

 
 
 

= < < 
  
 

  

  
, فــرض کنیــد  :3-2 مثــال ,...,1 2 nX X X   از توزیــع  یــک نمونــه تــصادفی( )P θ باشــند و 

( )~ ,θ α βΓ.  ــان ــله اطمینـ ــزی  یـــک فاصـ ــطح بیـ 1در سـ α− ــرای ــدθ بـ ــدا کنیـ ــر .  پیـ اگـ
1α β= =،10n ∑6ix و =   . پیدا کنیدθ درصدی بیزی را برای 90اطمینان  فاصله ،=

~                داریم که :حل , 1
1x nx

n
θ α

β

 
 

Γ + 
 + 
 

  

)اگر قراردهیم  ) , 1
1A x nx B

n
α

β

= + =
+

) آنگاه  ( ))~ ( ( ), ) ~ 2
2

2
A xx A x B x

B
θθ χΓ ⇒  
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 بنابراین

( ) ( )
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

( ) ( )

2 2
1 2 2

2 2
1 12 2

21 2 2

2 22 2
L x U x

P A x A x x
B

B BP A x A x x

α α

α α

θα χ χ

χ θ χ

−

− −

 − = < < 
 
 
 

= < < 
  
 

 

, , ( ) ,

( / ) , ( / ) ( / , / )

11 10 6 6 1 7 11
1 16 571 23 685 0 299 1 07722 22

in x A x Bα β

θ

= = = = ⇒ = + = =

 ∈ = 
 

∑
  

 

برای . باشدکمترین طول   کنیم که دارای    ای را انتخاب      خواهیم فاصله   بیزی می فاصله اطمینان   در انتخاب   
  .کنیم میر از قضیه زیر استفاده این منظو

)فرض کنید فاصله     :1-2 قضیه )( ), ( )L x U x    بیـزی بـرای     اطمینان   یک فاصلهθ     1 در سـطح α− 
)مانند  طول خواهد بود هرگاه عددی      دارای کمترین   این فاصله   . باشد )k α     بطـوری  وجود داشته باشد 
  که 

( ) ( ) ( | ) ( )L x U x x kθ π θ α< < ⇔ > 

را نــــسبت بــــه محــــدودیت    U-Lیعنــــی خــــواهیم طــــول فاصــــله     مــــی:اثبــــات

( )( ) ( ) 1P L x U x xθ α< < = ) و یا    − ) 1U

L
x dπ θ θ α= کـار از   برای ایـن    . کنیمنیمم     می ∫−

  .کنیم  استفاده میژروش لاگران

~
( ) ( )1U

L
U L x dλ θ θ α = − − Π − − 

 ∫L 
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( )
( | ) ( )

( )
( )

1 0

1 0
1U

L

U x
U

L x U x
L x

L x d

L

λ π
π π

λ π
π θ θ α

∂ = − = ∂   =
∂  = − + = ⇒ ∂ = − ∂ = ∂ 

∫

L

L

L

  

)که  معادل این است  یا شکل بالافوقروابط  ) ( )x kπ θ α>باشد .                                     

                                                                                                                   

) 1 رفیع چگالی پسین فاصله اعتبار    :2-2تعریف )HPD ( )1001 α− %   بـرایθ      زیـر مجموعـه C  از 
}به فرم    Θفضای پارامتری    }( ) ( )C x kθ π θ α= ∈Θ ) است که در آن      < )k α     مقـداری اسـت 

)که  ) 1P C x α=      . باشد−

1سطح  HPDفاصله اطمینان  1-2در مثال  :4-2مثال  α− را برای θپیدا کنید .  

)                                                                    :حل )~ ( ), 2x N xθ µ σ  

( ( )) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 2

2
2

1
2

x xx k e k k
θ µ

σ θ µπ θ α α α
σπσ

− − −  ′> ⇔ ≥ ⇔ ≥ 
 

 

     ( ) ( )x cθ µ α
σ

−
⇔ <   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1xP c x c z x zα α
θ µ α α α θ µ σ

σ
 −

< = − ⇒ = ⇒ ∈ ± 
 

 

)همان فاصله اطمینان بیزی     که   )1001 α−%   برای θ    نسبت به   چگالی پسین    است زیرا( )xµ   متقـارن 
        .است

                                                 
١ Highest Posterior Density 
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)اطمینان  فاصله   3-2در مثال    :5-2مثال   )1001 α−% HPD    را برای θ      آن را بـا     وآوریـد    بـه دسـت
  .کنید مقایسه θبرای بیزی   درصدی90اطمینان فاصله 

)                                                                      :حل )~ ( ),x A x Bθ Γ  

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1

1

A x B
A x

U

L

x k e k
B A x

L x U x

x d

θ

π θ α θ α

π π

π θ θ α

−
> ⇔ >

Γ

 =
⇒ 

= −∫

 

  

ــتگاه حــل  ــن دس ــادلات ای ــمع ــیله هب ــای روشوس ــددی ه ــیع ــرد انجــام م ــال. گی ــرای مث ــا  3-2ب  ب
1α β= =،10n =، 6ix∑ 1/و= 0 90α− ) مقدار   = ) /0 44k α مورد  خواهد بود و فاصله      =

)نظر برابر    / , / )0 253 1 مـورد  بیـزی  فاصله اطمینـان  که  است در حالی   752/0 است که دارای طول      005
 هر دو فاصـله     است و طول بیشتری   است که دارای     778/0که دارای طول    است  ) 299/0 و   077/1(نظر  

              . را در بردارندθ پارامتر 90/0احتمال با 



 ١٥

ی آماریهاآزمون فرض  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
   



16                                                                                                  ی آماریهاآزمون فرض: فصل دوم

  مقدمه: 1بخش
ای   شـده گیری در مورد پذیرش یا رد فرض از پیش تعیین             با تصمیم ی آماری،   اه  فرضدر مبحث آزمون    

)گیری ما براساس یک نمونه        تصمیم. روبرو هستیم  , ,..., )1 2 nX X X X=
�

 مشاهده شـده از جمعیـت    
Xشـود     فرض مـی  باشد که     می

�
}خـانواده توزیعهـای      دارای تـوزیعی از       }:Pθ θ= ∈ΘP  اسـت .

کـه  آینـد     دسـت مـی    به 1Θو ΘDبه دو فضای مجزای      Θپارامتری  ما با تقسیم کردن فضای      های  فرض
 یعنی.  گویند1Θمقابل را فرض  و دیگری ΘDرا فرض صفر یکی 

: : . . ,1 1 1 1H vs H s tθ θ∈Θ ∈Θ Θ ∩Θ =∅ Θ ∪Θ = ΘD D D D  

Hهای  فرضبراساس   D 1 وH    هـای عتوزی خـانوادهP         نیـز بـه دو خـانواده{ }:Pθ θ= ∈ΘDDP 
}و }: 1Pθ θ= ∈Θ1P   مشاهده  براساس  . شوند  میتقسیم( , ,... )1 2 nX X X X=

�
آمـاره   و ساختن    

( ) ( ,... )1 nT X T X X=
�

رد  یـا که به آن آماره آزمـون گوینـد در مـورد پـذیرش              از روی این مشاهده     
Hفرض   D اسـت کـه براسـاس آمـاره         گیری ما به ایـن صـورت          تصمیم. کنیم  گیری می    تصمیم( )T X

�
 

Xمجموعه مقادیر   ( χفضای  
�

گر او  کنیم    میتقسیم    A 2و پذیرش   Cیا رد    1بحرانیرا به دو ناحیه     ) 
)شده آماره آزمون    شاهده  مقدار م  )T X

�
Hفرض  آنگاه   ، قرار گرفت  C در ناحیه     D   کنیم و در      را رد می

Hبر رد فرض    یم که دلیلی    یغیر این صورت گو    D    چنین آزمـونی را   . نداریمموجود  براساس مشاهدات 
زمـون  آکه به آن تابع     یک تابع نشانگر    وسیله  هرا ب توان این آزمون      گویند و می   3شدهزمون غیر تصادفی    آ

  به صورت زیر نمایش دادگویند 

)1 (                                  ( )
( )

( )
1 T x C

x
T x C

ϕ
∈

=  ∉
�

� D
�

  

Xفوق ما با مشاهده     با توجه به مطالب     در حقیقت    x=
� �

H فرض    D     را با احتمال ( )xϕ
�

. کنـیم    رد می  
)با داشتن آماره آزمون      )T X

�
آزمون دارد که   نوع اول و دوم     به احتمال خطای    بستگی   C  تعیین مقدار  ،

                                                 
١ Critical Region 
٢ Acceptance Region  
٣ Non Randomized 
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)به صورت   به ترتیب    )( )HP T x Cα = ∈
D �

)و )( )1HP T x Cβ = ∉
�

معمـولاً  . شـوند   میتعریف   
) گوینـد آزمـون   اندازه  که به آن     (αبرای   αDگرفتن یک حداکثر مقدار     با در نظر    سعی براین است که     

1یعنی  را کاهش و یا معادلاً توان آزمون        βمقدار   β−را پرتـوانترین  آزمـونی  چنـین  .  را افزایش دهند
  .  گویند1آزمون

ای تعیـین کـرد    گونهه را بCناحیه توان   نمی،αDآزمون برای مقدار از پیش تعیین شده اندازه     اما همواره   
انـدازه   C باشـد و بـا کمـی تغییـر ناحیـه               αDدقیقاً برابر   دارای اندازه   ) 1(شده  غیر تصادفی   آزمون  که  

زیر اسـتفاده  به صورت   2شدهاز آزمون تصادفی در این حالت . گردد  کمتر یا بیشتر می αD از   ϕآزمون  
  :کنند می

)2 (                    1γ≤ ≤D    
( )

( ) ( )
( )

1 T x C
x T x C A

T x A
ϕ γ

∈
= ∈
 ∈

�
∩

� �
D

�

  

]در این حالت    . است Aمجموعه    3ستارب مجموعه   Aکه در آن     ]: ,1ϕ χ → D     و با مشاهده X x=
� �

 
Hفرض  D را با احتمال ( )xϕ

�
  . کنیم  رد می

Hهای  ر ادامه بستگی به آنکه فرض     د D 1 وH     هایی بـرای بـه دسـت آوردن         ساده یا مرکب باشند روش
)آماره آزمون    )T X

�
)آماره آزمـون    و به طورکلی     C و ناحیه بحرانی      )xϕ

�
ارایـه  ) 2(یـا   ) 1( بـه فـرم      

  .گردد می

   پرتوانترین آزمون : 2بخش 
فـرض   یعنـی . دیگر را در نظر خـواهیم گرفـت       فرض ساده   فرض ساده در مقابل     در این قسمت آزمون     

}هـای    دارای توزیعی از خانواده توزیـع     متغیر تصادفی   یک   X کنیم  می }:Pθ θ ∈Θ    باشـد و بخـواهیم 
ــون  :آزم :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D Dــیم ــام ده ــت .  را انج ــن حال }در ای }, 1θ θΘ = D ــانواده  و خ

                                                 
١ Most Powerful Test  
٢ Randomized 
٣ Closure 
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1P, ما دارای دو عضو      های توزیع PD        های   هستند و فرض کنیم به ترتیب دارای چگالیf D 1وf   نـسبت
f دارای چگالی    Xخواهیم آزمون کنیم که       میبنابراین   . باشند µبه اندازه    D   1 یاf  از برای راحتی ( است

)تر نمونه     حالت کلی . کنیم  استفاده می  Xیک متغیر تصادفی     ,...., )1 nX X X=
�

 نیـز بـه طـور مـشابه         
  ).است

]الت احتمال خطای نوع اول بـه صـورت          در این ح   ]( )E Xθα ϕ=
D

 ، احتمـال خطـای نـوع دوم بـه     
]صورت   ]( )1 1E Xθβ ϕ= ]به صـورت     و توان آزمون     − ]* ( )11 E Xθβ β ϕΠ = = −  خواهـد   =

  .بود

,رض کنید    ف :1-2مثال   ,....,1 2 25X X X     از   یک نمونه تصادفی( , )4N µ      زیـر را در     باشند و آزمـون
:                                  نظر بگیرید  :1 1H vs Hµ µ= =D D     

/به صورت   تابع آزمون   اگر  
( )

/
1 0 4

0 4
x

x
x

ϕ
≥

=  <� D
و توان آزمـون    نوع اول و دوم     احتمال خطای    باشد،   

  .کنیدرا محاسبه 
]                 : حل ( )] ( / ) ( ) / /0 4 1 1 0 8413 0 1587E X P X P Zµ µα ϕ= == = ≥ = ≥ = − =D D�

  

[ ( )] ( / ) ( / ) /1 11 0 4 1 5 0 0668E X P X P Zµ µβ ϕ= == − = < = < − =
�

  
* / /1 1 0 0668 0 9332β β= − = − =  

  
 β را کـاهش دهـیم مقـدار         αشود که هـر چـه         دیده می . اند   نمایش داده شده   β و   α  بالا در نمودار 

 را چنان تعیین کنیم که با قرار دادن یک حداکثر مقدار بـرای              ϕخواهیم تابع آزمون      می. یابد  افزایش می 
α مقدار ،βرا کاهش یا معادلاً توان آزمون را تا حد ممکن افزایش دهیم .        
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:در آزمون  :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D Dآوریم ای پرتوانترین آزمون می تعاریف زیر را بر.  
) αدر سطح  را یک آزمون ϕ آزمون -الف: 1تعریف  )Level αنامیم اگر می   [ ( )]E xθ ϕ α≤

D
.  

) α به اندازه را یک آزمون ϕ آزمون -ب  )Size αنامیم اگر  می        [ ( )]E xθ ϕ α=
D

.          

  . نیز هستα یک آزمون در سطح αهر آزمون به اندازه : توجه

]*شـود اگـر        نامیـده مـی    α آزمون در سطح      پرتوانترین ϕ*آزمون  : 2-2تعریف   ( )]E Xθ ϕ α≤
D

 و  
]یعنی با شرط  (α در سطح ϕبرای هر آزمون دیگر  ( )]E Xθ ϕ α≤

D
  داشته باشیم) 

              *[ ( )] [ ( )]1 1E X E Xθ θϕ ϕ≥               

]* ،2-2اگر در تعریف    : وجهت ( )]E Xθ ϕ α=
D

 α را پرتـوانترین آزمـون بـه انـدازه           ϕ* باشد آنگـاه     
  . گویند

  .کنیم ترین آزمون از لم مشهور زیر استفاده میبرای به دست آوردن پرتوان
متغیـر تـصادفی بـا تـوزیعی از خـانواده توزیعهـای              یـک    Xفرض کنیـد    : ) پیرسون -لم نیمن (1-2لم  

{ , }1P P= DP    باشد که PD 1وP    های  به ترتیب دارای چگالیf D 1 وf   نسبت به اندازه µ  باشـند و 
:بخواهیم آزمون  :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D Dرا انجام دهیم .  

H آزمون   ای بر -الف D    1 در مقابلH    اگر آزمون ،*ϕ    را برای k≤ < ∞D   1 وγ≤ <D     بـه صـورت
  :زیر تعریف کنیم

*
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

1

1 f x kf x
x f x kf x I

f x kf x
ϕ γ

>
= =
 <

D

D

DD
  

]*که   به طوری  ( )]E Xϕ α=D    باشد، آنگاه *ϕ      پرتوانترین آزمون به اندازه α      بـرای آزمـون H D  در 
kدر حالتی که . باشد  می1Hمقابل  =    است آزمون∞

* ( )
( ) ( )

( )
1 if f x

x II
if f x

ϕ
=

=  >
D

D

D
D D

  

αپرتوانترین آزمون به اندازه  = D برای آزمون H D 1 در مقابلHشرط کافی. ( است(  
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≥1α برای هر    :1 شرط وجودی  -ب ≤D   آزمون *ϕ   به فـرم (I)  یـا (II)   کـه    وجـود دارد بـه طـوری
*[ ( )]E Xθ ϕ α=

D
.  

 αری بـه انـدازه      اگر آزمون دیگ  .  باشد (II) یا   (I) آزمونی به فرم     ϕ* فرض کنید    : 2 شرط یکتایی  -ج

]*وجود داشته باشد که توان هر دو آزمون برابر باشند یعنی             ( )] [ ( )]1E X E Xθ θϕ ϕ=
D

 آنگـاه روی    ،
}مجموعــه | ( ) ( )}1x f x kf x≠ D ،*( ) ( ) . .x x a eϕ ϕ µ=) ای از  بــه جــز روی مجموعــهx ــا هــا ب

  .)شرط لازم) (احتمال صفر
≥k فرض کنید    -الف :اثبات < ∞D   و ϕ       هر آزمون دیگر در سطح α    در آزمون H D   1 در مقابلH 

]باشد، یعنی  ( )]E Xθ ϕ α≤
D

  :کهخواهیم نشان دهیم  می. 
*[ ( )] [ ( )]1 1E X E Xθ θϕ ϕ≥  

  :شود که  می به راحتی دیده
)3(  *[ ( ) ( )][ ( ) ( )] ( )1x x f x kf x d xϕ ϕ µ− − ≥∫ D D  

)زیرا اگر  ) ( )1f x kf x− >D D باشد آنگاه *( ) ( )1x xϕ ϕ=    پس،≤
*[ ( ) ( )][ ( ) ( )]1x x f x kf xϕ ϕ− − ≥D D  

)و اگر  ) ( )1f x kf x− =D Dآنگاه ،  
*[ ( ) ( )][ ( ) ( )]1x x f x kf xϕ ϕ− − =D D  

)و اگر  ) ( )1f x kf x− <D D باشد آنگاه *( ) ( )x xϕ ϕ= ≤D،پس   
*[ ( ) ( )][ ( ) ( )]1x x f x kf xϕ ϕ− − ≤D D  

  شود که نتیجه می) 3(بنابراین از رابطه . برقرار است) 3(و در هر صورت رابطه 

)}x(d)x(f)x()x(d)x(f)x({k)x(d)x(f)x()x(d)x(f)x( ** µϕ−µϕ≥µϕ−µϕ ∫∫∫∫ DD11  

)]X([E)]X([E

)]}X([E)]X([E{k)]X([E)]X([E

*

**

ϕ≥ϕ⇒

≥ϕ−ϕ≥ϕ−ϕ⇒

θθ

α≤

θ

α=

θθθ

11

11 D
�
�	��
�	� DD

  

                                                 
١ Existence 
٢ Uniqueness 
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kبرای  =    داریم که∞
( )

* * *

{ : ( ) } { : ( ) }

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
II

x f x x f x

E X x f x d x x f x d x f x d xθ ϕ ϕ µ ϕ µ µ
> >

= = = × =∫ ∫ ∫D
D D

D D D
D D

D D  

α نیز آزمونی به اندازه ϕهمچنین اگر  = Dباشد آنگاه   

{ : ( ) }

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x f x

E X x f x d x x f x d xθ ϕ ϕ µ ϕ µ
>

= = =∫ ∫D
D

D D
D

D  

( ) ( ) { : ( ) } ( ) { : ( ) }x f x on x f x x on x f xϕ ϕ⇒ = > ⇒ = >D D DD D D D  
  بنابراین

* * *

{ : ( ) } { : ( ) }

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )1 1 1
x f x x f x

E X X x x f x d x x x f x d xθ ϕ ϕ ϕ ϕ µ ϕ ϕ µ
> =

− = − + −∫ ∫
D D

D

D D


������������
  

P
*

{ : ( ) , ( ) }

*

[ ( ) ( )] ( ) ( )

[ ( )] [ ( )]
1

1 1

1

1
x f x f x

x x f x d x

E X E Xθ θ

ϕ ϕ µ

ϕ ϕ

= >

= − ≥

∴ ≥

∫
D D D

D

� �

  

α اگر   )ب = D      باشد آنگاه هر آزمون *ϕ م  فر ب(II)      پرتوانترین آزمون به اندازه α = D بنـابراین  .  است

>1αفرض کنید    ≤D برای  . باشد   میk≤ < ∞D   1 وγ≤ ≤D   آزمون *ϕ      بـه فـرم (I)    دارای انـدازه 
  زیر است

*[ ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]1 1E X P f X kf X P f X kf Xθ θ θϕ γ= > + =
D D DD D  

( ) ( )
( ) ( )

1 1f X f XP k P k
f X f Xθ θγ
   

= > + =   
   D D
D D

  

( ) ( )P Y k P Y kθ θγ= > + =
D D

  

)در آن     که   )
( )

1f XY
f X

=
D

]*بنابراین برای اینکه    .  ( )]E Xθ ϕ α=
D

ای    بـه گونـه    γ و   k باشـد بایـستی      

  انتخاب شوند که

( ) ( ) ( )4P Y k P Y kθ θγ α> + = =
D D

  
  :آید دو حالت زیر پیش می) 4(با توجه به رابطه 
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   راkای باشد که بتوان مقدار   به گونهYاگر متغیر تصادفی  -
) چنان یافت که  )P Y kθ α> =

D
  k  اینانتخابآنگاه با ، 

γو  = D  ولاً برایچنین حالاتی معم(شود  برقرار می) 4(شرط  
  ).)روبروشکل  ( متغیرهای تصادفی پیوسته برقرار است

  
) وجود نداشته باشد که      k اگر مقداری برای     - )P Y kθ α> =

D
 وجود  kدر این صورت مقداری از      ،  

  :که دارد به طوری
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1 1 1P Y k P Y k P Y k P Y k

P Y k P Y k
θ θ θ θ

θ θ

α α

α

< ≤ − < ≤ ⇒ − ≤ < ≤ − <

⇒ > < ≤ ≥
D D D D

D D

  

   و انتخابkصورت با انتخاب این مقدار در این

 γبه صورت ( )
( )
P Y k
P Y k

θ

θ

α
γ

− >
=

=
D

D

   

  .)روبروشکل  (شود برقرار می) 1(شرط 
  )ج
  
)5(  

  :همچنین
* *

{ : ( ) }

[ ( )] [ ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )1 1
1

1
x f x

E X E X x x f x d xθ θϕ ϕ ϕ ϕ µ
>

= ⇒ − =∫
D

D  

( )
*

{ : ( ) , ( ) }

[ ( ) ( )] ( ) ( )
1

5
1

x f x f x

x x f x d xϕ ϕ µ
> =

⇒ − =∫
DD D

D  

( )

{ : ( ) , ( ) }

[ ( )] ( ) ( )
1

11
II

x f x f x

x f x d xϕ µ
> =

⇒ − =∫
DD D

D  

α اگر    = D      دیدیم که آزمـون     ) الف( باشد آنگاه در قسمت*ϕ    بفـرم (II)    روی مجموعـه 
{ : ( ) }x f x >D D      برابر صفر است و *ϕ      پرتوانترین آزمون به اندازه α = D حال اگر  .  است

ϕ    ــدازه ــه ان ــون ب ــک آزم ــز ی α نی = D     ــه ــدیم ک ــف دی ــسمت ال ــاه در ق ــد آنگ  باش
( ) { : ( ) }x on x f xϕ = >DD D.  
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  نتیجهدر 

( ) . { : ( ) , ( ) } ( )11 6x with prob one on x f x f xϕ = > =DD D  
  بنابراین

( ) ( )
*[ ( ) ( )] [{ : ( ) , ( ) }]

5 5
P X X P x x f xθ θϕ ϕ ϕ≠ = ≠ > =
D D DD D D  

* *

*

( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( ), ( ) ]

[ ( ) ( ) , ( ) , ( ) ]

[ ( ) , ( ) , ( ) ]

1 1

1

1

1

1
6

11

P X X P X X f X

P X X f X f X

P X f X f X

θ θ

θ

θ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

≠ = ≠ >

= ≠ > =

= ≠ > = =

D

D

D

D D

D D D

  

ــرا روی  }زیـ : ( ) }x f x >D D ،*( ) ( )x xϕ ϕ= =D ــت و روی } اسـ : ( ) }x f x =D D ،*( ) 1xϕ = 
αپس اگر  .است = D  باشد با احتمال یک*( ) ( )X Xϕ ϕ=است .  

αحال اگر  > D باشد و *ϕ آزمون به اندازهα به فرم IIچون  باشد   

*[ ( )] [ ( )] ,1
i i

E X E X iθ θϕ ϕ= = D 

]*                      پس  ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )1x x f x kf x d xϕ ϕ µ− − =∫ D D  

]*اما همواره  ( ) ( )] [ ( ) ( )]1x x f x kf xϕ ϕ− − ≥D D  که با احتمال یک داریم و در نتیجه  

*[ ( ) ( )][ ( ) ( )]1X X f X kf Xϕ ϕ− − =D D 

}روی مجموعه   و یا    }: ( ) ( )1x f x kf x≠ D     با احتمال یک *( ) ( )X Xϕ ϕ= ـبنابراین  .  است  جـز  ه  ب
) )مربوط به حالت پیوسته   (صفر  ای با احتمال      احتمالاً روی مجموعه   )xϕ   فرم   دارای(I)   مقدار  با همان

kآزمون  ی*( )xϕباشد می.        

1 فرض کنید    :1-2نتیجه β−     آزمون  توان یک پرتوانترین(MP)      بـه انـدازهα      بـرای آزمـون H D  در 
1α باشد در این صورت 1Hمقابل  β< )با احتمال یک اینکه  جزه باست  − ) ( )1f X f X=Dباشد .  
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ــات ــون :اثب ) آزم )Xϕ α≡ ــر ــد را در نظ ــون  .بگیری ]*چ ( )] [ ( )]E X E Xθ θϕ ϕ α= =
D D

 ϕ*و 
   است بنابراین αترین آزمون به اندازه پرتوان

*[ ( )] [ ( )]1 1 1E X E Xθ θϕ ϕ α β α≥ = ⇒ − ≥ 

1حال اگر    1α β= − )آزمون  گاه  د آن  باش > )Xϕ α≡   به اندازه   آزمون  پرتوانترین   بایستیα   و  باشد
 ـ) ج(قـسمت   بر طبـق     )زیـرا   (باشـد    (I)بایـستی بـصورت     م نـیمن پیرسـون      ل ) 1Xϕ   امـا چـون    )≠

( ) ,X xϕ α= )با احتمال یک پس بایستی  ∀ ) ( )1f x kf x= Dباشد و بنابراین   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Pr .1 11f x d x k f x d x k f x f x with ob oneµ µ= ⇒ = ⇒ =∫ ∫ D D  

  

  :در مقابل سادهساده آزمون فرض نمایش هندسی 
  کنیدفرض 

[ ] [ ]}*, ( ) , ( )1E X E Xϕ θ ϕ θϕ α ϕ β ϕ= =
D

} آزمون دلخواه  *( , )N ϕ ϕα β=  

)نقـاط  کـه شـامل   محدب اسـت   مجموعه یک Nداد که توان نشان    میدر این صورت     , )D Dو  ( , )1 1 

1,به نقطه   است و نسبت     1
2 2

 
 
 

 و 1شکل  (یک مجموعه بسته است     این مجموعه   است همچنین    متقارن   

  ).کنید را ملاحظه 2
>1αبرای هر    <DD های در سطح     آزمونα با نقاطی از Nنها کمتـر یـا مـساوی     که طول آαD  اسـت 

 است و ایـن     αD با طول    N متعلق به پوسته بالای      αDپرتوانترین آزمون به اندازه     . شوند  نمایش داده می  
  بـه فـرم    Nای از     نقطـه  مگـر آنکـه   ) 1شکل  ( است   αDتنها نقطه مربوط به پرتوانترین آزمون به اندازه         

( , )1α با شرط α α< D مربوط به حالت ج لم نیمن پیرسون2شکل ( وجود داشته باشد .(  
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ــال  , فـــرض کنیـــد :2-2مثـ ,...,1 2 10X X Xــالی   یـــک نمو ــا چگـ نـــه تـــصادفی از تـــوزیعی بـ

( ) , ,1
2

x

f x e x Rθ
θ θ

θ
−

= ∈ > D      باشد و بخواهیم آزمون : :13 1H vs Hθ θ= =D    را انجـام 

  . را به دست آورده و توان آن را تعیین کنیدαپرتوانترین آزمون به اندازه . دهیم

)                                                                             :حل ) ( )

10

1

1
102

i
i
x

f x e θ
θ θ =

−
−

∑
=

�
      

( )
( )

210 10
101 3

1
110 3

2 3
i i

i

x x
i

x i

f x e e k x c
f x

eσ

−∑− − ∑

− ∑ =−

= = > ⇔ <∑
D
�
�

  

)*                         ترین آزمون عبارت است ازن پرتوانبنابرای )
1 i

i

x c
x

x c
ϕ

 ∑ <= 
∑ >D

  

  که در آن

*
( )/ ( )

10 10
2
20

1 1

2 2 20 05 3 3 3i i
i i

E X P X c P X c P cθ θ θα ϕ χ
= =

      = = = < = < = <           
∑ ∑D D D�

( )/ / /2
0 95

2 20 10 9 16 353c cχ⇒ = = ⇒ =  

( ) ( )* *
( ) / /1 1 1

10 10
2
20

1 1
2 2 32 7 0 9616i i

i i
E X P X c P X c Pθ θ θβ ϕ χ

= =

    = = < = < = < =        
∑ ∑

  

∗β ∗β

α α

١

١ ١

• •

0/5 

٥/٠

0/5 
 )2(شکل )1(شکل 

٥/٠ 

٥/٠ ٥/٠
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, فرض کنید :تمرین ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از توزیعی با چگالی زیر باشند   

( ) , ,1
2

x

f x e x Rθ
θ θ

θ
−

= ∈ > D  

10n اگر   -الف : و بخواهیم آزمون     = :13 5H vs Hθ θ= =D      را انجام دهیم پرتوانترین آزمون 
0/به اندازه  05α   . را به دست آورده و توان آزمون را محاسبه کنید=

چـه  .  به دسـت آوریـد     n را با اندازه نمونه      α اندازه    در هریک از حالات زیر پرتوانترین آزمون به        -ب
  .گیرید ای می نتیجه

( ) : : ( )
( ) : : ( )

1 1 1

1 1 1

3 3
3 3

i H vs H
ii H vs H

θ θ θ θ
θ θ θ θ
= = >

= = <
D

D
   

  
  : یک متغیر تصادفی گسسته با یکی از توابع احتمال زیر باشدX فرض کنید :3-2 مثال

  
7  6  5  4  3  2  1  x 
2/0  3/0  2/0 1/0  1/0  05/0  05/0  ( )f xD  
05/0  05/0  25/0  15/0  25/0  15/0  1/0  ( )1f x  

  
:و بخواهیم آزمون     ~ : ~1 1H X f vs H X fD D   هـای   ترین آزمون به انـدازه    پرتوان.  را انجام دهیم :

  . را به دست آورید و توان هر یک را محاسبه کنید1/0 -     ج15/0 -ب  05/0 -الف
  :حل

7  6  5  4  3  2  1  x 
2/0  3/0  2/0 1/0  1/0  05/0  05/0  ( )f xD  
05/0  05/0  25/0  15/0  25/0  15/0  1/0  ( )1f x  

25/0 167/0 25/1 5/1 5/2 3 2 ( )
( )

1f xy
f x

=
D

 

)6( )7( )5( )4( )2( )1( )3(  
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) -الف )1
1 2

2
x

x
x

ϕ
=

=  ≠D
]ین آزمون به انـدازه       پرتوانتر  ( )] ( ) /1 2 0 05E X P Xθ θα ϕ= = = =

D D
 

  :است که توان آن برابر است با
* [ ( )] ( ) /1 11 2 0 15E X P Xθ θβ ϕ= = = =  

,  -ب
( )

,2
1 2 3

2 3
x

x
x

ϕ
=

=  ≠D
   پرتوانترین آزمون به اندازه

 [ ( )] ( ) / / /2 2 3 0 05 0 1 0 15E X P X or Xθ θα ϕ= = = = = + =
D D

   
  :است که توان آن برابر است با

* [ ( )] ( ) / / /1 12 2 3 0 15 0 25 0 4E X P X or Xθ θβ ϕ= = = = = + =  
  ی  در این حالت پرتوانترین آزمون به فرم تصادفی شده) ب(و ) الف(جه به  با تو-ج

( )
,

3

1 2
3
2 3

x
x x

x
ϕ γ

=
= =
 ≠D

  

   است که در آن
( ) / /

( ) /
2 0 1 0 05 1

3 0 1 2
P X

P X
θ

θ

α
γ

− = −
= = =

=
D

D

  

  :است و توان آن عبارت است از
* [ ( )] ( ) ( ) / ( / ) /1 1 13

12 3 0 15 0 25 0 2752E X P X P Xθ θ θβ ϕ γ= = = + = = + =  

  
) دارای تابع چگالی Xفرض کنید : 4-2مثال  )f xآزمون زیر را در سطح .  باشدαانجام دهید :  

: ( ) : ( )
( )

2
1 2

1 1
1

xH f x e vs H f x
xπ π

−= =
+D  

  : حل

( ) ( ) ,
( )

2

2

2
21

2

1
1 11

1 11
x y

x

f x e ex y x
f x yxe

π
π π

π

+ +

−

+= = = = >
++D

D  
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( ) ( ) ( )11
yeg y y ln g y y ln y
y

+

= > ⇒ = − +
+

D  

( ) ( ) ( )11 1 1 1 1 1
yln g y y y y eg y g y

y y y y y y
∂ ′= − = ⇒ = = >

∂ + + + + +
D  

) است بنابراین y یک تابع صعودی بر حسب gپس  )
( )

1f x
f xD

2yنیز یک تابع صعودی از   x=است .  

( ) ( )
( )

2
21

2
1 x cf x k x c x

f x x c
ϕ

 >> ⇔ > ⇒ = 
<D D

  

( )[ ( )] ( ) ( ) ( )2 2 2
12 2 2H H H HE X P X c P X c P cα ϕ χ= = > = > = >

D D D D
  

( ) ( )2 2
1 1

12 1 12c cα αχ χ− −⇒ = ⇒ =  

  
,فرض کنید   : 5-2مثال   ,...,1 2 nX X X   یک نمونه تصادفی از ( , )2N µ σ آزمـون زیـر را در   .  باشـند

  . انجام دهیدαطح س

: , : , ( )1 1 1 1H vs Hµ µ σ σ µ µ σ σ σ σ= = = = >D D D D  
  :حل

( )
( ) ( )

( )

( )( )

(

( ) ( )
( )

( )

2
1 2 22 111

11
2

2
1

1 1
1 11

1
122 2 21 1

1 1
22 2

1
2

1
1
2

1

2

2

n
ni i i

i
i

n
i

i

n
i ii i

i

x x xn n

xn

x xx xn

n

f x e e
f x

e

e

e

µ µ µσ
σ σ

µ
σ

µ µµ µ
σ σ σ σ

σ

πσ σ
σ

πσ

σ
σ

σ
σ

=
=

=

=

− −  − −− − − 
 

− −
−

 − −− −− + − 
 

−

∑
∑ 

= =  
 ∑

∑ 
=  
 

 
=  
 

D

D

D
D

D D

D D

D

D

D

D

D

�
�

) ( )1 1 1 1 1 1
1 11

2 2
1 1 1 1 1

2 2 1 111

1
2

1

n
i i

i

n
i i

i

x x

n x x
e

σ σ µ σ µ σ σ σ µ σ µ
σ σ σ σ

σ σ σ µ σ µ σ µ σ µ
σ σ σ σσ σσ

σ

=

=

   + − − − − +
   
    

   − + −
− − +   + −    

∑

∑ 
=  
 

D D D D D D

D D

D D D D D

D DDD

  

)            ید دهقرار  ) 1 1 1 1

1 11

n

i i
i

T x x xσ µ σ µ σ µ σ µ
σ σ σ σ=

    + −
= − −    + −    
∑ D D D D

D D�
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)                         این صورتدر  ) ( )
( )

2 2 1
1 1

f x is increasig in T x
f x

σ σ σ σ< ⇒ − < ⇒D D
D

D � �
�

  

  :ترین آزمون به صورت زیر استبنابراین پرتوان

* ( )
( )

( )
1 T x k

x
T x k

ϕ
>

=  <
�

� D
�

  

*

*

1 1 1

1 11

1 12 1 1

1 11
2 2

2 1 1
2 2

1 1
2

n

i i
i

n

i i
i

n

i i i
i

T k x x k

x x k

x x x k

σ µ σ µ σ µ σ µ
σ σ σ σ

σ µ σ µ σ µ σ µ
σ σ σ σ

σ µ σ µ
σ σ

=

=

=

   + −
> ⇔ − − >   + −   

 + −
⇔ + − >  − +   

 +
⇔ − >  − 

∑

∑

∑

D D D D D

D D

D D D D

D D

D D

D

  

با فرض اینکه 
2 2
1 1

2 2
1

w σ µ σ µ
σ σ

−
=

+
D D

D
  : است داریم

( )

( )

*2

1
2

1

2
n

i i
i
n

i
i

x wx k

x w c

=

=

⇔ − >

⇔ − >

∑

∑
  

*
( )

( )
( )

2

1

2

1

1
n

i
i
n

i
i

if x w c
x

if x w c
ϕ =

=


− >

∴ = 
 − <

∑

∑D
  

( ) ( ): ~ ,
2 2 2

2 1 1 1 1
1 1 2 2 2 2

1 1
iunder H X w N w σ µ σ µ σ µ µδ σ δ µ µ

σ σ σ σ
− −

− = − = − =
− −
D D D

D D
D D

,
( ) ~ 2

2

2 2 2

2
i nn

X w
δ
σ

σ χ 
  
 

′∴ −∑
D

D  

*( ) ,
2

2 2
1 22H

nE X K nα
δα ϕ σ χ
σ−

 
  ′= ⇒ =    

 
D D

D
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1µاگر : توجه µ=D باشد آنگاه δ = Dو آزمون به صورت   

:1 1H σ σ=  :H vsσ σ=D D  
)شود و  تبدیل می , )

2 2
1nk ασ χ −= D.  

  
  :در مثال بالا حالات زیر را بررسی کنید: تمرین

( ) ,
( ) ,

1 1

1 1

i
ii

σ σ µ µ
σ σ µ µ

= >
 = <

D D

D D
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  مفاهیم اولیه: 1بخش
در ایـن قـسمت در      . قبل در مورد آزمون فرض ساده در مقابل فرض ساده دیگر بحث کـردیم             فصل  در  

  .بحث خواهیم کرد) خصوصاً فرضهای یک طرفه(مورد آزمون فرضهای مرکب 
)فرض کنید    ), ,...,1 2 nX X X X=           یک نمونه تـصادفی از خـانواده توزیعهـای { }:f θ θ ∈Θ   بـا 

)توزیع احتمال توام  )f xθباشند و بخواهیم آزمون زیر را انجام دهیم   

: :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈Θ  
1Θکــه در آن  ∪Θ = Θ 1 وΘ ∩Θ ــه صــورت . ∅= ــابع آزمــون را ب ]ت ]: ,1ϕ χ  در نظــر →

  .یریمگ می
  شود  به صورت زیر تعریف میϕتابع توان مربوط به تابع آزمون : 1-1تعریف 

( ) ( ) [ ( )]E Xϕ θβ θ θ ϕ θ= Π = ∀ ∈Θ                 
نـدارد و تنهـا     1H و   Hهـای      بستگی به ادعاهای فـرض     ϕتوجه کنید که تابع توان مربوط به آزمون         

  . داردϕبستگی به ناحیه بحرانی تابع آزمون 

:   برای آزمون: 2-1تعریف  :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈Θ  
  شود هر گاه ه می نامیدαدر سطح  یک آزمون ϕ آزمون -الف

( ) [ ( )]E Xϕ θθ ϕ α θΠ = ≤ ∀ ∈Θ  
  شود هرگاه  نامیده میαبه اندازه  یک آزمون ϕ آزمون -ب

sup ( ) sup [ ( )]E Xϕ θ
θ θ

θ ϕ α
∈Θ ∈Θ

Π = =  

1θ برای هر ϕ تابع توان آزمون -ج ∈Θشود  زیر تعریف می به صورت  
*( ) [ ( )] ( ) 1E Xθ ϕβ θ ϕ θ θ= = Π ∀ ∈Θ  

  کنیم  را به صورت زیر تعریف میβ، مقدار αور مشابه با اندازه آزمون ط به -د

[ ]sup ( ) sup [ ( )]
1 1
1 1 E Xϕ θ

θ θ
β θ ϕ

∈Θ ∈Θ
 = −Π = −   
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)اگر : توجه )ϕ θΠیک تابع یکنوا باشد آنگاه   

sup ( ) sup ( ) sup ( ) inf ( )
11

1 1 1 1ϕ ϕ ϕ θθ θ θ
α β θ θ θ ϕ θ

∈Θ∈Θ ∈Θ ∈Θ

   + = Π + −Π = + Π − Π = + =     
 

  
,فرض کنید   : 1-1مثال   ,1 2 3X X X     تایی از توزیع     3 یک نمونه تصادفی ( , )1B p     باشـند و بخـواهیم

:                               آزمون :1
1 1
2 2H p vs H p≤ >  

  .  را به دست آوریدβ و αبرای هر یک از آزمونهای زیر تابع توان و مقادیر  .مرا انجام دهی

) -الف )

3

1
1 3

1

1 3

3

i
i

i
i

x
x

x
ϕ =

=


=

= 
 ≠

∑

∑
) - ب          )

3

1
2 3

1

1 2

2

i
i

i
i

x
x

x
ϕ =

=


≥

= 
 <

∑

∑
  

)                                      -الف: حل ) [ ( )]1

3
3

1
1

3p p i
i

p E X P x pϕ ϕ
=

 
Π = = = = 

 
∑  

  . استpکه تابعی صعودی از 

sup ( ) ( ) , sup ( ) ( )1 1 1 11 1
2 2

1 1 1 71 12 8 2 8
P P

p pϕ ϕ ϕ ϕα β
≤ >

 = Π = Π = = −Π = −Π = 

1α β⇒ + =  

1 یک آزمون به اندازه 1ϕپس 
  . است1H در مقابل H برای آزمون 8

) -ب )( ) [ ( )]2

3
2 3 2 3

2
1

3 32 1 3 22 3p p i
i

p E X P X p p p p pϕ ϕ
=

     
Π = = ≥ = − + = −     

    
∑   

  . استpکه تابعی صعودی از 

sup ( )

sup [ ( )]

2 2

2 2

1
2

1
2

1 3 1 1
2 4 4 2

1
1 1 11 1 12 2 2

P

P

p

p

ϕ ϕ

ϕ ϕ

α

α β
β

≤

>

 = Π = Π = − =    ⇒ + =
  = −Π = −Π = − =   


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1 یک آزمون به اندازه 2ϕپس 
  .ست1H در مقابل H برای آزمون 2

  :سم شده استروبرو رون بالا در تابع توان دو آزم
  شود که با توجه به این نمودارها دیده می

( ) ( ) ( , )2 1 1p p pϕ ϕΠ > Π ∀ ∈  

1که این نامساوی به ازای  12 p<    برای آزمون>

 2ϕ    1ولی به ازای    ) چون توان آن بیشتر است    ( مناسب است
2p<  مناسب نیست   2ϕ برای آزمون    >

1زیرا در این ناحیه به ازای هر مقدار 
2p<       .گردد  احتمال خطای نوع اول آزمون تعیین می>

                        
   برای آزمونαسطح  در (UMP) پرتوانترین آزمون یکنواخت ϕ*آزمون : 3-1تعریف 

: :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈Θ  
  است هرگاه

]*                باشد، یعنی α یک آزمون در سطح ϕ* -الف ( )]E Xθ ϕ α θ≤ ∀ ∈Θ  

* باشد آنگاه αدیگر در سطح  هر آزمون ϕ اگر -ب *[ ( )] [ ( )] 1E X E Xθ θϕ ϕ θ≥ ∀ ∈Θ  

  
sup*: داشته باشیم که  ) الف(اگر در شرط    : توجه [ ( )]E Xθ

θ
ϕ α

∈Θ
 را پرتـوانترین آزمـون      ϕ* آنگاه   =

  . گویندαیکنواخت به اندازه 
  

 بایستی آزمـونی    αبا توجه به تعریف فوق برای به دست آوردن پرتوانترین آزمون یکنواخت در سطح               
1θ، دارای بیشترین توان بـه ازای تمـام          αرا پیدا کنیم که در بین آزمونهای در سطح           ∈Θ     نـسبت بـه 

شود را مورد نظر قرار داد         برقرار می  1Θبنابراین بایستی انواع حالتهایی که برای       . های دیگر باشد  آزمون
  :که عبارتند از

  

( )p2Πϕ 

( )p
1

Πϕ 

٥/٠ 

٥/٠ 

1
8 

p 

( )pΠϕ
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  : آزمونهای یک طرفه-الف
 : :1H vs Hθ θ θ θ≤ :     یا     < :1H vs Hθ θ θ θ≥ <  

  یا
: :1H vs Hθ θ θ θ= :    یا     < :1H vs Hθ θ θ θ= <  

  :  آزمونهای دو طرفه-ب

: :1H vs Hθ θ θ θ= ≠  
  :ای  آزمونهای فاصله-ج

2θ θ> یا : :1 2 1 1H vs Hθ θ θ θ θ≤ ≤ <  
  یا

:2 1 1 2vs Hθ θ θ θ θ≥ < :  یا > 1H θ θ≤  
] در مقابل ساده دیگر که همواره برای هر          های ساده برخلاف آزمون فرض   , ]1α یک آزمون پرتـوان    ∋

های مرکب همیشه وجـود     طبق لم نیمن پیرسون وجود داشت، پرتوانترین آزمون یکنواخت برای فرض          
هـای  در خصوص فـرض   . مقابل یک طرفه وجود دارند     هایفرضندارد و عمدتاً این نوع آزمونها برای        

 وجـود  (UMPU)ااریـب   یکنواخت ن ای در حالتهایی خاص پرتوانترین آزمون        دو طرفه و فاصله    مقابل
هـای دیگـر را      و آزمون  UMPUهای   بعد آزمون  یهاصلف و در    UMPهای  آزمونفصل  در این   . دارد

  .دهیم مورد بررسی قرار می

    1خاصیت نسبت درستنمایی یکنوا: 2بخش 
 داریـم   نسبت درستنمایی یکنوا   نیاز به مفهومی به نام خاصـیت         UMP هایآزموندست آوردن   برای به 

  .کنیم که آن را در زیر معرفی می
)فــرض کنیــد : 1-2تعریــف  , ,..., )1 2 nX X X X= یــک نمونــه تــصادفی از یــک توزیــع احتمــال 

:f Rθ θ ∈Θ , باشند و برای هر      ⊃ 1θ θ ∈Θ    1 کـهθ θ≠        داشـته باشـیم کـه ( ) ( )1f x f xθ θ≠ .
} خــانواده گوینــد  }:f Rθ θ ∈Θ  در آمــاره (MLR) دارای خاصــیت نــسبت درســتنمایی یکنــوا ⊃

                                                 
١ Monotone Likelihood Ratio Property 
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( )T X     1 است اگر برایθ θ<   نسبت ( )
( )

1f x
f x
θ

θ
) تابع غیرنزولی از      یک  )T x   ای کـه      روی مجموعـه

1f کـه بـرای آن     xای از نقاط       یعنی روی مجموعه   این نسبت وجود دارد، باشد     θ و f θ  مثبـت باشـند  
)= اگر( )f xθ ) و = )1f xθ   ).شود  تعریف می∞، آنگاه نسبت فوق <

  
,فرض کنید   : 1-2مثال   ,...,1 2 nX X X      نمایی یک پـارامتری   های یک نمونه تصادفی از خانواده توزیع 

  باشند در این صورت

( ) ( ) ( )
[ ( ) ( )] ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1
1 1 11 1

1

1

n
ni

i i
i

n
i

i

c d x nQ
c c d x n Q Q

c d x nQ

f x e e
f x

e

θ θ
θ θ θ θθ

θ θθ
θ θ

=
=

=

+∑
− + −∑

+∑
< ⇒ = =  

  نابراینب

)ر   اگ -الف )c θ     تابعی صعودی از θ       باشد آنگاه این نسبت یـک تـابع صـعودی از ( )
1

n

i
i
d x

=
 اسـت  ∑

) در MLRپس این خانواده دارای خاصیت  ) ( )
1

n

i
i

T x d x
=

=   . است∑

) اگر   -ب )c θ    از   تابعی نزولیθ          باشد آنگاه این نسبت یک تابع صعودی از ( )
1

n

i
i
d x

=
 است پـس    ∑−

) در MLRاین خانواده دارای خاصیت  ) ( )
1

n

i
i

T x d x
=

=   . است∑−

) نرمـال    هایتوزیعبنابراین خانواده    )( , ), ( , )2 1N Nσ θ   ای    ، دو جملـه )n   معلـوم و ( , )B n p(  دو ،
  . هستندMLRای منفی، پواسون، گاما و بتا دارای خاصیت  جمله

  
,فرض کنید   : 2-2مثال   ,...,1 2 nX X X         یـک نمونـه تـصادفی از ( , )1E θ  نـشان دهیـد ایـن      .  باشـند

  . استMLRخانواده دارای خاصیت 

                                     : حل
( )

( ) ( )
( , ) ( , )( ) ( ) ( )11

i
n

x n x
i xi

f x e I x e Iθ θ
θ θ θ− − − −

+∞ −∞
=

= Π =  
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( )

( )

( )( )
( , )

( )( )
( , ) ( )

( )

( )( )
( ) ( )

1
11

1 1

1 1
1

1 1 1

1 1

،n x
x

n x
x n

xغѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيرممكن
e If x

x
f x e I

e x

θ
θ

θ
θ θ θ

θ θ
θ

θ θ θ θ
θ

θ θ

− −
−∞

− −
−∞ −

 < <
< ⇒ = = < <


< <

  

)بنابراین این نسبت یک تـابع صـعودی از           )1X             اسـت پـس ایـن خـانواده دارای خاصـیت MLR  در 

( )( ) 1T X X=است .  
  

  . احتمال زیر باشد دارای توزیع فوق هندسی با تابعXفرض کنید : 3-2مثال 

( ) , ,...,1

N
x n x

f x x n
N
n

θ

θ θ−  
  −  = =

 
 
 

  

} مقداری معلوم و     Nکه در آن     }, , ,...,1 2 Nθ ∈ = Θ .          نشان دهید که ایـن خـانواده دارای خاصـیت
MLR در ( )T X X=است.  

)                                            : حل ) .
( )
1 1

1
f x N n x in x
f x N x
θ

θ

θ θ
θ θ

+ + − − +
= ↑

− + −
  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
...

( ) ( ) ( )

1
1 1

1 1

1 2
0 0 0

k

k k

k k

f x f x
k

f x f x

f x f x f x
in x

f x f x f x

θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ +

+ + − +

+ − + −

< ⇒ = + ⇒ =

= ↑

  

  
)کوشی های توزیعنشان دهید که خانواده : 4-2مثال  , )1C θ دارای خاصیت MLRنیست .  

)                                      : حل ) ,
[ ) ]2

1
1

f x R x R
xθ θ

π θ
= ∈ ∈

+ −
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
2 22

1
1 2 2 2

1 1

1

1

1
11

1 1
1
1

1 2
1 2

1

x

f x x xx
f x x x x

x

x

x

x

x

θ

θ

θ θθθ θ
θ θ θ

θ θ

θ θ

→ −∞

< − < −+ − < ⇒ = = 

+ − > − > −
 → +∞

→ −∞
 +< <
=  +> >

 → +∞

  

θ(شکل زیر    ( نیست xکه تابعی یکنوا از      1 و   = 1θ های کوشی فوق دارای     پس خانواده توزیع   ))=
  . نیستMLRخاصیت 

  

 
  

  
  (UMPT)  1پرتوانترین آزمونهای یکنواخت: 3بخش 

کـه دارای  ی یهـا توزیـع  در کـلاس  α بـه انـدازه     (UMP)وانترین آزمون یکنواخـت     این بخش پرت  در  
خـاص  هـای    و سـپس حالـت     آوریم  های یک طرفه به دست می      هستند را برای آزمون    MLRخاصیت  
   .دهیمدو طرفه را مورد بررسی قرار میهای آزمونمربوط به 

  

                                                 
١ Uniformly Most Powerful Tests 
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)فرض کنیـد     :)1 روبین -قضیه کارلین  (1-3 ضیهق , ,..., )1 2 nX X X X=      ی از   یـک نمونـه تـصادف
f:توزیع احتمال    Rθ θ ∈Θ ) در   MLR باشد که این خانواده دارای خاصیت        ⊃ )T x    تـابع   است و

  آزمون زیر را در نظر بگیرید

*
( )

( ) ( ) ( )
( )

1
1

T x c
x T x c

T x c
ϕ γ

>
= =
 <

  

* تابع توان    -الف
*( ) [ ( )]E Xϕ θθ ϕΠ θ است مگر آنکـه بـرای هـر          θ تابعی غیرنزولی از     = ∈Θ ،

*[ ( )]E Xθ ϕ ]* یا = ( )] 1E Xθ ϕ   . باشد=
]* اگر   -ب ( )]E Xθ ϕ α=     باشد آنگاه آزمون *ϕ    پرتوانترین آزمون یکنواخـت (UMP)   بـه انـدازه 
1α<   . برای آزمون یک طرفه زیر است≥

: : ( )1 2H vs Hθ θ θ θ≤ >  
αو اگر    .است) 2( به اندازه صفر برای انجام آزمون UMP باشد آنگاه آزمون زیر یک آزمون =

*
( )

( ) ( )
( )

1
3

f x
x

f x
θ

θ
ϕ

==  >
  

≥1α برای هر  -ج ]*که   وجود دارد به طوری)3( یا )1( به فرم ϕ*ن  آزمو≥ ( )]E Xθ ϕ α=.  
θ فــرض کنیــد بــرای بعــضی -الــف: اثبــات ∈Θ ،*[ ( )]E Xθ ϕ ]* و ≠ ( )] 1E Xθ ϕ  و قــرار ≠

1θدهیم  می θ< .ترین آزمون برای انجام آزمون پیرسون پرتوان-با استفاده از لم نیمن  

: :1 1H vs Hθ θ θ θ′ ′= =  
  :عبارت است از

*

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1
4

f x kf x

x f x kf x

f x kf x

θ θ

θ θ

θ θ

ϕ γ

 >
= =
 <

  

) در MLRو چون خانواده دارای خاصیت  )T xپس است   
                                                 

١ Karlin & Rubin (1956) 
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( )
( )

( )
1f x

k T x c
f x
θ

θ
> ⇔ >  

پرتـوانترین آزمـون بـه انـدازه      ) 1(باشـند و در نتیجـه آزمـون           معادل مـی  ) 4(و  ) 1(های  بنابراین آزمون 
*[ ( )]E Xθα ϕ= H برای انجام آزمون     ≠ 1H در مقابل    ′ )چون  . است′ )f xθ   و ( )1f xθ  یکسان 

1 پیرسون   -تند پس بنابر نتیجه لم نیمن     نیس β α− * و یا    < *[ ( )] [ ( )]1E X E Xθ θϕ ϕ> .   حال اگـر
*[ ( )]E Xθα ϕ= پرتـوانترین آزمـون بـرای    ) 3( به فرم  ϕ* پیرسون آزمون    -نیمن  آنگاه طبق لم   =

Hآزمون  انجام 1H در مقابل ′   : است و بنابراین′
* *[ ( )] [ ( )]

1
E X E X

θ θϕ ϕ≥ =  
]*و در هر دو حالت  ( )]E Xθ ϕ یک تابع غیر نزولی از θاست .  

 بـرای انجـام آزمـون     αترین آزمون بـه انـدازه       رتوانپ) 1( در رابطه    ϕ*) الف( با توجه به قسمت      -ب
H 1H در مقابل    ′ ) است که در آن      ′ ) ( )( ) ( )P T X c P T X cθ θα γ= > +  و در نتیجـه     c پس   =

1θ تنها از طریق     1θ بستگی به    ϕ*آزمون   θ>       1 دارد و به خود مقدارθ    بنـابراین   .  بـستگی نـدارد*ϕ 
]*پرتوانترین آزمون یکنواخت به اندازه  ( )]E Xθα ϕ=    زیر است برای انجام آزمون<

                     )5(             : :1H vs Hθ θ θ θ′ ′= >  
]         از طرفی ( )] [ ( )]E X E Xθ θϕ α θ θ ϕ α ϕ≤ ∀ ≤ ⇒ ≤ ∀  

  
  
  

 برای انجام   αزیر کلاسی از آزمونهای در سطح       ) 2( برای آزمون    αبنابراین کلاس آزمونهای در سطح      
]* است و چون) 5(آزمون  ( )]E Xθ ϕ تابعی غیر نزولی از θاست پس :  

* *[ ( )] [ ( )]E X E Xθ θϕ ϕ θ θ≤ ∀ ≤  
  .نیز هست) 2( برای آزمون α یک آزمون در سطح ϕ*یعنی 

است بنابراین پرتوانترین   ) 5( در کلاس بزرگتر     αرین آزمون یکنواخت در سطح       پرتوانت ϕ*حال چون   
  است و چون) 2( در کلاس کوچکتر αآزمون یکنواخت در سطح 

*
1H vs H

ϕ• 1H v s H′
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* *sup [ ( )] [ ( )]E X E Xθ θ
θ θ

ϕ ϕ α
≤

= =  

)*پس  )Xϕ 1( در (یکنواخت به اندازه پرتوانترین آزمون α در آزمون )باشد می) 2.  
*اگر   *sup [ ( )] [ ( )]E X E Xθ θ

θ θ
α ϕ ϕ

≤
= =  باشد آنگاه پرتوانترین آزمون یکنواخت بـه انـدازه          =

α . گیـرد  است و مابقی اثبات با همان استدلال بالا انجام مـی       ) 3(به صورت   ) 5( برای انجام آزمون     =
  )تمرین(
  دارای اندازه زیر است) 1(به فرم  هر آزمون -ج

* *sup [ ( )] [ ( )] ( ) ( )E X E X P T c P T cθ θ θ θ
θ θ

α ϕ ϕ γ
≤

< = = = > + =  

)حال برای مقدار داده شده    , )1α  γ و c پیرسـون مقـادیر   -لم نیمن) ب( با استدلال مشابه قسمت ∋
]*توان یافت که را می ( )]E Xθ ϕ α=) اثبات به عهده دانشجو.(  

  
)اگر  : 1-3نتیجه   ,..., )1 nX X X=        یک نمونه تصادفی از توزیع احتمال :f Rθ θ ∈Θ د که   باش ⊃

) در   MLRاین خانواده دارای خاصـیت       )T X               اسـت در ایـن صـورت بـرای هـر آزمـون ϕ    و هـر 
θ ∈Θای که   به گونه*[ ( )] 1E Xθ ϕ<   :وجود دارد که) 1( به فرم ϕ* آزمونی مانند >

*

* *

[ ( )] [ ( )]

[ ( )] [ ( )]

E X E X

E X E X
θ θ

θ θ

ϕ ϕ θ θ

ϕ ϕ θ θ

 ≤ ∀ ≤


≥ ∀ ≥
  

]*فرض کنید   : اثبات ( )]E Xθ ϕ α= )* و   ≠ )Xϕ توانترین آزمون یکنواخت بـه انـدازه         پرα  در 
: آزمون :1H vs Hθ θ θ θ≤   :در این صورت. باشد) 1( به فرم <

*[ ( )] [ ( )]E X E Xθ θϕ ϕ θ θ≥ ∀ ≥  
ــتفاده از تقـــارن،   )*همچنـــین بـــا اسـ )1 Xϕ−  پرتـــوانترین آزمـــون یکنواخـــت بـــرای آزمـــون 

: :1H vs Hθ θ θ θ∗ ∗≥ 1αبه شرط آنکه ( است >   و بنابراین) ≠
* *[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]1 1E X E X E X E Xθ θ θ θϕ ϕ θ θ ϕ ϕ θ θ− ≥ − ∀ ≤ ⇒ ≤ ∀ ≤  
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] برای حالتی که     1-3نتیجه  : 2-3نتیجه   ( )]E Xθ ϕ ] یـا    = ( )] 1E Xθ ϕ  نیـز برقـرار اسـت بـه         =
      . میل دهیم∞± را به سمت c، )1(شرط آنکه در 

) در MLR دارای خاصیت   ها اگر خانواده توزیع   1-3با شرایط قضیه    : 3-3نتیجه   )T X   باشـند آنگـاه 
  آزمون

*
( )

( ) ( )
( )

1 T x c
x T x c

T x c
ϕ γ

<
= =
 >

  

*زمون یکنواخت برای انجام آزمون      آپرتوانترین   *: :1H vs Hθ θ θ θ≥  و  cدر آن    است کـه     >
γــه ــه بـ ــی گونـ ــین مـ ــه  ای تعیـ ــوند کـ ]*شـ ( )]E Xθ ϕ α=ــد ــت  . باشـ ــر اسـ ــه ذکـ  لازم بـ
*که *( ) ( )1X Xϕ ϕ= −.  

  .تمرین: اثبات
  

,فرض کنید   : 1-3مثال   ,...,1 2 nX X X      یک نمونه تصادفی از ( , )1N θ تـرین آزمـون   پرتـوان .  باشـند
: در آزمون αیکنواخت به اندازه  :1H vs Hθ θ θ θ≤   .دست آورید را به<

)                                         :حل ) /( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1

1 22 2 2 22 2
x x x

f x e e
θ θ θ

θ π π
− − − − + −−= =  

)بنابراین   )f xθ     ایی یک پارامتری بـا       متعلق به یک خانواده نم( ) , ( )d x x c θ θ=  اسـت و چـون      =

( )c θ ــعودی از ــابعی ص ــیت   θ ت ــانواده دارای خاص ــن خ ــس ای ــت پ  در MLR اس
1

n

i
i
X

=
ــا ∑  و ی

( )T X X=ون یکنواخت به اندازه  در نتیجه پرتوانترین آزم. استαعبارت است از :  

*( )
1 x c

x
x c

ϕ
>

=  <
  

  که در آن

[ ( )] ( ) ( )1
cE X P X c P Z

n
θ θ θ

θα ϕ∗ −
= = > = >  
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* /( )
/

/

11 1
1

1

x z
c nz c z x

xn n z
n

α

α α

α

θ
θ θ ϕ

θ

− >− ⇒ = ⇒ = + ⇒ =  − <


  

  
,فرض کنید   : 2-3مثال   ,...,1 2 5X X X      یک نمونه تصادفی از ( , )1B p  تـرین آزمـون    د پرتـوان   باشـن

0/یکنواخت به اندازه  05α   . برای انجام آزمون زیر را به دست آورید=

: / : /10 4 0 4H p vs H p≥ <  

)                                                : حل ) ( ) ( )1 11 1
px Ln

x x p
pf x p p p e− −= − = −  

)بنابراین   )pf x   واده نمایی یک پارامتری با       به یک خان( ) 1
pc p ln
p

=
−

) و    )d x x=    متعلق اسـت 

)که   )c p      یک تابع صعودی از p   است ( ( ) )
( )
1
1c P

p p
′ = >

−
 پس ایـن خـانواده دارای خاصـیت         

MLR   در ( )
5

1
i

i
T X X

=
= 0/تـرین آزمـون یکنواخـت بـه انـدازه           نتیجه پرتـوان  در  .  است ∑ 05α = 

  عبارت است از

( )

1 i

i

i

x c

x x c

x c

ϕ γ∗

 <
= =


>

∑
∑
∑

  

*شوند که  ای انتخاب می  به گونهγ و cکه در آن 
/ [ ( )]0 4pE Xϕ=.  

ــا  امـــ
5

1
i

i
P X

=

 
< = 

 
/ و ∑

5

1
0 0778i

i
P X

=

 
≤ = 

 
ــاب   ∑ ــا انتخـــ ــس بـــ c پـــ  و =

/ /
/

0 05 0 6430 0778γ −
= 0/ به اندازه UMP آزمون = 05α   : عبارت است از=

/
( )

0 643 i

i

x
x

x
ϕ∗

 == 
=

∑
∑
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  های یکنواختترین آزموننکاتی در مورد پرتوان
های خاصی با  هر آزمون فرضی وجود ندارد و تنها برای حالت پرتوانترین آزمون یکنواخت برای)1(

دارای های  های یک طرفه در خانوادهمثلاً این آزمون برای فرض(شرایط معین این آزمون وجود دارد 
های نوع دیگر ممکن است وجود ای دیگر با فرضه ه حتماً وجود دارد ولی در خانوادMLRخاصیت 

  .جه کنیدبه مثال زیر تو. نداشته باشد
  

: نشان دهید که برای آزمون 1-3در مثال : 3-3مثال :1H vs Hθ θ θ θ=  UMP آزمون ≠
  .وجود ندارد

)فرض کنید . کنیم از برهان خلف استفاده می: حل )1 xϕ یک آزمون UMP برای انجام آزمون H در 
1θحال یک نقطه .  باشد1Hمقابل  θ>در این صورت طبق لم نیمن پیرسون .  را در نظر بگیرید

 برای انجام آزمون αترین آزمون به اندازه آزمون زیر پرتوان
: : ( )1 1 1H vs Hθ θ θ θ θ θ′= =   . است<

*( )
1

1

1

x z
n

x
x z
n

α

α

θ

ϕ
θ

− >=  − <


  

1θ در نقطه αای در سطح ه  دارای بالاترین توان نسبت به آزمونϕ*نی یع θ= است و طبق یکتایی 
  باشدϕ*شتر از  که بخواهد دارای توانی برابر یا بیα پیرسون هر آزمون دیگری در سطح -لم نیمن

)*  با احتمال یک برابر باشد بنابراین بایستیϕ*بایستی با احتمال یک با  ) ( )1x xϕ ϕ=حال .  باشد
  تابع آزمون

( )2

1 x z
n

x
x z

n

α

α

θ
σ

ϕ
θ

σ

− < −=  − > −


  

2θبرای هر . را در نظر بگیرید θ<داریم که   
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( )2 2 2
2 2

2 1 1 1
XXP z P Z

n n nϕ θ α θ α
θ θ θθθ

   − −−
Π = < − = < − +  

   
  

2θزیرا  (                                                   θ− > (2
2

1
XP z

nθ α
θ −

> < − 
 

    

                                                    2
2

1
XP z

nθ α
θ −

= > 
 

  

                                       2
2 2

1 1
XP z

n nθ α
θ θ θ − −

> > + 
 

  

                                              
  

                                                                                    ( )1 2ϕ θ= Π  

2θ در نقطه    1ϕ از   دارای توانی بیشتر  2ϕیعنی   θ=      پس آزمون   .  است که این یک تناقض استUMP 
      .برای آزمون فوق وجود ندارد

 دیگر براساس لم نیمن پیرسون همواره ی در حالت آزمون فرض ساده در مقابل فرض ساده)2( 
 بستگی θگاه توزیع به پارامتر مجهول  که تکیهکه در مواردیالیباشد در ح ترین آزمون یکتا میپرتوان

  .به مثال زیر توجه کنید. دارد پرتوانترین آزمون یکنواخت الزاماً یکتا نیست
,فرض کنید  : 4-3مثال  ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از ( ),U θ ،θ  باشند و بخواهیم <

:  فرض برای آزمونαآزمون به اندازه  :1H vs Hθ θ θ θ≤   .دست آوریم را به<
ام آزمون  برای انجαبه اندازه ) قضیه کارلین روبین( آزمون یکنواخت ترین نشان دهید که پرتوان-الف
H 1 در مقابلHعبارت است از   

( )

( )

*( )1
1 1

1

n
n

n
n

x
x

x

θ α
ϕ

θ α

 ≥ −= 
< −

  

های آزمون نشان دهید که آزمون زیر نیز پرتوانترین آزمون یکنواخت به  به وسیله مقایسه توان-ب
  . است1H در مقابل H برای آزمون αاندازه 

2
2

1
XP z

nθ α
θ −

= > 
 
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( )

( )

*( )2
1 n

n

x
x

x

θ
ϕ

α θ

≥=  <
  

)توان نشان داد که خانواده توزیعهای  می به راحتی -الف :حل ),U θ دارای خاصیت MLR در 

( )nXن آزمون  روبی-  است بنابراین طبق قضیه کارلینUMP به اندازه α برای H 1 در مقابلH 
  عبارتست از

( )

( )

*( )1
1

x
n

n

x c

x c
ϕ

≥=  <
  

)                                               که در آن )
1 11 n n

n n
x nxf x n x θ

θ θ θ

− −  = = < <  
  

  

( )( )*( )
1

1 1
n nn

n nc
C

nx x cE X P X c dx

θ
θ

θ θα ϕ
θ θθ

−     = = ≥ = = = −        
∫  

( ) ( )

( )

*
1

1 1
1

1

n
nn

n
n

x
c x

x

θ α
θ α ϕ

θ α

 ≥ −⇒ = − ⇒ = 
< −

  

  و تابع توان این آزمون عبارتست از

( ) ( )( )

( )

*
1

1

1
1

1

1

1 1 1

n

n

n n
n n

n

n
n

P X x
θ

θϕ

θ α

θ θ α

θ θ α
θ θ α

θ

θ θ α

θα θ θ α
θ

−

 < −
Π = ≥ − =   ≥ − 
 

 < −


=   − − ≥ −  
 

  

  صورت زیر استکه شکل آن به
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  -ب

( ) ( )( ) ( )( )

( )

*
2

1 1

n n
n n

n

P X P X x x
θ θ

θ θϕ

θ

α θ θ

θ θ α θ
α θ θ

θ θ

α θ θ

θα θ θ
θ

+ ≤
Π = ≥ + < =    + >      

≤
=   − − >  

 

  

  
  بنابراین

( ) ( ) ( )* * *sup ,
2 2 1ϕ ϕ ϕθ θ
θ α θ θ θ θ

≤
Π = Π = Π ∀ >  

*و درنتیجه 
2ϕ نیز آزمون UMP اندازه  بهαفرض آزمون  انجام برایH 1 در مقابلHاست .  

  
به مثال . های دوطرفه نیز وجود دارد در مواردی خاص پرتوانترین آزمون یکنواخت برای آزمون)3(

  .زیر توجه کنید
:یم آزمون  فرض کنید بخواه4-3در مثال : 5-3مثال :1H vs Hθ θ θ θ=  انجام دهیم  را≠

  . است1H در مقابل Hفرض آزمون  انجام برایα به اندازه UMPنشان دهید که آزمون زیر آزمون 

( ) ( )*( )
. .

1 n
n nx or x

x
ow

θ θ α
ϕ

 ≥ <= 


  

: ابتدا آزمون :حل :1H vs Hθ θ θ θ′= بنابر قضیه کارلین روبین آزمون .  را در نظر بگیرید<
UMP به اندازه αبرای انجام این آزمون عبارتست از   

( ) ( )

( )
1

1 n

n

x c
x

x c
ϕ

≥=  <
  

  که در آن 
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( )

( )

( )

[ ( )] ( ) .... ( )

( )

1

1

1 1

1 1
0 1

n n
n

n
n

n
n

cE X P X c c

x
x

x

θ θα ϕ θ α
θ

θ α
ϕ

θ α

= = ≥ = = − ⇒ = −

 ≥ −⇒ = 
< −

  

  که تابع توان آن عبارتست از  

           )               6      (( ) ( )1 1 1
n

ϕ
θθ α θ θ
θ

 Π = − − ≥ 
 

  

:حال آزمون    :1H vs Hθ θ θ θ′′=  UMPشود که آزمـون       راحتی دیده می  ه را در نظر بگیرید ب     >
   برای انجام این آزمون عبارتست از αبه اندازه 

( )

( )

( )2
1
0

n
n

n
n

x
x

x

θ α
ϕ

θ α

 ≤= 
>

 

  که تابع توان آن برابر است با   

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( )

2 2

0

1 1
2n

n
n

n n

n n
n n

E X P X

x

ϕ θ θ

θ α

θ ϕ θ α

θ θ α θ θ α

θθ α θ θ α θ α θ θ
θ θ

Π = = ≤

 < <
 

= =    ≤ ≤ ≤ ≤    
    

  

)*همچنین تابع توان آزمون )xϕ عبارتست از   

( ) ( )*
*

( ) ( )~
( ) ( ) n

n nE x P X P Xθ θ θϕ
π θ ϕ θ θ α = = ≥ + <  
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( ) |

( ) | ( ) |

( ) ( )

( )( )

1

1

8

1 1

n

n

n

n n

n n

n

n n

n

x

x x

θ α

θ αθ
θ

θ θ α

θ α θ θ
θ

θ θ
θ θ

θ θ α
θ α θ α θ θ
θ

θα θ θ
θ


 <

= + ≤ <

 + ≤


<

= ≤ <

 − − ≤

  

  شود که  نتیجه می) 8(و ) 7(و ) 6(بنابراین از روابط 

*

*

*

( )

( ) ( )

( ) ( )
1

2

ϕ

ϕϕ

ϕϕ

θ α

θ θ θ θ

θ θ θ θ

Π =

Π = Π ∀ >

Π = Π ∀ <

 

1H برای   UMP آزمون   1ϕو چون    vs H 1H بـرای      UMP آزمـون    2ϕو   ′ vs H باشـند     مـی  ′′
   )شکل زیر ( است1H در مقابل H  فرض آزمون انجامبرای α به اندازه UMP  آزمون ϕ*پس 

  
  

  
 را UMPتوان برای بعضی از مسایل آزمون   روبین می- با استفاده از روش اثبات قضیه کارلین)4 (

  .های زیر توجه کنیدبه مثال. یافت
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  ر تصادفی با تابع چگالی یک متغیXفرض کنید : 6-3مثال 

( ) ( ) ( )1
2f x x x x R Rθ φ θ φ θ θ=  − + +  ∈ ∈   

 برای انجام آزمون UMPآزمون .  تابع چگالی نرمال استاندارد استφکه 
: :1H vs Hθ θ=   . را به دست آوریدα به اندازه ≠

:  ابتدا آزمون :حل : ( )1 1 1H vs Hθ θ θ θ′= =   . را در نظر بگیرید≠

( )
( )

( ) ( )2 2
1 1

2
1

1 1 1
2

1 1
2 2

2
1
2

1 1 1
2 2 2 1

21
2

x x

x x

x

e e
f x

e e e
f x

e

θ θ

θ
θ θ θ

θ

π π

π

− − − +

− −

−=

  + 
    = = +   

  ( )cosh
21 2 1 1 1e x k x k or x k x c

θ
θ θ θ−= > ⇔ > < − ⇔ >  

  بنابراین

( )* 2

2

1 x z
x

x z

α

α

ϕ
 >= 

<
  

1H در مقابل H برای آزمون αپرتوانترین آزمون به اندازه   از طریق 1θ تنها به φ* است و چون ′

1θ   . است1H در مقابل H برای آزمون α به اندازه UMP بستگی دارد پس آزمون ≠
  

,فرض کنید : 7-3مثال  ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از توزیع ( ), 1U θ θ آزمون .  باشند+
UMP به اندازه αفرض برای انجام آزمون  : :1H vs Hθ θ≤   . را به دست آورید<

: ابتدا آزمون :حل : ( )1 1 1H vs Hθ θ θ θ′ ′= =   . را در نظر بگیرید<

( ) ( )
( ) ( ),

,( ) ( )
1 1

1
1 x xn

n

i
i

f x I x Iθ θ θ θ
 

− 
 

+
=

= =∏  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,

,

( )
( )

, ,
( ) ( )

11

1

1 1

1
1 11 1

1

11

1

1 1

1

n

n

n

x x

n n
x x

n

x x

Iیѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا
f x

k x x x x
f x I

یѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا
x x

θ

θ

θ

θ

θ θ

θ

 − 
 

=  − 
 

 < − <


= < < ∞⇔ − < < > − < <


 − < <

  

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1

1

11

1 1

1

1 1

n

n

f x
x x

f x
f x

x x
f x

θ

θ

θ

θ

θ

θ

=

=


− < < < ⇒ =

⇔ 
 − < < < ⇒ =

 

)به علت صعودی بودن نسبت بالا در  )1x  
                            ( ) ( ), 11nx x c⇔ < < 

)             ازترین آزمون عبارت استپس پرتوان ) ( ) ( )* ,

. .
11

1
nx x c

x
ow

ϕ
< <= 


  

  که در آن

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

,

( ) ,

,

1
1 1

1

1

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

n

c c n x
nx x

cc n n n n n

E X P X X c

f x y dy dx n n y x dy dx

n x dx x c c c

θ θα ϕ

α

= =

−

−

 = = − < < 

= − = − − −

= − − = + − = + − − = − ⇒ = −

∫ ∫ ∫ ∫

∫

  

  
  
  
  
  

 برای انجام UMP آزمون ϕ*توان نشان داد که   روبین می- با استدلالی مشابه اثبات قضیه کارلین
  ).اثبات تمرین( نیز هست 1H در مقابل Hآزمون  
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  ها خانواده توزیع1طور تصادفی صعودی بودنهخاصیت ب: 4بخش 
 خانواده (SI)طور تصادفی صعودی بودن  خاصیت بهMLRتر از خاصیت  یک خاصیت ضعیف

}ای ه توزیع }:f Rθ θ ∈Θ   . است⊇
1, فرض کنید برای هر :1-4تعریف  2θ θ ∈Θ 1 که 2θ θ≠ توابع ( )1F xθ و ( )2F xθ یکسان 
) خانواده گویند . نباشند ){ }:F x Rθ θ ∈Θ 1 اگر برای  استSI دارای خاصیت ⊇ 2θ θ< داشته 

  باشیم که

( ) ( )2 1F x F x xθ θ χ≤ ∀ ∈  
)  یا معادلاً(  ) ( ) ( ) ( )2 1 2 11 1F x F x P X x P X xθ θ θ θ− ≥ − ⇔ > ≥ >(        

 دارای تابع توزیع iX دو متغیر تصادفی باشند که 2X و 1Xبه عبارت دیگر اگر 
i

Fθ ،,1 2i د  باش=
  آنگاه

( ) ( )1 21 2 1 2P X x P X xθ θθ θ< ⇒ > ≤ >  

  
طور  به2Xیم که در این حالت گوی.  است1X دارای مقادیر بزرگتری نسبت به 2Xو بنابراین 

  . است1Xتصادفی بزرگتر از 
  . به قضیه زیر توجه کنیدSI درک بهتر مفهوم برای

در این صورت .  دو تابع توزیع روی خط حقیقی باشند1F و Fفرض کنید : 1-4قضیه 

( ) ( )1F x F x< برای هر  x اگر و فقط اگر دو تابع غیرنزولی ،f 1 وf و متغیر تصادفی V موجود 
  باشند که

                                                 
١ Stochastically Increasing Property 
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)، ν برای هر -الف ) ( )1f fν ν<  
) -ب )f V دارای تابع توزیع F و ( )1f V1 توزیع  دارای تابعFباشند .  

صدق ) ب(و ) الف( موجود باشند که در شرایط V و متغیر تصادفی 1f و fفرض کنید توابع : اثبات
  در این صورت. کنند

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1F x P f V x P f V x F x x= ≤ ≤ ≤ = ∀  
)، xبرعکس، فرض کنید برای هر  ) ( )1F x F x≤باشد و قرار دهید   

( ) ( ) ( ){ }inf : , ,1i i if y x F x y F x i= − ≤ ≤ =  
) if همانند تابع معکوس iFهای زیر شکل(کند اگر تابع در نقطه پیوسته نباشد   عمل می((  

  
   غیرنزولی هستند وifتوابع 

( ) ( ), ,i i i if F x x F f y y x y  ≤  ≥ ∀    

  بنابراینها غیر نزولی هستند ifچون
( ) ( ) ( )i i i iy F x f y f F x x≤ ⇒ ≤   ≤  

  ها غیر نزولی هستندiFو چون

( ) ( )( ) ( ) ( )i i i i if y x F f y F x y F x≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤  
  نتیجه در

( ) ( ) ,1 2i if y x y F x i≤ ⇔ ≤ =  
) یک متغیر تصادفی دارای توزیع Vال فرض کنید ح ),1Uباشد در این صورت  
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( )( ) ( )( ) ( ) ,1 2i i iP f V x P V F x F x i≤ = ≤ = =  
)یعنی  )if V دارای تابع توزیع iFحال چون .  است( ) ( )1F x F x≤وق  است بنابراین از رابطه ف

) ∀yشود که  نتیجه می ) ( ) ,1f y f y≤ کند می که اثبات را تمام.  
  

آیا این خانواده دارای .  استSIهای مکان دارای خاصیت نشان دهید که خانواده توزیع: 1-4مثال 
   نیز هست؟MLRخاصیت 

)                :حل ) ( )F x F xθ θ= − 

   داریم کهFبا توجه به صعودی بودن 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 1 2 1 2x x F x F x F x F xθ θθ θ θ θ θ θ< ⇒ − > − ⇒ − > − ⇒ >  
اما بعضی از اعضای این خانواده دارای .  استSIهای مکان دارای خاصیت بنابراین خانواده توزیع

)برای مثال خانواده .  است و بعضی نیستMLRخاصیت  ),1N θ دارای خاصیت MLR در 

1

n

i
i
X

=
) است ولی خانواده ∑ ),1C θ دارای خاصیت MLRنیست .  

  
}فرض کنید خانواده : 2-4قضیه  }:f Rθ θ ∈Θ ها باشند که دارای خاصیت  ای از توزیع  خانواده⊃

MLR در ( )T X X=باشند .  
) باشد آنگاه x تابعی غیرنزولی از  اگر -الف )( )E Xθ ψ تابعی غیرنزولی از θاگر .  است

, ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی با چگالی f θ باشند و ψ 1,..., تابعی از ′ nx x باشد که 
)هایش غیرنزولی است آنگاه  برحسب هر یک از آرگومان ),...,1 nE X Xθ ψ ′   یک تابع غیزنزولی 

  . استθاز 
  . استSIفوق دارای خاصیت  یها توزیع خانواده -ب
 وجود داشته باشد که x تغییر علامت دهد، یعنی یک  تابعی باشد که تنها یک بارψ اگر -ج

( )
x x

x
x x

ψ
≤ <

= ≥ ≥
) وجود دارد که θ، در این صورت یک  )E Xθ

θ θ
ψ

θ θ
≤ <

  =   ≥ >
 

)جز اینکه هب )E Xθ ψ   برای هر θکاملاً مثبت یا کاملاً منفی باشد .  
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) فرض کنید -د )f xθ برای هر θ و هر x مثبت باشد و ( )
( )

2

1

f x
f x
θ

θ
 برای x یک تابع اکیداً صعودی از 

1 2θ θ< باشد و ( )xψ  اگر . باشد که با احتمال یک مخالف صفر باشد) ج(تابعی همانند حالت

( )[ ]E Xθ ψ ) آنگاه ،= )E Xθ
θ θ

ψ
θ θ

< <
  =   > >

  

f چون -الف: اثبات θ دارای خاصیت MLR در ( )T X X= 1است پس برای 2θ θ<، ( )
( )

2

1

f x
f x
θ

θ
 

)یک تابع غیرنزولی از  )T x x= است و همچنین ( )xψ نیز یک تابع غیرنزولی از xاست بنابراین   

( )
( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )
( )

cov , 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1

2 1E X

f X f X f X
X E X E X E

f X f X f X

θ

θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ θ

ψ

ψ ψ ψ

  

     
≥ ⇒ −   ≥                

  
( ) ( )2 1E X E Xθ θψ ψ⇒   −   ≥    

  .شود راء نتیجه حاصل می تایی، با استفاده از استقnبرای حالت نمونه 

)دهیم  می قرار -ب ) [ , ) ( )
1

x
X x

X I X
X x

ψ +∞
>

= =  ≤
)در این صورت .  )Xψ یک تابع 

  داریم که) الف(بنابراین طبق قسمت .  استXغیرنزولی از 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 11 2 E X E X P X x P X xθ θ θ θθ θ ψ ψ< ⇒   ≥   ⇒ > ≥ >     
  . استSIیت یعنی خانواده فوق دارای خاص

1 هر دهیم که برای  نشان می-ج 2θ θ< ،( )1E Xθ ψ  ≥ دهد که   نتیجه می( )2E Xθ ψ  ≥ .  

)اگر  )
( )

2

1

f x
f x
θ

θ
= بایستی ) صعودی بودن این نسبت( آنگاه طبق فرض  باشد∞

( ) ,1f x x xθ = ∀ ) طبق فرض روی  و در نتیجه< )Xψداریم که   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

x
E X x f x d x x f x d xθ θ θψ ψ µ ψ µ

+∞

−∞ −∞
  = = ≤  ∫ ∫  
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)حال فرض کنید  )
( )

2

1

f x
c

f x
θ

θ
= <   در این صورت روی مجموعه ∞

( ) ( ){ | , }1 2S x f x f xθ θ= = > ،( )xψ اگر چنین نباشد آنگاه برای یک ( خواهد بود ≤

1x S∈ ،( )xψ 1x است یعنی > x<1بنابراین .  استx x< در داخل S است و برای آن 

( )1 1f xθ ) است که با صعودی بودن = )
( )

2

1

f x
f x
θ

θ
) و همچنین  )

( )
2

1

f x
c

f x
θ

θ
= <   ). در تناقض است∞

  درنتیجه

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2

2
1

1

1 1

1 1

1

S S

S

x

x

E X x f x d x x f x d x

f x
x f x d x
f x

c x f x d x c x f x d x

f x f x
c c

f x f x

cE X

θ θ θ

θ
θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ

ψ ψ µ ψ µ

ψ µ

ψ µ ψ µ

ψ

− ∞

−∞
<

  = + 

≥

≥ +

↑ < ↑ >

=   ≥ 

∫ ∫

∫

∫ ∫ 

  
)پس نشان دادیم که اگر  )1E Xθ ψ  >  1 و 2θ θ≤ آنگاه ( )2E Xθ ψ  ≥ است .  

)حال اگر قرار دهیم  )( ){ }inf | E Xθθ θ ψ=  حاصل θ آنگاه نتیجه موردنظر با این ،<
  .شود می
  )تمرین. (است) ج( اثبات مشابه حالت -د

  
  ). مراجعه کنید1- 4به مثال (قضیه بالا در حالت کلی برقرار نیست ) ب(عکس قسمت : توجه

  



 ٥٧

های آماری  آزمون فرض
  وسیله نظریه تصمیمبه
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مفاهیم اولیه: 1بخش  
 قرار داشته باشد و براساس یک نمونه Θ در یک فضای پارامتری θفرض کنید پارامتر موردنظر ما 

,تصادفی  ,...,1 2 nX X X از توزیع ( ){ }| :f x θ θ ∈Θجام دهیم بخواهیم آزمون فرض زیر را ان  

: :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈ΘD D  
1Θکه در آن  Θ = ΘD 1Θ و ∪ Θ =∅D }  از دو نقطه 1در این مسئله فضای کارها. ∩ }, 1a a= D A 

H را پذیرش فرض aDکار . تشکیل شده است D 1 و کارa 1 را پذیرش فرضHاگر . گیریم  در نظر می
xهای  مجموعه مقادیر داده

�
 ناحیه بحرانی و ناحیه رد C تقسیم کنیم که در آن C و C را به دو ناحیه 

Hفرض  D و C ناحیه پذیرش فرض H D باشد آنگاه یک تابع تصمیم ( )xδ
�

 A به χ تابعی از 
  .گیرد صورت زیر میه را ب1a و aDاست که دو مقدار 

( )
1

a x C
x

a x C
δ

 ∈= 
∈

D �
�

�
 

}بنابراین  | ( ) }1C x x aδ= =
� �

} و  | ( ) }C x x aδ= = D� �
   و تابع آزمون عبارتست از

( )
( )

( )
11 x a

x
x a

δ
ϕ

δ
=

=  = D
�

� D
�

 

)ما با احتمال یعنی  )xϕ
�

H فرض  D در این حالت تابع زیان و تابع مخاطره عبارتند از. کنیم را رد می  
( ) ( ) ( ), , ( ) , ( ( ))1 1L L a X L a Xθ ϕ θ ϕ θ ϕ= + −D� �

 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ], , ( ) , ( )1 1R L a E X L a E Xθ θθ ϕ θ ϕ θ ϕ= + −D� �
 

  
θای باشد که اگر  گونههدر مسئله آزمون فرض تابع زیان بایستی ب ∈ΘD 1 باشد و ما کارaرا انجام  

1θدهیم و یا  ∈Θ و ما کار aD و در ) ایم خطا انجام داده( را انجام دهیم مقداری زیان متحمل شویم
. شود یبنابراین تابع زیان در این حالت از دو قسمت تشکیل م. غیر اینصورت مقدار زیان صفر باشد

)تابع  ),L aθ D مقدار زیان ناشی از پذیرش فرض H D و تابع ( ), 1L aθ پذیرش  مقدار زیان ناشی از

                                                 
١ Action Space 
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 بصورت زیر D−1ترین نوع تابع زیان، تابع زیان  ساده.  استθ به ازای مقادیر مختلف 1Hفرض 
  :باشد یم

( ),
11L a

θ
θ

θ
∈Θ

=  ∈Θ

D
D

D )   و   ), 1
1

1
L a

θ
θ

θ
∈Θ

=  ∈Θ

D

D
 

حالت تعمیم یافته . در این حالت انجام هر یک از خطاهای نوع اول و دوم دارای یک مقدار زیان است
  صورت زیر استه بD−1تابع زیان 

( ),
1II

L a
c

θ
θ

θ
∈Θ

=  ∈Θ

D
D

D )   و   ), 1
1

IcL a
θ

θ
θ
∈Θ

=  ∈Θ

D

D
 

 مقدار هزینه انجام خطای نوع دوم IIc مقدار هزینه انجام خطای نوع اول و Icدر این تابع زیان 
  توجه کنید که در هر دو حالت داریم که. است

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,
1

1 1

L a L a

L a L a

θ θ θ

θ θ θ

 > ∀ ∈Θ


> ∀ ∈Θ

D D

D
 

:وان آزمون تابع ت :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈ΘD Dآید یمصورت زیر بدست ه ب  
( ) [ ] ( )( ) ( ) 1E X P X aθ θθ ϕ δΠ = = =

� �
 

  آید ی تعمیم یافته بصورت زیر بدست مD−1همچنین تابع مخاطره مربوط به تابع زیان 

( )
[ ]
[ ]

( )
( )( )

( )
,

( ) 11 11
II

IIII

cc E X
R

cc E X
θ

θ

θ θϕ θ
θ ϕ

θ θϕ θ

 Π ∈Θ ∈Θ = = 
−Π ∈Θ− ∈Θ  

DD�

�
 

  

  یبیزآزمون : 2بخش 
,فرض کنید  ,...,1 2 nX X Xهای  یک نمونه تصادفی از خانواده توزیع ( ){ }| :f x θ θ ∈Θ باشند و 

θ دارای توزیع پیشین ( )π θ و توزیع پسین ( )| xπ θ
�

 باشد و بخواهیم آزمون 
: :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈ΘD Dموقعی که بیزیدر آزمون .  انجام دهیم را 

( ) ( )| |1P x P xθ θ∈Θ < ∈ΘD � �
H باشد ما فرض  D خواهیم کرد یعنی زمانی که احتمال  را رد

X باشد موقعیکه 1Θ در θ کمتر از قرار گرفتن ΘD در θقرار گرفتن  x=
� �

 چون . مشاهده شود
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( ) ( )| |1 1P x P xθ θ∈Θ = − ∈ΘD� �
)بنابراین شرط بالا برابر است با ،  )| 1

2P xθ ∈Θ <D �
  و در

)صورت ه ببیزینتیجه یک ناحیه بحرانی آزمون  )| 1
2C x P xθ = ∈Θ < 

 
D� �

باشد و تابع  یم 

  صورت زیر استهآزمون ب

( )

( )

|
( )

|

11 2
1
2

P x
x

P x

θ
ϕ

θ

 ∈Θ <= 
 ∈Θ ≥


D

D

�
� D

�

 

,فرض کنید : 1-2 مثال ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از توزیع ( ), 2N θ σ باشند که 

( )~ , 2Nθ µ τ و µ ، 2τ 2 وσبرای انجام آزمون بیزیآزمون .  همگی معلوم هستند 
: :1H vs Hθ θ θ θ≤ >D D D را بدست آورید.  

  :حل

( ) ( )| |1 1
2 2P x P xθ θ θ∈Θ < ⇔ ≤ <D D� �

 

( )~ ( ), ( ) ,
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2
n xx N x x
n n

µσ τ σ τθ µ η µ η
σ τ σ τ

+
= =

+ +� � �
 

|توجه کنید که طریقه به دست آوردن توزیع  xθ
�

  زیر است  به صورت 

( )
( )

( | )
22

2 22 21

1
2 222

n n nxi
i

n x
f x e e

θ θ
σ σ

θ
σθ πσ

−

=
− −− ∑

= ∝
�

 

( ) ( ) ( )
1 22 2 222

11
2 222 e e

µθ θ
τ τθ µ

τπ θ πτ
− +− −−

= ∝  
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( )( | ) ( | )

| ~

2
2 2 2 2

2 2 2 22
2 2 2 2

2 2 2 22
2 2 2 2

22 2 2 2
2 2 2 2

1 1 22

1 22

1
2

1 22

2

n nx

n n x

n n x
n

n n x
n

x f x e

e

e

e

nx N

µθ θ
σ τ σ τ

τ σ τ µσθ θ
σ τ σ τ

τ σ τ µσθ θ
σ τ τ σ

τ σ τ µσθ θ
σ τ τ σ

π θ θ π θ

τθ

    − + − +    
    

 + + − − 
  

 + + − − 
+  

 + + − − 
+  

⇒ ∝ ∝

=

=

∝

∴

� �

�
,

2 2 2

2 2 2 2
x
n n

µσ σ τ
τ σ τ σ

 +
  + + 

 

)چون توزیع  | )xπ θ
�

) نسبت به  )xµ
�

  : متقارن است و با توجه به شکل زیر داریم

 
( )| ( )

2 2

2 2
1
2

n xP x x
n

µσ τθ θ µ θ θ
σ τ

+
≤ < ⇔ > ⇔ >

+D D D� �
 

( ) ( )2
2 2 2 2

2n x n x
n

σ θ µ
τ θ σ τ µσ θ

τ
−

⇔ > + − ⇔ > + D
D D  

Hبنابرین فرض  Dشود اگر و فقط اگر  ی رد  م( )2

2x
n

σ θ µ
θ

τ
−

> + D
D باشد و اگر در توزیع پیشین 

µ θ= D های یعنی به فرض( باشدH D 1 وH 1 شانس پیشین یکسان
Hآنگاه )  را نسبت دهیم2 D رد 

x  اگر و فقط اگرشود یم θ> D  
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صورت ه تعمیم یافته نیز بD−1میم و استفاده از تابع زیان صتوان براساس نظریه ت ی را مبیزیآزمون 
  .زیر انجام داد

: برای انجام آزمون بیزیآزمون : 1-2 قضیه :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈ΘD Dتحت .  را در نظر بگیرید
   تعمیم یافته هر آزمون بفرمD−1تابع زیان 

( )

( )

|
( )

|

1 II

I II

II

I II

cP x
c c

x
cP x

c c

θ
ϕ

θ

 ∈Θ < += 
 ∈Θ >
 +

D

D

�
� D

�

 

  .است) بیزییک آزمون  (بیزییک تصمیم 
H فرض بیزی در آزمون :اثبات Dکنیم که  ی را زمانی رد م( , ) ( , )1r x a r x a< D� �

 مخاطره یعنی مقدار 
Hپذیرش فرض  (aD پسین کار مخاطرهکمتر از مقدار ) 1Hپذیرش فرض (1aپسین کار  D (باشد اما  

( )( , ) , ( | ) ( | ) ( | )
1

1II IIr x a L a x d c x d c P xθ π θ θ π θ θ θ
Θ Θ

= = = ∈Θ∫ ∫D D� � � �
 

( )( , ) , ( | ) ( | ) ( | )1 1 I Ir x a L a x d c x d c P xθ π θ θ π θ θ θ
Θ Θ

= = = ∈Θ∫ ∫
D

D� � � �
 

) رد شود , ) ( , ) ( | ) ( | )1 1I IIH r x a r x a c P x c P xθ θ⇔ < ⇔ ∈Θ < ∈ΘD D D� � � �
 

               ( )( | ) ( | ) ( | )11 II
I II

I II

cc P x c P x P x
c c

θ θ θ⇔ ∈Θ < − ∈Θ ⇔ ∈Θ <
+D D� � �

 

 
Iتوجه کنید که اگر  IIc c=) آنگاه این آزمون با )  باشدیعنی هزینه خطای نوع اول و دوم یکسان

  .شود ی گفته شده قبلی یکی منآزمو
  . تعمیم یافته بدست آوریدD−1زیان تابع  را براساس بیزی آزمون 1-2در مثال : 2-2 مثال

IIدهیم  یقرار م: حل

I II

c
c c

γ =
+

   در این صورت.

رد شود   ( ) ( ) ( )| x xH P x P xθ µ θ µθ θ γ γ
η η

 − −
⇔ ≤ < ⇔ ≤ < 

 
D

D D � �� �
 

      ( )xP Z θ µ γ
η

 −
⇔ ≤ < 

 
D �  
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      ( ) ( )x z x zγ γ
θ µ µ θ η

η
−

⇔ < ⇔ > −D
D� �

 

      ( )2 2 2

2 2 2x z
n n γ

σ θ µ σ τθ
τ σ τ
−

⇔ > + −
+

D
D  

Iتوجه کنید که اگر  IIc c= 1 باشد آنگاه
2γ z و = γ = D یکی 1-2 و این آزمون با آزمون مثال 

  .شود یم
  

] اندازه آزمون از رابطه یبیزتوجه کنید که در آزمون  ]sup ( ) sup ( )E X P X Cθ θ
θ θ

α ϕ
∈Θ ∈Θ

= = ∈
D D� �

 

ای انتخاب  گونهه آزمون دلخواه بایستی چگالی پیشین را بی آید که برای رسیدن به یک اندازه یبدست م
  . شودαکرد که اندازه آزمون برابر 

    پرتوانترین آزمون: 3بخش 
1,...,فرض کنید  nX X یک نمونه تصادفی از توزیع ( )| :f x θ θ ∈Θ باشد و بخواهیم آزمون 

: :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D Dاگر توزیع پیشین بصورت .  را انجام دهیم( )
1 1

π θ θ
π θ

π θ θ
=

=  =

D D 

  آید یم بصورت زیر بدست بیزیباشد در این صورت آزمون 

رد شود  ( )| ( | )II II

I II I II

c cH P x x
c c c c

θ θ π θ⇔ = < ⇔ <
+ +D D D� �

 

      ( | )( | ) ( | )
( | ) ( | ) ( | )

1 1

1 1 1

IIII I

I I II

c f xx c f x c k
x c f x c f x c

π θπ θ θ π
π θ θ π θ π

⇔ < ⇔ < ⇔ > =D D D

D D
�� �

� � �
 

  باشد یم بفرم زیر بیزیبنابراین تابع آزمون 

( )
( )
( )
( )

*

|
|

( )
|
|

1

1

1 f x
k

f x
x

f x
k

f x

θ
θ

ϕ
θ
θ


>

= 
 <

D

D

�
�

�
D �

�

 )1(  

 که در آن
1

I

II

ck
c

π
π

= D.  
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)*در آمار کلاسیک طبق لم نیمن پیرسون تابع آزمون  )xϕ
�

ای انجام ترین آزمون یکتا را بر پرتوان
Hآزمون  D 1 در مقابلHدهد که در آن  ی مkآزمون شود که اندازه  یای تعیین م گونهه بα شود 

)*یعنی )E Xθ ϕ α  = D �
آزمون )  مناسب1π و πDانتخاب (بنابراین با انتخاب توزیع پیشین مناسب . 

  .باشد ی نیز یک آزمون پرتوان یکتا مبیزی

:همچنین در آزمون  :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D D آزمون *( )xϕ
�

 با )1( در 
1

I

II

ck
c

π
π

= D یک آزمون 

  از طرفی. کند ینیمم م ی را میبیز مخاطره است و درنتیجه بیزی
( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( ) [ ]
, , , ,

, ( ) , ( )1

1 1

1 1 1 1
r E R R R

L a E X L a E Xθ θ

π ϕ θ ϕ π θ ϕ π θ ϕ

π θ ϕ π θ ϕ

=   = + 
= + + + −

D

D D

D D DD D
� �

 

( ) ( )1I IIc cπ α ϕ π β ϕ= +D  
)که در آن ( )α ϕ و ( )β ϕخطای نوع اول و نوع دوم آزمون  بترتیب احتمال ϕبنابراین ).  هستند

   یعنیبیزی مخاطره ،)1(آزمون فوق 

( ) ( ) ( ), 1I IIr c cπ ϕ π α ϕ π β ϕ= +D  
  .کند ینیمم م یرا م
) دارای تابع چگالی Xفرض کنید متغیر تصادفی : 1-3 مثال )f xθ باشد و بخواهیم آزمون زیر را 

  انجام دهیم
( ) ( ): ~ : ~ 11H X f x vs H X f xθ θDD  

)ن آکه در  ) ,1 1f x xθ = < <
D

D و ( ) ,1 2 1f x x xθ = < <D . آزمونی را پیدا کنید که مقدار
( ) ( )3α ϕ β ϕ+ را پیدا کنیدآزمون و سپس احتمال خطای نوع اول و دوم  نیمم کند یم را.  

  :حل
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 3I IIr c cπ ϕ π α ϕ π β ϕ α ϕ β ϕ= + = +D  

, 1
1

33 1 31
I

I II
II

cc c k
c

ππ π
π

= = ⇒ = = =D
D  

  ند عبارتست ازک ینیمم م ی را مبیزی مخاطره که بیزیبنابراین آزمون 
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( )*

( )
( )

( )
( )

1

1

1 3

3

f x
f x

x
f x
f x

θ

θ

θ

θ

ϕ


>

= 
 <


D

D

D
 

) اما )
( )

1 2 21
f x x x
f x
θ

θ
= =

D

   بنابراین،

*( )

31 2
3
2

x
x

x
ϕ

 >= 
 <

D

 

)و چون  ) 1f x x= ∀ >D D، پس ( )* Xϕ با احتمال یک روی مجموعه ( ){ }|x f x >D D صفر 
  است و بنابراین

( ) ( )* *, 1 1
3 31 12 2E X P X E X P Xθ θ θ θα ϕ β ϕ      = = > = = − = < =         D D

D  

 
) فرض کنید بخواهیم آزمونی را پیدا کنیم که در آن 1- 3در مثال : 2-3 مثال ) /0 1α ϕ ) و ≥ )β ϕ 

)آزمون موردنظر را پیدا کرده و کمترین مقداری را که . نیمم مقدار خود را بگیرد یم )β ϕتواند  ی م
  .بگیرد تعیین کنید

) فرض کنید :حل )

( )
( )
( )
( )

*

1

1

1 f x
k

f x
x

f x
k

f x

θ

θ

θ

θ

ϕ


>

= 
 <

D

D
D

) و یا  )*
1 2

2

kx
x

kx
ϕ

 >= 
 <

D

خواهیم  ی م

) را چنان تعیین کنیم که kمقدار  ) /0 1α ϕ ) و ≥ )β ϕ نیمم شود یم.  

( ) ( ) / / /1 0 1 0 9 1 82 2 2
k k kE X P X kθ θα ϕ ϕ  =   = > = − ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥    D D

 

( ) ( )1 1 1
2 222 11 1 22 2 4

kkk kE X P X P X xdx x kθ θ θβ ϕ ϕ    = −   = − > = ≤ = = =         ∫D D
 

( )β ϕشود که  ینیمم م ی موقعی مk 1/ کمترین مقدار خود یعنی 8k    را بگیرد که در این صورت=
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( ) ( ) ( ) ( )* /
/ , / /

/
21 0 9 0 1 0 9 0 810 9

x
x

x
ϕ α ϕ β ϕ

>
= = = = <D

 

 
 پیوسته گرفته شده است که تابع چگالی آن توزیع از یک Xیک مشاهده : 3-3مثال 

( ) ,1 1f x x= < <D D یا ( ) ,31 4 1f x x x= < <Dبراساس یک مشاهده .  استx بایستی 
fتصمیم گرفته شود که کدامیک از D 1 یاf فرض کنید احتمال پیشین . باشد می تابع چگالی صحیح

fدرست بودن چگالی  D2ر  براب
   باشد همچنین فرض کنید که3

( ),1 4L f a =D )       و        ), 1 1L f a =D )       و        ), ,1i iL f a i= =D D  

fگیریم که چگالی  یم تصمیم xنیمم کنیم برای چه مقادیری از  یم را بیزی مخاطرهاگر بخواهیم  D 
  صحیح است؟

  :حل

( ) ( ), , , , ,1 1 1
2 11 4 3 3I IIc L f a c L f a π π= = = = = =D D D  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1
1

2
2 4 13

43 3 2
3

I
I II

II

cr c c k
c

ππ ϕ π α ϕ π β ϕ α ϕ β ϕ
π

= + = + ⇒ = = =D
D  

  کند عبارتست از ینیمم م ی را مبیزی مخاطره که بیزیبنابراین آزمون 

( )

( )
( )
( )
( )

*

1

1

11 2
1
2

f x
f x

x
f x
f x

ϕ


>

= 
 <

D

D
D

 

  اما
( )
( )

31 1 1 142 2 2
f x

x x
f x

> ⇔ > ⇔ >
D

  

  بنابراین
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( )*

11 2
1
2

x
x

x
ϕ

 >= 
 <

D

 

1نابراین اگر مقدار ب
2x fگیریم که ی باشد تصمیم م< D 1 درست نیست و اگر

2x  باشد تصمیم >

fگیریم که  یم Dدرست است .  
  

,فرض کنید: 4-3مثال  ,...,1 2 nX X Xه تصادفی از  یک نمون( ),4N µ باشد و بخواهیم آزمون 
: :11 1H vs Hµ µ= − =Dنیمم  یمقدار م.  را انجام دهیم( ) ( )α ϕ β ϕ+ را که برای اندازه 

  :توان بدست آورد را تعیین کنید یهای زیر م نمونه
1n -الف 4n -ب  = 16n -ج  =   آید؟ یم بزرگ چه وضعیتی پیش n برای -د  =
  )به عهده دانشجو (:حل

  
,فرض کنید: 5-3 مثال ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از ( )P λباشند و بخواهیم آزمون  

: :1 1H vs Hλ λ λ λ= =D D که λ λ≥ Dرا انجام دهیم .  
) نشان دهید که مقدار -الف ) ( )α ϕ β ϕ+وسیله آزمونی که ناحیه بحرانی آن بصورت ه بX C> 

  . را تعیین کنیدCشود و مقدار  ینیمم م یاست م

1 برای -ب
4λ =D 1 و

1
2λ 30n و = )نیمم  یم مقدار ≤ ) ( )α ϕ β ϕ+را تعیین کنید .  

  )به عهده دانشجو (:حل
  

  نیماکسیآزمون م: 4بخش 
: فرض کنید بخواهیم آزمون :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D Dیکتا بیزیچون هر تصمیم .  را انجام دهیم 

  است، بنابراین طبق مطالب قسمت قبل آزمون مینیماکس  ثابت یک تصمیممخاطرهبا 
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*

( | )
( | )

( )
( | )
( | )

1

1

1 f x k
f x

x
f x k
f x

θ
θ

ϕ
θ
θ

 >= 
 <


D

D

�
�

� D �
�

  

با 
1

I

II

ck
c

π
π

= D برای انجام آزمون مینیماکس یک آزمونH D 1 در مقابلH است به شرط آنکه 

( ) ( ), ,1m mR Rθ δ θ δ=D در آن که  

*

*

( | )
( ) ( | )

( )
( | )( )
( | )

1

11 1
1m

f xa k
a x f x

x
f xa x a k
f x

θ
ϕ θ

δ
θϕ
θ

 > = = = 
=  <



D
D D

D

�D
� �

�
��
�

 

  توجه کنید که
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
, , , ,

, ( ( ) ) , ( ( ) )

( ) ( )
1

1

1 1

1 1 1

m m m m

m m

I II

I II

R R E L E L

L a P X a L a P X a

c P X C c P X C

c c

θ θ

θ θ

θ δ θ δ θ δ θ δ

θ δ θ δ

α β

 = ⇒   =   
⇒ = = =

⇒ ∈ = ∉

⇒ =

D

D

D D

D D D� �

� �
 

,فرض کنید : 1-4 مثال ,...,1 2 100X X X یک نمونه تصادفی از توزیع ( ),100N µآزمون .  باشند
:برای انجام آزمون  مینیماکس :175 78H vs Hµ µ= =D 1 با فرضIIc 3Ic و =  را بدست =

  .آورید و احتمال خطاهای آزمون را محاسبه کنید
    :حل

( )

( )

( )( | )
( | )

100 2 100 2 2
1

1
100 2

1

1 78 3 1200 78 75100 2001
1 75200

i
ii

i

i
i

x
x

x

f x e e k x c
f x

e

µ
µ

=
=

=

− −
− −

− −

∑
∑

= = > ⇔ >
∑D

�
�

  

( ) ( )
( ) ( )

, , ( ) ( )

/ , / , /

1 75 783
3 1 75 78

76 8 0 036 0 115

m m I IIR R c c P X c P X c

c c

c

µ µµ δ µ δ α β

α β

= == ⇒ = ⇔ > = <

⇔  −Φ −  = Φ − 
⇒ = = =

D
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    1آزمون مجاز: 5بخش 
:برای انجام آزمون: 1-5تعریف  :1 1H vs Hθ θ= Θ = ΘD Dون  یک آزمϕ گویند اگر  را مجاز

  که  وجود نداشته باشد بطوری′ϕآزمون دیگر

( ), ( , )R Rθ ϕ θ ϕ θ′ ≤ ∀ ∈Θ  
θیک با نامساوی اکید برای حداقل  ∈Θ)  1در اینجا ϕΘ Θ =D 1Θ و ∩ = Θ ΘD ∪(  

 
 خارج از این ′ϕ اگر برای هر آزمون ندی گو2ها را خانواده کامل از آزمونCخانواده : 2-5تعریف

Cϕکلاس آزمون     وجود داشته باشد بطوریکه∋

( ), ( , )R Rθ ϕ θ ϕ θ′≤ ∀ ∈Θ  
θیک کید برای حداقل و نامساوی ا ∈Θخانواده . برقرار باشد Cگویند اگر برای هر   3 را اساساً کامل

  که  وجود داشته باشد بطوری∋Cϕ خارج از این کلاس آزمون ′ϕآزمون 

( ), ( , )R Rθ ϕ θ ϕ θ′≤ ∀ ∈Θ  
  

:مون در آز -الف :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D Dدیدیم که آزمون   

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

*
1

1

1

1 f x kf x

x f x kf x

f x kf x

θ θ

θ θ

θ θ

ϕ γ

 >
= =


<

D

D

D
D

  

ــوان ــدازه    پرتـ ــه انـ ــا بـ ــون یکتـ ــرین آزمـ )*تـ )E Xθα ϕ =  D �
ــت ــون  .  اسـ ــام آزمـ در انجـ

: :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D D    یک آزمون ϕ       مجاز خواهد بود هرگاه آزمون ϕ′      وجود نداشـته باشـد 
  که

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,1 1

R R

R R

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

′ ≤


′ ≤

D D  

                                                 
١ Admissible Test 
٢ Complete 
٣ Essentially Complete 
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  . با نامساوی اکید در یکی از روابط فوق
)حال اگر شرط     ) ( ), ,1L a L aθ θ>D D D   و ( ) ( ), ,1 1 1L a L aθ θ>D       باشـند را    یم ـ که معمـولاً برقـرار

  شوند یبکار ببریم در این صورت شرایط فوق بصورت زیر تبدیل م

[ ] [ ]
[ ] [ ]

( ) ( )

( ) ( )1 11 1
E X E X

E X E X
θ θ

θ θ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ ≤


′− ≤ −

D D  

  .با نامساوی اکید در حداقل یکی از روابط فوق
: در انجام آزمون α یک آزمون مجاز به اندازه ϕاگر : تذکر :1 1H vs Hθ θ θ θ= =D D باشد آنگاه 
ϕترین آزمون به اندازه  پرتوانα باشد اما اگر  یمϕترین آزمون به اندازه  پرتوانα ًباشد آنگاه لزوما 
ϕ کتاب 204 صفحه 1تمرین ( یک آزمون مجاز نیست Ferguson کنید را مشاهده.(  
:آزمون در  -ب :1H vs Hθ θ θ θ≤ >D D Dبر طبق قضیه کارلین روبین آزمون یک طرفه   

( )*
( )
( )
( )

1 T x c
x T x c

T x c
ϕ γ

>
= =
 <

�
� �

D
�

   (A) 

)*پرتوانترین آزمون یکنواخت به اندازه  )E Xθα ϕ =  D �
حال اگر تابع زیان در شرایط زیر .  بود

  صدق کند
 

 
  :در این صورت) تابع زیان صفر و یک و تعمیم یافته آن( معمولاً برقرار است که

X صدق کند و اگر توزیع B)( اگر تابع زیان در شرایط -الف: 5-1قضیه 
�

 در MLR دارای خاصیت 
)آماره  )T X

�
  .لاس اساساً کامل است یک ک(A)های یک طرفه  باشد آنگاه کلاس آزمون

) اگر بعلاوه مجموعه نقاط -ب ){ }|x f xθ > D به θ 1, بستگی نداشته باشد و نقاط 2θ θ ∈Θ 
)که  وجود داشته باشند بطوری ) ( ), ,1 1 1L a L aθ θ> D و ( ) ( ), ,2 1 2L a L aθ θ< D  1که 2θ θ θ≤ ≤D 

  . یک آزمون مجاز است(A)آنگاه هر آزمون بفرم 

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

1

1

L a L a

L a L a

θ θ θ θ

θ θ θ θ

≥ ∀ <

≥ ∀ >

D D

D D

(B) 
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  باشد یم بصورت زیر مخاطره تابع ϕبرای هر آزمون  -الف :اثبات

( ) ( ) [ ] ( ) [ ], , ( ) , ( )1 1R L a E X L a E Xθ θθ ϕ θ ϕ θ ϕ= + −D� �
 

  بنابراین

( ) ( ) ( ){ } [ ]{ }* *, ( , ) , , ( ) ( )1R R L a L a E X E Xθ θθ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ − = − −  D � �
 )1(  

   قضیه کارلین روبین)1(بر طبق نتیجه 

[ ]

[ ]

*

*

( ) ( )

( ) ( )

E X E X

E X E X

θ θ

θ θ

ϕ ϕ θ θ

ϕ ϕ θ θ

   ≤ ∀ ≤  


  ≥ ∀ ≥  

D

D

� �

� �

  (C) 

θ داریم که اگر (C) و (B)بنابراین با توجه به روابط  θ< D آنگاه هر دو عبارت سمت راست رابطه 
θ غیرمنفی هستند و اگر )1( θ> D غیرمثبت هستند و )1( آنگاه هر دو عبارت سمت راست رابطه 

) همواره غیرمنفی است یعنی )1(ت بنابراین طرف راس ) *, ( , ) ,R Rθ ϕ θ ϕ θ θ− ≥ ∀ ≠ DD . برای

θ θ= D داریم که [ ] *( ) ( )E X E Xθ θϕ ϕ =  D D� �
)بنابراین ) (C)رابطه  ( ) *, ( , )R Rθ ϕ θ ϕ=D D و 

  . اساساً کامل است(A)های بفرم درنتیجه کلاس آزمون
 ϕ باشد و (A) آزمونی به فرم ϕ* مجاز نباشد، یعنی فرض کنید (A)فرم ه فرض کنید آزمون ب-ب

  آزمونی باشد که

( ) *, ( , )R Rθ ϕ θ ϕ θ≤ ∀ ∈Θ  
  چون. ها برقرار باشدθو نامساوی اکید برای بعضی از 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,
1 1 1

1 2
2 1 2

L a L a

L a L a

θ θ
θ θ θ

θ θ

 > ≤ ≤
<

D
D

D
 

  
  کهشود  یم نتیجه )1(بنابراین از رابطه 

[ ] *( ) ( )1 1E X E Xθ θϕ ϕ ≤  � �
]     و      ] *( ) ( )2 2E X E Xθ θϕ ϕ ≥  � �

  

ــر  ــال اگــ )*حــ )1E Xθ ϕ  >  D
�

ــاه  )* آنگــ )Xϕ
�

ــون  ــون  UMP آزمــ ــام آزمــ ــرای انجــ  بــ

: :1 1 1H vs Hθ θ θ θ′ ′≤ >D     است و اگر *( )1E Xθ ϕ  =  D
�

)* آنگاه    )Xϕ
�

نترین آزمون بـه     پرتوا 



                                                                                           وسیله نظریه تصمیمهای آماری به آزمون فرض :فصل چهارم
 

٧٢ 

Hاندازه صفر برای آزمون      ′D    1 در مقابلH های به اندازه صفر دارای توان صـفر         است زیرا تمام آزمون    ′
)که مجموعه   باشند موقعی  یم ){ }|x f xθ > D   به θ     بنـابراین  ) لم نیمن پیرسون  ( بستگی نداشته باشد

)*در هر حالت  )xϕ
�

   است و درنتیجهUMP آزمون 

[ ]*( ) ( ) 1E X E Xθ θϕ ϕ θ θ  ≥ ∀ > � �
  

)*به همین ترتیب  )1 Xϕ−
�

: برای انجام آزمون UMP نیز آزمون  :2 1 2H vs Hθ θ θ θ′′ ′′≥ <D 
  است و درنتیجه

[ ]*( ) ( ) 2E X E Xθ θϕ ϕ θ θ  ≤ ∀ < � �
 ((C) رابطه) 

     داریم )1( و (B)و درنتیجه با توجه به رابطه 

( ) *, ( , )R Rθ ϕ θ ϕ θ− ≥ ∀ ∈ΘD  
 که برقراری نامساوی فوق به کنید توجه ( یک آزمون مجاز استϕ* که یک تناقض است پس آزمون 

θکه اگر این علت است  θ> D  1آنگاهθ θ> اگر نامنفی است و ) 1( و در نتیجه سمت راست رابطه
θ θ< D  2آنگاهθ θ< نامنفی است) 1( و در نتیجه سمت راست رابطه.(  

  



 ٧٣

  های دو طرفهزمونآ

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
   



 ههای دو طرفآزمون: قصل پنجم
 

74

    

  تعمیم لم نیمن پیرسون:1بخش 
های دو طرفه نیاز به تعمیمی از لم نـیمن پیرسـون داریـم کـه آن را در ایـن                     برای بحث در مورد آزمون    

)توجه کنید که در بحث زیر توابع    . آوریم یم بخش )xϕ که ( ) 1xϕ≤ ≤D توابـع بحرانـی   باشند را 
  .نامیم یم

,فرض کنید  : 1-1قضیه   ,...,1 mf f fDقیقی بوده کـه نـسبت بـه انـدازه     د ح توابعی روی محور اعداµ 
   شرط درϕهمچنین فرض کنید تابع بحرانی . انتگرال پذیر باشند

)1 (                     , ,...,1 2i if d c i mϕ µ = =∫  
  .دهیم یم نشان Cکند با  یمصدق ) 1( را که در شرط ϕکلاس توابع بحرانی . صدق کند

f وجـود دارد کـه       ϕکنند یک تابع     یمصدق  ) 1( که در شرط     ϕ در بین توابع بحرانی      -الف dϕ µ∫ D 
  .کند یم ماکسیممرا 
f انتگرال   C از کلاس    ϕD شرط کافی برای آنکه      -ب dϕ µ∫ D   کند آن اسـت کـه ثابتهـای         ماکسیمم را 

, ,...,1 2 mk k k و مقدار ( ) 1xγ< <Dکه  موجود باشند بطوری  

)2(                       ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1
m

i i
i
m

i i
i
m

i i
i

if f x k f x

x x if f x k f x

if f x k f x

ϕ γ

=

=

=


>


= =


 <


∑

∑

∑

D

D D

DD

  

1,...,با  ) 2( در رابطه    ϕD اگر   -ج mk k ≥ D     صدق کند آنگاه ϕD    انتگـرال f dϕ µ∫ D     ام  را در بـین تم ـ
)توابع بحرانی  )xϕ کند ی مماکسیممکنند  یم که در رابطه زیر صدق  

,...,1i if d c i mϕ µ ≤ =∫  

)} مجموعه   -د ,..., ) .}1 mM f d f d is a critical funϕ µ ϕ µ ϕ= ∫  یـک مجموعـه محـدب و        ∫
)اگر  . بسته است  ),...,1 mC C     یک نقطه درونی M     باشد آنگاه تابعهای , ,...,1 2 mk k k     و یـک آزمـون 
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ϕ    کند موجود هستند و یک شرط لازم برای اینکه یـک تـابع               یمصدق  ) 1(که در شرط    ) 2( به فرمϕ 
f انتگرال Cدر  dϕ µ∫ D جا تقریباً همه) 2( کند این است که به فرم ماکسیمم را ( ). .a c µباشد .  

} فرض کنید -الف :اثبات }nϕای از توابع بحرانی در   دنبالهCباشند که   

lim sup
n

f d f d
ϕ

ϕ µ ϕ µ
→∞

=∫ ∫D D  

}در این صورت یک زیر دنباله  }
inϕ و یک تابع بحرانی ϕقضیه فشردگی ضعیف (ود دارد که وج(  

, , ,...,01 2
in k kf d f d for k mϕ µ ϕ µ→ =∫ ∫ 

f است و انتگرال C در ϕبنابراین تابع  dϕ µ∫ D را در بین توابع Cϕ   .کند یم ماکسیمم ∋
   با توجه به اینکه-جب و 

( ) ( ) ( ) ( )
1

m

i i
i

x x f x k f xϕ ϕ
=

 
 −  − ≥  

 
∑D D D  

  بنابراین

[ ]
1

m

i i
i

f k f dϕ ϕ µ
=

 
− − ≥ 

 
∑∫ D D D  

           [ ] [ ]
1

m

i i
i

f d k f dϕ ϕ µ ϕ ϕ µ
=

=
⇒ − ≥ − = ≥

∑∫ ∫D D D
D
D

  

                                                                                     µ µf d f dϕ ϕ⇒ ∫ ≥ ∫D D D   
  . اثبات به عهده دانشجو- د

  
اثبـات  (، شرط مذکور شرط لازم نیز هست        قضیۀ فوق ) ب(مت  قس توان نشان داد که در      می :1-1توجه  

  ) لهمنTSH کتاب97تمرین صفحۀ 
  

  . آوریم باشد بدست می یمن پیرسون مین ضیۀ فوق نتیجۀ زیررا که تعمیم لماز ق
,فرض کنید   : )یمن پیرسون تعمیم یافته     نلم  ( : 1-1 مل ,...,1 mf f fD     توابعی روی محور اعداد حقیقی

  .انتگرال پذیر باشندµبوده که نسبت به اندازۀ 

  )ب(در حالت 
 )ج(در حالت
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fمقدار انتگرال   ) 2( در رابطۀ    ϕD -الف   dϕ µ∫ D         را در بین تمام توابـع بحرانـیϕ       کـه دررابطـۀ زیـر 
  کند  میماکسیممکنند  صدق می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )µ µ ,...,1i ix f x d x x f x d i mϕ ϕ∫ = ∫ =D  
, اگر   -ب ,...,1 2 mk k k ≥ D  ،   دراین صورتϕD   مقدار انتگرالµf dϕ∫ D       را در بین تمام توابـع بحرانـی 
ϕ کند  میماکسیممکه دررابطۀ زیر صدق می کنند  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )µ µ ,...,1i ix f x d x x f x d i mϕ ϕ∫ ≤ ∫ =D  
)  قراردهید 1-1درقضیۀ: اثبات ) ( ) ,...,1i iC x f x d i mϕ µ= ∫ =D.    

  
ــۀ ــد:1-1نتیج ــرض کنی 1,..., ف 1mf f ــدازۀ     + ــک ان ــه ی ــسبت ب ــال ن ــالی احتم ــع چگ ــند  µتواب باش

>1αو <Dاین صورت یک تابع آزمون در .باشدϕوجودداردکه :  
( ) ( ), , ,...,1 1 2im

E X E X i mϕ α ϕ α
+
  >   = =     

. اینکه جزه ب .µ1 1

m

m i i
i

f k f a e+
=

= 1mfدراینجا ( ∑ fهمان + D قضیۀ قبل است.(  

دست می آید   پیرسون ب یمن  نم   نتیجه ازنتیجۀ ل   m=1برای  .  است   mاثبات بوسیلۀ استقراء روی      : اثبات

( )1α β< .  ثابـت کنـیم    m+1بـرای    بخـواهیم نتیجـه را     و  برقرارباشـد  mفرض کنید نتیجه بـرای      . −
1,...,اگر mf f    وابسته خطی باشند تعدادif آیـد  یابد ونتیجه ازفرض اسـتقراء بدسـت مـی        اهش می ها ک. 

ــابرا ــدبن ــرض کنی 1,...,ین ف mf fــستق ــندم ــابراین از .ل خطــی باش ــون   بن ــع آزم ــتقراء تواب ــرض اس ف

, j, ,...,1j j mϕ ϕ′    کهای گونهبه ندموجود هست  =
( ) ( )
( ) ( )

[ ] [ ] ,..., , ,...,

[ ] [ ]

1 1 1i j i j

j j j j

E X E X i j j m

E X E X

ϕ ϕ α

ϕ α ϕ

′= = ∀ = − +

′< <
 

  .برد بکار این قضیه را از  بعد1-1توجّه  و1-1قضیۀ ) ب(حال می توان قسمت 
)طرفی  از )xϕ α≡ درشرط  

( ) , ,...,1iE X i mϕ α  = =   
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کنند پرتوانترین   شرط فوق صدق می    که در ϕبین تمام توابع     بخواهد در  ϕاگر این تابع    . کند صدق می 
)(باشد   )E Xϕ  D 1چون   باشد و ) 2(بایستی به فرم    آنگاه  )  کند ماکسیمم راα< <D  ،   پس بایـستی

( )
1

1

m

i i
i

f x k f
+

=
= ∑Dدهد  بدست می باشد که نتیجه را.  

  

  1های دو طرفهآزمون: 2بخش 
هـای   ان آزمـون  تـو   هـستند مـی    MLRهایی که دارای خاصیّت       دیدیم که برای خانواده    هارمصل چ ف در

UMPــو  را ــرای آزمــــ ــه  ن بــــ ــک طرفــــ ــای یــــ θ: هــــ θ vs :θ θ1HΗ ≤ >D D D  و
θ:یا θ :θ θ1H vs H≥ <D D D     خـواهیم   ایـن قـسمت مـی      در) قضیۀ کارلین روبـین     (را بدست آورد

  طرفۀ زیر بحث کنیم  های دودرمورد آزمون فرض
 (i)   :θ θ θ :θ θ1 2 1 1H vs H≤ ≤ <D θ یا  θ2>  

( ) :ii H vsθ θ θ θ= ≠D D D  
(iii) :θ θ1H ≤D θ یا  θ :θ θ θ2 1 1 2vs H≥ < <    

به خانوادۀ نمایی یک پـارامتری بـه         را محدود   نوع فرض خود   3این    در مونبرای بدست آوردن تابع آز    
  کنیم  می صورت زیر

) 3(                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )θ θ θ θ
θ µ { } θx Q x Qf x e d x e h x+ += = ∀ ∈Θ    

,اگر   برد زیرا  کلیت مسئله راازبین نمی   درنظرگرفتن چنین فرمی     ,...,1 2 nX X X     یک نمونۀ تصادفی از

)خانوادۀ نمایی یک پارامتری با چگالی        ) ( ) ( ) ( )θ θ
θ { }d x Qf x e h x+=    باشند آنگاه( )

1

n

ii
T d x

=
= Σ 

 پارامتری به صورت    آن نیز به یک خانوادۀ نمایی یک      است که توزیع     θنیمال برای   یک آماره بسندۀ می   
  زیر متعلق است

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )θ θ θ θ
θ

t Q t Qf t e h t e d tν+ += =D D
D  

  :درنظربگیرید برای اثبات این مطلب دو حالت زیررا

                                                 
١ Two Sided Tests 
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  : حالت گسسته-الف

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

θ θ
θ

,..., :

θ θ

,..., :

θ θ

,..., :

θt θ

...

...

...

e

1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

n
i

i

n
n i
i

n
n i
i

n
n i
i

nd x nQ
T ii

x x d x t

nt nQ
ii

x x d x t

nt nQ
ii

x x d x t

Q

f t p T t e h x

e h x

e h x

h t

=

=

=

=

Σ +

=  Σ = 
  

+

=  Σ = 
  

+

=  Σ = 
  

+

= = = Σ Σ Σ Π

= Σ Σ Σ Π

 
= Σ Σ Σ Π 

 

= D
D

 

  شوند  ها به انتگرال تبدیل می قط مجموعف  است وقسمت فوق اثبات مشابه : حالت پیوسته-ب
  

 برای خانوادۀ نمایی یک پارامتری فوق وجود نـدارد          UMPهیچ آزمون    )ii( و )i(های نوع    برای فرض 
هـای  آزمونبرای این دو نوع فرض پرتوانترین  های بعد قسمت در و) لهمن  TSHکتاب   31-3مسئلۀ  (

  .مورد بررسی قرار می دهیم  را UMPU)( 1بیکنواخت نااری
قـضیه   در کـه آن را    دارد  وجود UMPخانوادۀ نمایی یک پارامتری آزمون       در )iii(درمورد فرض نوع    

  .برای اثبات این قضیه به لم زیر نیاز است. خواهیم آورد  بعد
  تابعی باشد که انتگرال زیر  ϕ فرض کنید :1-2لم 

( ) ( ) ( )xa x e d xθθ ϕ µ= ∫  
  :این صورت  در. متناهی کند شود، گرفته می نظر درθکه تابعی از  را

  .پیوسته استθ این تابع نسبت به -الف
  .تواند به درون انتگرال برده شود می است و موجود θ مشتق تمام مراتب این تابع نسبت به -ب

)تابع : اثبات )θa صورت زیر نیز نوشت توان به  را می.  

                                                 
١ Uniformly  Most  Powerful  Unbiased 



 ههای دو طرفآزمون: قصل پنجم
 

79

( ) ( )θθ xa e d xν= ∫  

θحال برای یک نقطه  ∈ΘDداریم که :  
( ) ( ) ( )

( )
( )

θθ

θ θ
θ

θ θ
θ θ θ θ

θ θ
1

xx

X
X

a a e e d x

ee d x

ν

ν
−

− −
=

− −

 −
=  

−  

∫

∫

D

D
D

D

D D

D

  

  توجّه به این که با

,1 xbxe e b
b

δ

δ
δ

−
≤ ∀ ≤  

  شود  میرالاکرانداب بنابراین تابع درون انتگرال به وسیلۀ تابع زیر از
( ) ( ){ }θ δ θ δθ δ

δ δ
1 1 x xx xe e e+ −+ ≤ +D DD  

θاگر θ δ− ≤Dقـضیۀ همگرایـی    چون سمت راست رابطۀ فوق انتگرال پذیراسـت بنـابراین از           .باشد- 

)  ک شود نـسبت  نزدی θDکه به  θnمی شود که برای هر دنبالۀ    نتیجه 1گبمغلوب ل  ) ( )θ θ
θ θ
n

n

a a−
−

D

D
 

)به )θ xxe d xν∫ D شود نزدیک می  
( ) ( ) ( ) ( )

θ θ
θθ θ

lim lim
θ θ θ θ

nx x
xn

n nn n

a a e e d x xe d xν ν
→∞ →∞

− −
= ∫ = ∫

− −

D
DD

D D
 

)نتیجه پیوستگی تابع     در که این مشتق پذیری و     )θaب( همچنین نتیجـۀ قـسمت       .بدست می دهد   را( 
  .مشابه است شتقات مراتب بالاتر نیز بطورم .دهد برای مشتق مرتبۀ اول نتیجه می را

  
) خانواده توزیع های نمایی یک پارامتری      در :1-2نتیجۀ   ) ( )θθ E Xϕ ϕΠ =         یک تـابع پیوسـته و 
  .توان درون انتگرال بدست آوردست و بعلاوه مشتق این تابع را میا θپذیراز مشتق

  
  ای آزمون بر-الف :1-2قضیه 

: 1H θ θ≤D 2:      یا 1 1 2vs Hθ θ θ θ θ≥ < <  

                                                 
١ Lebesque  Dominated  Convergence  Theorem 
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کـه عبـارت     وجـود دارد  α به اندازۀ    UMPیک آزمون    ،)3(خانوادۀ توزیعهای نمایی یک پارامتری       در
  است از

( )
1 2

1

1 2

1
i

x x x
x x x

x x or x x
ϕ γ

< <
= =
 < >D

                                      )4(  

1,که در آن  2x x 1, و 2γ γ شوند که چنان تعیین می  

)5(                                     ( ) ( )θ θ1 2E X E Xϕ ϕ α  =   =     

) این آزمون -ب )E Xθ ϕ   1برای تمام ) 5( نسبت به شرط راθ θ<  2وθ θ> کند نیمم می می.  
>1α برای   -ج <D         در   ماکـسیمم تابع توان این آزمون دارای یک θD 1 ،کـه 2θ θ θ< <D      اسـت و بـا 

  :د کهن موجود باش2t و1tیابد بجز اینکه دو نقطه کاهش می ،θD ازθدور شدن

( ) ( )1 2 1P X t P X tθ θ= + = =           θ∀ ∈Θ  
1 فرض کنید    -الف :اثبات 2θ θ θ< ]را چنـان بیـابیم کـه      φ باشد و بخـواهیم آزمـون      > ( )]E Xθ φ را

  : اگر قرار دهیم.  کندماکسیمم) 5( نسبت به محدودیت

( ) ( )( ){ ( ) , ( )1 2M E X E Xθ θϕ ϕ= ϕ{  یک تابع بحرانی است   
)ون  س ـدر این صـورت طبـق نتیجـه لـم نـیمن پیر             )1α β< ) شـامل نقـاط      M  مجموعـه  − , )1Uα و

( , )2Uα  ــه ــت ک 1 اس 2U Uα〈 ــی  ( 〉 ــرا م ــم   زی ــوان ل ــیت ــمن پیرن ــون س ــرای آزم ــای ون را ب       ه
: :1 1 1H vs Hθ θ θ θ θ′ ′ ′= = >D ــابع ــا ت : وϕ ب :2 1 2H vs Hθ θ θ θ θ′′ ′′ ′= = <D ــابع ــا ت   ب

1 ϕ−  و چون   )  بکار ببریمM         یک مجموعه محدب است پس شامل نقاط ( , )U U   1 باU< <D   نیـز 
) شامل نقطه    Mبنابراین  . هست , )α α  کننـد    صـدق مـی   )  5( ر شـرط  یعنی توابع آزمونی کـه د     ( است

) و آزمون    2kو  1kمقادیر  )  د -1-1(بنابراین طبق قضیه     )وجود دارند  )xϕD   وجـود دارد    ) 2( به فـرم
 در بـین    UMPیک آزمـون     ϕDاین آزمون   ) ج -1-1(به قضیه   با توجه   . کند   صدق می  )5(که در شرط    

]توابعی است که در شرط       ( )] , ,1 2
i

E X iθ ϕ α≤ بـرای اینکـه نـشان دهـیم کـه          . کننـد    صدق می  =
H برای انجام آزمون     UMP یک آزمون    )4( به فرم    ϕآزمون   D    1 در مقابلHکافی است نـشان     است ،

]است و ثانیاً    ϕDدهیم که اولاً به فرم       ( )]E Xθ ϕ α≤ 1 برای هرθ θ≤ 2 وθ θ≥.    قسمت ثانیـاً بـا 



 ههای دو طرفآزمون: قصل پنجم
 

81

)ا آزمون   ب ϕسه آزمون   قضیه با مقای  ) ب(استفاده از قسمت     )xϕ α′ زیـرا طبـق    ( آیـد   به دست مـی    ≡
]قسمت ب،    ( )] [ ( )] ,1 2E X E Xθ θϕ ϕ α θ θ θ θ′≤ = ∀ ≤  برای اثبـات قـسمت اولاً یعنـی         .)≤
  کنیم به صورت زیر عمل میϕو ϕDمعادل بودن 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 21X f x k f x k f xθ θ θϕ = ⇔ > +D  

                   ( ) ( )( ) 1 1 2 21 2
x Q x Qx Qe k e k eθ θ θ θθ θ + ++⇔ > +  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 21 2 1x Q Q x Q Qk e e k e eθ θ θ θ θ θ θ θ− − − −⇔ + <  

                   1 21 2 1b x b xc e c e⇔ + <  
 

  که در آن 
( ) ( ) , , 1 1 2 21 2iQ Q

i ic k e i b bθ θ θ θ θ θ−= = = − < < − =D  
)دهـیم    مـی  قرار ) 1 21 2

b x b xm x c e c e= 1اگـر . + 2x x< آنگـاه بـا حـل دسـتگاه        ) 4رابطـۀ    در(باشـد
( )
( )

1

2

1
1

m x
m x

=
 =

2مقادیر  1c       .بدست می آوریم به صورت زیر راcو

( ) ( )( )sin
2 2 2 1

1 1 2 2 1 2 2 1

1 1 1 2

1 1 2 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 1 2

2

b x b x

b x b x b x b x

b x b x

b x b x b x b x

e ec ce b b x b b x
e e

e ec
e e

+ +

+ +

−
= > − < −

−
−

= >
−

D

D
  

  همچنین

( )

( ) 1 2

1 1

2 1 2 2
2 2

1 1 2 2

1

b x b x

c bm x x Ln
b b c b

m x c b e c b e x

 −′ = ⇒ =  −  
′′ = + > ∀

DD

D

  

  
  



 ههای دو طرفآزمون: قصل پنجم
 

82

)بنابراین   )m x  دارای یک نقطۀ مینـیمم در        ب است و  تابع محد یکx x= D پـس    .اسـت( ) 1m x < 
1     فقط اگر  و اگر 2x x x−∞ < < < < )فقط اگر  و یعنی اگر ∞+ ) 1xϕ =Dباشد. 

1حال اگر  2x x=  ،2,ابصورت با انتخ  این در 1c cدستگاه معادلات    از( )
( )
1

1

1m x
m x

=
 ′ = D

ریم وآیبه دست م  

  که

( )

( ) ( )

2 1
1 1

1 1 2 1 1 1 2 1

1 1 2 1
2 1

1 1 1 1 1 1

2 2
1

1 2 2 12 1

11 1 2 2
2

2 1
2

1 1 1 1 1 2 1 1 1 2

1
b x

b x
b x b x b x b x

b x b x
b x

b x b x b x

b e bc e
c e c e b bb b e

bc b e c b e c e
b b

m x c b e c b b e c b b b e

−
+

−


= = > + = −− ⇒ 

−+ =  = > −
′′⇒ = − = − >

D

D D

D

 

  
)بنابراین   )m x  1 در یممی ن مدارای یک نقطۀ     ب است و  یک تابع محدx x=    است پـس( ) 1m x > 

1xفقط اگر    و اگر x>   1یاx x<     وهای   بنابراین آزمون  .است) 2(که به همان فرمϕ ϕD     به یـک فـرم
1برای (هستند 2θ θ θ< <.(  

1θفرض کنید -ب θ<1مقادیر) الف(لال مشابه قسمت با استد.  باشدk2 وk1آزمون ϕ− D زیر  به فرم  

)6(    ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1
1

f x k f x k f x

x f x k f x k f x

f x k f x k f x

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

ϕ γ

 > +
− = = +


< +

D

D
  

] صـدق مـی کننـد     ) 5(رابطـۀ    کـه در   ϕهـای   بین تمـام آزمـون     وجود دارد که در    ]( )1E Xθ ϕ−  را 
) یا معادلاً  کند و   می ماکسیمم )E Xθ ϕ     دهیم که آزمون   حال نشان می  . کند را مینیمم میϕD     بـه فـرم 

  .است) 4(آزمون دوطرفه 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 2 1 2 1 1b x b xx f x kf x k f x c e c e m xθ θ θϕ = ⇔ > + ⇔ + < ⇔ <D D  

                            که در آن 
( ) ( ) , , 2 2 1 11 2iQ Q

i ic k e i b bθ θ θ θ θ θ−= = = − > − = > D  
1حال فرض کنید 2x x<2این صورت با انتخاب  در 1c   دستگاه معادلات زیر   ازcو

( )
( )

1 1 2 1

1 2 2 2

1 1 2

2 1 2

1 1
1 1

b x b x

b x b x

m x c e c e
m x c e c e

 = + = ⇒ 
= + =  

  

  داریم که

 ,
2 2 2 1 1 1 1 2

1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2 11 2
b x b x b x b x

b x b x b x b x b x b x b x b x
e e e ec c

e e e e+ + + +
− −

= > = <
− −

D D  

  همچنین 

( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 1

1 1
1 1 2 2

2 1 2 2
2 2 2

1 1 2 2 1 1 1 1 2

1b x b x

b x b x b x b x

c bm x c b e c b e x Ln
b b c b

m x c b e c b e m x c b e c b b e

 −′ = + = ⇒ =  −  
′′ ′′= + ⇒ = −D D

D

D

D
 

          ( )
,

1 1 1
1 1 1 2

1 2

b x c b
c b e b b

b b
> 

= − <  < 
D

D
D  

  
)بنابراین )m x      درماکسیممدارای یک نقطه   و یک تابع مقعر است x x= Dاست پس ( ) 1m x  اگـر  >

1xفقط اگر و x<2 یاx x>1 برای 2x x−∞ < < < )فقط اگر  یعنی اگر و∞+ )xϕ = Dباشد  .  
1حال اگر 2x x=2این صورت با انتخاب  در 1c     از دستگاه معادلات زیرcو

( )
( )

1 1 2 1

1 1 2 2

1 1 2

1 1 1 2 2

1 1b x b x

b x b x

m x c e c e
m x c b e c b e

 = + = ⇒ 
′ = + =  D D

 

  داریم که
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( )
2 1

1 1
1 1 2 1

2 1

2 2
1

2 12 1

1
2

2 1

b x
b x

b x b x

b x

b e bc e
b bb b e

bc e
b b

−
+

−

= = >
−−

−
= <

−

D

D
 

  نهمچنی و

( ) ( )1 1 2 1 1 1 1 1 1 12 2 2
1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 1 1 1 2

b x b x b x b x b xm x c b e c b e c b e c b b e c b b b e′′ = + = + = − < D  

  
)بنابراین )m x     1 در ماکسیممدارای یک نقطه      یک تابع مقعر است وx x=  است پس ( ) 1m x   اگـر  >

1xفقط اگر  و x> 1 یاx x<      بـه فـرم آزمـون      ) 6(آزمون به فرم     ن هر است بنابرای ) 4( که به همان فرم
2θاثبات حالت (.است) 4(دوطرفه  θ>مشابه است   به طور(.  

   تابع توانپیوستگی و) الف( با توجه به قسمت -ج

( ) ( )E Xϕ θθ ϕΠ =   تابع ، ( )ϕ θΠدر    
   ،)روبرو شکل(شرایط قضیه صدق می کند

θیا اینکه نقاط     و θ θ′ ′′ ′′′< )دارند که  وجود > ) ( ) ( ) cθ θ θ′′ ′ ′′′Π ≤ Π = Π در  )برهـان خلـف    (=
>1cاین صورت بایستی   <D زیرا اگر   باشد( ) cθ′Π = = D آنگاه ( )xϕ = D  واگـر ( ) 1cθ′Π = = 

)آنگاه ) 1xϕ  ϕمشاهده شد آزمون  ) الف(قسمت   همانگونه که در  . کند   صدق نمی ) 5(شرط    که در  =
]مقدار) 4(به فرم    ]( )E Xθ ϕ′′      شـرط    را در بین توابعی که در( ) ( )E X E X cθ θϕ ϕ′ ′′′  =   =    

θبا   θ θ′ ′′ ′′′< ,اما  . کند  می ماکسیممکنند   میصدق  > ,f f fθ θ θ′ ′′  X بجـز اینکـه   . مستقل خطی هستند  ′′′
)بایستی) 1(بنابراین طبق نتیجۀ     .احتمال یک بگیرد   با را مقدار تنها دو  ) cθ′′Π  باشد که یک تناقض     <
)پس .است )ϕ θΠکند شرایط قضیه صدق می  در.  

  
  .توسط لم زیر بدست می آید) 4( به فرم ϕیکتایی آزمون
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) فرض کنید   :2-2لم )f xθ    فـصل   (تصادفی صعودی بـودن     مبحث به طور   2-4قضیۀ  ) ج( در شرایط
  . صدق کند)سوم
)باشـند کـه   ) 4( دو آزمون به فـرم       ∗ϕوϕ اگر -الف ) ( )[ ] [ ]1 1E v X E Xθ θ ϕ∗=   وϕ∗    در سـمت

ــت ــاه  ϕ راس ــد آنگ ــده باش ــع ش ) واق ) ( )ϕ ϕ
θ θ∗Π < Πــر 1θ اگ θ>  ــا )ی ) ( )ϕ ϕ

θ θ∗Π > Π 
1θاگر θ< باشد.  
صدق کنند آنگاه بـا احتمـال یـک          )5(در شرط    بوده و ) 4( دو آزمون باشند که به فرم        ∗ϕوϕ اگر -ب

ϕ ϕ∗=.  
ψ مبحث به طور تصادفی صـعودی بـودن بـا          2-4قضیۀ  ) ج(قسمت    نتیجه از  )الف :اثبات ϕ ϕ∗= − 

  بدست می آید 
)چون )ب  ) ( )[ ] [ ]1 1E X E Xθ θϕ ϕ∗=  وϕ∗ سمت راست یا سمت چپ      در ϕ   قراردارد، بنابراین 

  .حاصل می شود) الف(نتیجۀ مورد نظر از قسمت 

( ) ( ) . .w p oneϕ ϕ
θ θ θ ϕ ϕ∗

∗Π = Π ∀ ⇒ =  
  

  یعنی ) ii(و) i(های  حالت در) بنا اری(ردن آزمون های پرتوان برای بدست آو
           2θ θ>  or  : :1 2 1 1H vs Hθ θ θ θ θ≤ ≤ <D )i( 

: :1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D D )ii(  
  .آوریم  را می قضایای زیر در خانوادۀ نمایی یک پارامتری ابتدا تعاریف و

  نیم ک تعریف می . یک متغیر تصادفی باشدXفرض کنید  :1-2تعریف 
( ) ( ) ( ),F x P X x P X xγ γ= < + =  

ــه در آن ≥1γک ≤D ــت ــابراین( اس )بن ),1F x  ــع ــابع توزی ــان ت ــت X هم ــف  )  اس ــین تعری همچن
)کنیم می ) ( ), ,x xγ γ′ xفقط اگر و  اگر>′ x ) یا>′ ),x x γ γ′ ′= <.  

  
)با توجه به تعریف بالا     ),F x γ       یک تابع غیـر نزولـی از ( , )x γ    یعنـی بـرای   ( اسـتγ     ثابـت تـابعی

 لـم بعلاوه هماننـد اثبـات شـرط وجـودی          ).  است   γثابت تابعی غیرنزولی از    xبرای    و x غیرنزولی از 
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≥1αکه بـرای هـر مقـدار       توان نشان داد  یمن پیرسون می  ن ≤D،   1 مقـداری ازγ≤ ≤D      وجـود دارد بـه 
)طوری که ),F x γ α=)گرفتن نظر در باx = ±∞(  
ــم  ــد:3-2لــ ــرض کنیــ )  فــ ),1DV~U و  Xو Vــن    از ــند در ایــ ــستقل باشــ ــدیگر مــ یکــ
)صورت ),1U D~( ),W F X V=)      توجه کنید که اگرF    تابع توزیع X  تـابعی پیوسـته باشـد        بوده و
)آنگاه ),1U D~( ) ( ),1F X F X=(   
≥1wفرض کنید  :اثبات ≤D  نقاط  باشد وwx   و wγ    کنیم که   را چنان انتخاب می( ),w wF x wγ = 

  در این صورت 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, , ,

,

, ,1

w w

w w w w

w w w w

P X x P V

w w w

w w w w w

P W w P F X V F x P X V x

P X V x P X x V

P X x P V P X

P X x P X x F x w

W F X V U

γ

γ γ

γ γ

γ χ

γ γ

= =

≤ = ≤ = ≤

= < + = =

= < + < =

= < + = = =

⇒ =

D
��	�


����	���


∼ D

    

 
: یعنی) i(حال می خواهیم آزمون فرض نوع      :1 2 1 1 2H vs H orθ θ θ θ θ θ θ≤ ≤ < >D   را بررسی 

]کنــیم کــه تــوان آن یعنــی  را چنــان پیــدا∗ϕخــواهیم  تــابع آزمــون  مــی.کنــیم ( )]E Xθ ϕ
 مــوقعی ∗

1که 2θ θ θ≤ 2θموقعی که  کوچک باشد و≥ θ>  1یاθ θ<بزرگ باشد.  
   :گاه به فرم زیر باشد  هرند گوی را دوطرفه∗ϕیک آزمون :2-2تعریف 

(A)  ( )
,

,
1 2

1 2

1
1 2i i

if x x x x
x if x x i

if x x x
ϕ γ∗

< >
= = =
 < <D

  

1که در آن  2x x−∞ ≤ ≤ ≤ ≥1γ  و  ∞ ≤D.  
  

1xحالات   اگر = 2xو   ∞− = صل می شوند وبنـابراین     طرفه حا های یک مونبگیریم آز  نظر را در  ∞+
  .کلاسی از کلاس آزمون های دو طرفه است طرفه زیرهای یککلاس آزمون
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)   فرم  ه  تابع چگالی یا احتمال ب    رای   ، دا  Xفرض کنید    :1-2قضیه   ) ( ) ( ){ }x Qf x e h xθ θ
θ

باشد =+
         ر را انجام دهیمبخواهیم آزمون زی و

2θ θ>   یا: :1 2 1 1H vs Hθ θ θ θ θ≤ ≤ <D  
∗ϕ یک آزمون دو طرفهϕآزمون  برای هر-الف

Dبه فرم )A(که   وجود دارد بطوری  

[ ( )] [ ( )] ,1 2
i iE X E X iθ θϕ ϕ∗ = =D  

   :داریم ،صدق کند) الف(شرط  طرفه که در بعلاوه برای هر آزمون دو-ب

             [ ( )] [ ( )] 1 2

1 2

for
E X E X

for orθ θ
θ θ θ

ϕ ϕ
θ θ θ θ

∗ ≤ ≤ ≤
− = ≥ < >

D
D
D

              )B(  

]کنید  فرض-الف :اثبات ( )]1 1E Xθα ϕ=  و [ ( )]
22 E X
θ

α ϕ=آزمون و    

      ( )
1 w

w w w

w

if x x
x if x x

if x x
ϕ γ

<
= =
 >D

  

  باشد یعنی1θدر  w ک آزمون به اندازۀ  ی
[ ( )] ( )1 wE X wθ ϕ = ∗  

2xبـا   (A)  یک آزمون دوطرفه به فـرم      wϕبنابراین = 1uحـال بـرای هـر      . اسـت  ∞+ α≤ ≤D   قـرار 
  :دهیم می

      ( ) ( ) ( )1 11 1

1
1 1u u u u ux x x orα αϕ ϕ ϕ γ γ− + − +


′ = + − = −

D

 
1

1

1

1

1

1

u u

u u

u u

x x or x x

x x or x x

x x x

α

α

α

− +

− +

− +

< >

= =

< <

  

   در این صورت
[ ( )] [ ( )] [ ( )]11 1 1 11u u uE X E X E Xθ θ αθ
ϕ ϕ ϕ − +′ = + −  

( )
( )1 11 1u uα α

∗
= + − − + =                                             

1θ درαبه اندازۀ (A)فرمه  یک آزمون دو طرفه ب′uϕیعنی θ=است .  
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)و   D بین uحال کافیست نشان دهیم که       )1 1u α α≤ ≤D  که وجود دارد بطوری[ ( )]2 2uE Xθ ϕ α′ =، 
  .اثبات این قسمت کامل شود تا

   :که برای این منظور توجه کنید
*[ ( )] ( ) . . [ ( )]E X X w p one E Xθθ
ϕ ϕ ϕ θ= ⇒ = ⇒ = ∀ ∈ΘD D D  

]چون و ( )]1E Xθ ϕ =D D یک با احتمال پس،( )Xϕ = D نتیجه در و: 

( ) ( ) . .111x x w p oneαϕ ϕ −′ = −D  
    بنابراین و

( )
1

1 1

1

1

1 1

1

1
1

if x x

x if x x

if x x

α

α α

α

ϕ γ
−

− −

−

 <
′ = − =
 >

D

D

  

11xکه درآن  α− 11 و αγ ]ای انتخاب می شوند کـه     گونه به − ( )]1 1E Xθ ϕ α′ =D.  بنـابراینϕ′D    یـک آزمـون  
UMP1 به اندازۀαبرای آزمون   : : ( )1 1 2 2 1H vs Hθ θ θ θ θ θ′ ′= = >Dدر نتیجه   است و  

)7     (                              [ ( )] [ ( )]2 2 2E X E Xθ θϕ ϕ α′ ≥ =D  
) با توجه به چون و )∗، [ ( )]1 1 1E Xθ ϕ   :پس  است=

[ ( ) ] ( ) . . ( ) . .1 1 1 11 1 1E X X w p one X w p oneθ ϕ ϕ ϕ− = ⇒ − = ⇒ =D D  

( ) { ( ) ( )} ( ) . .1 1 111 1 1 1X X X X w p oneα α αϕ ϕ ϕ ϕ′− = − + − = −  
    نتیجه در و

( )
1

1 1 1

1

1 1
1

if x x

x if x x

if x x

α

α α α

α

ϕ γ

 <
′− = − =
 >

D

  

  شوندکه ای انتخاب می گونه به 1αγ و1xαکه در آن
)]X([E)]X([E

1111 111 1 αθαθ ϕ−=α−=ϕ′−  
ــابراین X(11(بنـــ αϕ′−  ــون ــک آزمـــ ــدازۀ  UMP یـــ ــه انـــ 11 بـــ α− ــون ــرای آزمـــ   بـــ

: : ( )1 1 2 2 1H vs Hθ θ θ θ θ θ′ ′= = >Dدر نتیجه  است و  
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[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]2 1 2 2 1 2 21 1E X E X E X E Xθ α θ θ α θϕ ϕ ϕ ϕ α′ ′− ≥ − ⇒ ≤ = ) 8(               

  نتیجه می شود که) 8(و ) 7(از بنابراین 

)9(                                 [ ( )] [ ( )]2 1 22E X E Xθ α θϕ α ϕ′ ′≤ ≤ D                                    
بین کلاس کلیه آزمونهـای بـه       در  2θ در کمترین توان را   یب بیشترین و   به ترت  ′1αϕ و ϕ′Dعنی آزمونهای ی

1θدر1αاندازۀ  θ=دارند .  

  
]حال برای اینکه اثبات را کامل کنیم کافیست نشان دهیم که           ( )]2 uE Xθ ϕ′    یک تابع پیوسته از  u است . 

)فرض کنید ) [ ( )]2 wg w E Xθ ϕ=  بنابراین  
[ ( )] ( ) ( )2 11 1uE X g u g uθ ϕ α′ = + − − +  

~فرض کنید. یک تابع پیوسته است gبنابراین کافیست نشان دهیم که ( , )1V U D و از  X مستقل باشد
)دهـیم  قرار مـی   و , )1W F X Vθ=    کـه در آن ( , ) ( ) ( )1 1 1F x P X x P X xθ θ θγ γ= < +  در ایـن    =

1f دارای تابع چگالی   X موقعی که    2-2صورت طبق لم     θ     ، اسـت ~ ( , )1W U D  همچنـین . باشـد  مـی 
)چون , )w wF x wγ    با توجه به اینکه  و=

[ , ){ ( ( , ) | } ( ( , ) | ) ( )1 1

1 w

w w w

w

x x
E I F X V X x P F X V w X x x x x

x x
θ θ γ ϕ

>
= = < = = = =
 >

D

D
   ( )∗∗  

  در این صورت 
( )

( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ( ) ( ))

( ) [ ( )] ( ) ( )

[ ( ) ] ( )

[ ( ) ]

2 2
2

2 1 2 1 1 1

2 1 2 1
1

x Q
w w

x Q Q x Q
w

X Q Q
w

g w E X x e h x dx

x e e h x dx

E X e

θ θ
θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ
θ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

+

− + − +

− + −

= =

=

=

∫
∫  

u
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(**) ( )( ) ( )
[ , )[ { ( ( , )) )} 2 12 1

1 1
XQ Q

we E E I F X V x e θ θθ θ
θ θ

−−= D     
( ) ( ) ( )

( , )[ ]2 1 2 1
1

Q Q X
we E I eθ θ θ θ

θ
− −= D  

)حال اگر  )g w  پیوسته نباشد آنگاه نقطه ای مانندw Dوجود دارد که  
( ) ( ) ( )

{ }( ) ( ) { ( ) }2 1 2 1Q Q X
wg w g w e E I W eθ θ θ θ− −−− > ⇒ >
DD D D D   

} است زیرا که این یک تناقض      } ( ){ } ( )WE I W P W w= = =
D D D.   پس( )g w    در  پیوسته اسـت و

]نتیجه   ( )]2 uE Xθ ϕ′    مقـدار ) 9( بـه رابطـۀ       بـا توجـه    پیوسـته اسـت و*
1u α≤ ≤D     وجـود دارد کـه  

*[ ( )]2 2u
E Xθ ϕ α′ =.  

بـرای هـر    (B)روابـط   (A) به فـرم  ϕD*دهیم که برای هر آزمونمی، نشان  برای اثبات این قسمت    -ب
  : که در روابط زیر صدق کند برقرار استφآزمون

*[ ( )] [ ( )] ,1 2
i i

E X E X iθ θϕ ϕ= =D  
x با    (A)به فرم   ϕD*در ابتدا توجه کنید که آزمون یک طرفه        = ترین آزمـون یکنواخـت بـه       پرتوان∞−

]*اندازۀ ( )]1E Xθ ϕD     بـرای انجـام آزمـون  : : ( )1 1 2 2 1H vs Hθ θ θ θ θ θ′′ ′′= = >D اگـر   اسـت وϕ 
]*  آزمون دیگری به اندازۀ ( )] [ ( )]1 1E X E Xθ θϕ ϕ= D  باشد کـه *[ ( )] [ ( )]2 2E X E Xθ θϕ ϕ= D، در 

ϕ* با احتمال یک ،یمن پیرسونناین صورت طبق یکتایی لم  ϕ= Dنتیجه در  و  

θ∀ ∈Θ   *[ ( )] [ ( )]E X E Xθ θϕ ϕ= D  
2xهای یک طرفه با  به طور مشابه نتیجه برای آزمون =   .برقرار است ∞+

1یم که کن بنابراین فرض می 2x x−∞ < < <   :سه حالت زیر را در نظر می گیریم و ∞+
1θکنید فرض ):1(حالت  θ<یمن پیرسون تعمیم یافته هر آزموننبا استفاده از لم .  باشدϕDبه فرم   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 f x k f x k f x

x f x k f x k f x

f x k f x k f x

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

ϕ γ

 > +
= = +
 < +

D

D

               (C) 
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)ومتناهی   2kو1k  برای ) 1xγ≤ ≤D  مقـدار[ ( )]E Xθ ϕ بـین تمـام آزمونهـای        در  راϕ    کـه در آن 
[ ( )] [ ( )] ,1 2
i i

E X E X iθ θϕ ϕ= =D، هر آزمـون    حال کافی است نشان دهیم که      . می کند  ماکسیمم 
1θ برای(C) به فرم2x و1xبا مقادیر متناهی(A) دو طرفه به فرم  θ< یعنی .  است  

*( ) ( ) ( ) ( ) ..... ( )
21 1 2 1 2x f x k f x k f x x x x xθ θ θ

ϕ ϕ= ⇔ < + ⇔ ⇔ < < ⇔ =
DD D D  

  ) تمرین.(باشد  می2-1قضیه ) الف(اثبات همانند اثبات قسمت 
2θید فرض کن):2(حالت  θ>تمرین(آید  به دست می) 1(اثبات این حالت نیز همانند حالت .  باشد(  
1 فرض کنید  ):3(حالت   2θ θ θ< 1یافته هـر آزمـون    با استفاده از لم نیمن پیرسون تعمیم      .  باشد > ϕ− D 

  فرمب

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

1 2

1 2

1 2

1
1

f x k f x k f x

x f x k f x k f x

f x k f x k f x

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

ϕ γ

 > +
− = = +
 < +

D

D

 

] کـه    ϕمتنـاهی در بـین تمـام آزمونهـای        2k و    1kبرای ( )] [ ( )], ,1 2
i i

E X E X iθ θϕ ϕ= =D  ، در
  :کند رابطۀ زیر صدق می

[ ( )] [ ( )]
[ ( )] [ ( )]

1 2

1 2

1 1E X E X
E X E X

θ θ

θ θ

ϕ ϕ θ θ θ
ϕ ϕ θ θ θ

− ≥ − ∀ < <

⇔ ≤ ∀ < <
D

D
 

   است یعنی 2x  و 1xبا مقادیر متناهی (A)به فرم uφست نشان دهیم که آزمون  حال کافی
*( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )1 21 2 1 2x f x k f x k f x x x x xθ θ θϕ ϕ= ⇔ < + ⇔ ⇔ < < ⇔ =
DD D D  

  .باشد  می2-1قضیۀ  )ب(که اثبات آن همانند اثبات قسمت 
  

:یعنی) ii(حال می خواهیم آزمون فرض نوع        :1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D D    ابتـدا   . را بررسی کنـیم
  توجه کنید که 

( )[ ( )] ( ) ( )x QE X x e h x dxθ θ
θ ϕ ϕ += ∫  

( )[ ( )] ( )[ ( )] ( )x Qd E X x x Q e h x dx
d

θ θ
θ ϕ ϕ θ

θ
+′⇒ = +∫  

)چون  )( ( ))
( )

QE d X
cθ

θ
θ
′

= −
′

   در نتیجه ،
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( )
[ ( )] ( )[ ( )] ( )

x Qd E X x x E X e h x dx
d

θ θ
θ θϕ ϕ

θ
+

= −∫  

[ ( )( ( ))]E X X E Xθ θϕ= −  

[ ( )] ( ( )) ( ) ( ( ))d E X E X X E X E X
d θ θ θ θϕ ϕ ϕ
θ

⇒ = −  

 و باشـد  θD در   ϕندارای همان انـدازۀ آزمـو      ϕDای این که یک آزمون دوطرفه       همچنین توجه کنید بر   
   رابطه همچنین

[ ( )] [ ( )]E X E Xθ θϕ ϕ θ≥ ∀ ∈ΘD  
دارای همـان شـیب      ϕDتابع توان آزمـون     )  باشد Θیک نقطه درونی  θDاگر  (باشد لازم است که     برقرار  

  .)به شکل زیر توجه کنید( باشدθD در نقطۀϕتابع توان آزمون

  
  .ی آوریم هست که اثبات آنرا در قضیۀ زیر م در حقیقت این شرط کافی نیز

)فـرم ه   ب   دارای تابع چگالی یا احتمال     X فرض کنید    :2-2قضیۀ )( ) { } ( )x Qf x e h xθ θ
θ

 و  باشـد  =+
   دهیم  انجام را بخواهیم آزمون زیر

: :1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D D  
θو  ϕ برای هر آزمون-لفا ∈ΘDیک آزمون دو طرفهϕDفرم ه  ب)(A طوری که وجود دارد ب  

[ ( )] [ ( )] & [ ( )] [ ( )]d dE X E X E X E X
d dθ θ θ θϕ ϕ ϕ ϕ

θ θ θ θθ θ
= =

= =D DD D
D D

 

  صدق کند داریم که ) الف( بعلاوه برای هر آزمون دو طرفه که در شرط -ب

[ ( )] [ ( )]E X E Xθ θϕ ϕ θ≥ ∀ ∈ΘD  
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] فرض کنید -الف :اثبات ( )]E Xθα ϕ=
D

] و  ( )]d E X
d θη ϕ

θ θθ
=

= D
   و

( ) 1

1 w

w w

w

x x
x x x

x x
ϕ γ

<
= =
 >D

  

  باشد یعنیwیک آزمون به اندازۀ  
  ( )∗       [ ( )]wE X wθ ϕ =

D
.  

2x با(A)یک آزمون دو طرفه به فرمwϕبنابراین  = uرای هرحال ب .است∞+ α≤ ≤Dقرار می دهیم:  

  
1

1

1

1

1

1

u u

u u

u u

x x or x x

x x or x x

x x x

α

α

α

− +

− +

− +

< >

= =

< <

 ( ) ( ) ( )1 11 1

1
1 1u u u u ux x x orα αϕ ϕ ϕ γ γ− + − +


′ = + − = −

D

  

   داریم(*)با توجه به رابطه این صورت  در

[ ( ) [ ( )] [ ( )] ( )11 1 1u u uE X E X E X u uθ θ θ αϕ ϕ ϕ α α− +′ = + − = + − − + =
D D D

  
و  D  بـین uحال کافیست نشان دهـیم کـه   .  استα به اندازۀ(A) فرمه ک آزمون دو طرفه ب     ی ′uϕیعنی

α ( )u α≤ ≤D به طوری که  . دارد وجود[ ( )]uE Xθ ϕ η
θ θθ

∂ ′ =
=∂ D

  تا اثبات این قسمت کامـل      

  .شود
  :برای این منظور توجه کنید که

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

. . . .1

1

1 1 1

1

1
1

1 1

x w p one x x w p one

x x
x x x x

x x

α

α

α α α

α

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ γ

−

−

− − −

−

′∗ ⇒ = ⇒ = −

>
′⇒ = − = − =
 <

D D

D

D

D

  

1xکــه در آن α− 1 و αγ ــه − ــهب )شــوند کــه ی انتخــاب مــیاگون )E Xθ ϕ α′  = D D . ــرار ــا ق حــال ب

)دادن ) ( )df x f x
d θ θ θθ

=
=D

D
)و   ) ( )1f x f xθ=

D
   یافته داریم کهیمن پیرسون تعمیمن در لم 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )Q Q1 wf x kf x x f x kf x x k x xθ θθ θ′ ′> ⇔ + > ⇔ > − ⇔ >
D DD D D  
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)یمن پیرسون تعمیم یافته   نم  لبنابراین طبق    )xϕ′D    نقطۀ  دارای بیشترین شیب درθ θ= D بـین تمـام      در
θ درαهای به اندازۀآزمون θ= Dیعنی است   

( ) ( ) ( ) ( )x f x dx x f x dxϕ ϕ′∫ ≥ ∫D D D  

                          ( ) ( )d dE x E X
d dθ θθ θ θ θ

ϕ η ϕ
θ θ= =

′⇒   ≥ =     
D D

D                 (10) 

) با احتمال یک   همچنین با توجه به اینکه     ) ( )1 1x xα αϕ ϕ′− = یمن پیرسون  ن بنابراین طبق لم      است −
)تعمیم یافته  )xαϕ′      نقطـۀ   دارای کمتـرین شـیب درθ θ= D هـای بـه انـدازۀ     بـین تمـام آزمـون       درα 

θدر θ= D است یعنی :   

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1x f x dx x f x dxαϕ ϕ′− ≥ −∫ ∫D D  

( ) ( ) ( )11d dE X E X
d dθ α θ

θ θ θ θ
ϕ ϕ η

θ θ= =

′⇒   ≤   =   
D D

  

  uدهند که نتیجه می) 11( و )10(بنابراین 

( ) ( ) ( )12d dE X E X
d dθ α θ

θ θ θ θ
ϕ η ϕ

θ θ= =

′ ′  ≤ ≤     
D D

D       

  

)دهیم که حال کافیست نشان  )u
d E X
d θ

θ θ
ϕ

θ =

′  
D

  دهیم قرار می . استuیک تابع پیوسته از  

( ) ( )u
dg w E X
d θ

θ θ
ϕ

θ =

′=   
D
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  صورت  در این

( ) ( ) ( )1u
d E X g u g u
d θ

θ θ
ϕ α

θ =

′  = − − + 
D

  

) مفرض کنی .  یک تابع پیوسته است    gبنابراین بایستی نشان دهیم که     )~ ,1V U Dاز   وX    مستقل اسـت 
)فرض کنید  و ),W F X Vθ=

D
)  که در آن    ) ( ) ( ),F x P X x P X xθ θ θγ γ= < + =

D D D
 در ایـن    ،

f دارای چگالیX موقعی که 2-1صورت طبق لم θDاست آنگاه ( ),1U DW~همچنین  . است  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )w w
dg w E X E X X E X
d θ θ θθ θ

ϕ ϕ
θ =

  = = −   D DD
  

  1-2 قضیه همانندو 

[ ),( ) [ ( )( ( ))]wg w E I W X E Xθ θ= −
D DD                              

)حال اگر )g w پیوسته نباشد آنگاه نقطه ای مانندw Dبه طوری که  دارد  وجود  

( ) ( ) { }( )( ( ))wg w g w E I W X E Xθ θ
−  − > ⇒ − > D DDD D D D  

  که این یک تناقض است زیرا

{ } ( )( )wE I W P W wθ
  = = = D D D D  

)پس )g w   نتیجه در  پیوسته است و( )u
d E X
d θ θ θ

ϕ
θ =

′  
D

) 12(توجه بـه رابطـۀ       وبا  پیوسته است  

u* مقدار α≤ ≤D وجود دارد که ( )*u
d E X
d θ θ θφ η
θ = ′ =  D

.  

   رابطۀ(A) به فرم φD آزمون دهیم که برای هرنشان می ت، برای اثبات این قسم-ب

( ) ( )[ ] [ ]E X E Xθ θϕ ϕ θ≥ ∀ ∈ΘD  
  صدق کند برقرار است  روابط زیر که درφآزمون  برای هر

( ) ( ) ( ) ( ), d dE X E X E X E X
d dθ θ θ θ

θ θ θ θ
ϕ ϕ ϕ ϕ

θ θ= =
  =     =         D D

D D
D D  

1x حالـت هـای    1-2ابتدا همانند اثبات قـضیۀ       در  = 2xو   ∞− =  ـ بـه وسـیلۀ یکتـایی لـم     ∞+ یمن ن
1کنیم بنابراین فرض می   .پیرسون به راحتی به دست می آیند       2x x−∞ < < <  را دو حالت زیـر     و ∞+

  :گیریم  نظر می در
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θ فرض کنید):1(حالت  θ> Dآزمون یمن پیرسون تعمیم یافته هرنبا استفاده از لم .  باشدϕDبه فرم    

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 dif f x k f x k f x
d

dx if f x k f x k f x
d

dif f x k f x k f x
d

θ θ θ
θ θ

θ θ θ
θ θ

θ θ θ
θ θ

θ

ϕ γ
θ

θ

=

=

=


> +



= = +


 < +


D
D

D
D

D
D

D

D

        (D) 

≥1γمتناهی و  2kو   1kبرای ≤D مقدار ( )E Xθ ϕ       های   را در بین تمام آزمونϕ روابط زیر   که در
  :کند  میسیممماک صدق می کنند،

( ) ( ) ( ) ( ), d dE X E X E X E X
d dθ θ θ θ

θ θ θ θ
ϕ ϕ ϕ ϕ

θ θ= =
  =     =         D D

D D
D D  

  (D) بـه فـرم   2x و1x بـا مقـادیر متنـاهی   (A)حال کافیست نشان دهیم که هر آزمون دو طرفه به فرم    
θبرای θ> Dایم که در این صورت نشان داده  است و  

( ) ( )E X E Xθ θϕ ϕ θ θ  ≥   ∀ >   D D  
  اما

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

Q Q Q

Q Q Q Q

Q

Q

1 2

1 2

1 2 2

1 2

x x x

x

x

df x k f x k f x
d

e k e k x e

k k e k xe e

c c x e

θ θ θ
θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ

θ

θ

θ

=

+ + +

− − −

−

< +

′⇔ < + −

′⇔  −  + > 

⇔ + >

D
D

D D D D

D D D

D

D

D

  

    که در آن

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 1 2 2 2
Q Q Q Qc k k Q e c k eθ θ θ θθ − −′=  −  = 

D D
D  

) قرار می دهیم   ) ( )
1 2

xm x e c c xθ θ−= − −D.   1حال فرض کنید 2x x<     1در این صورت با انتخابc 
    اه معادلات زیراز دستگ 2cو 
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( )
( )

( )

( )

1

2

1 1 2 1

2 1 2 2

x

x

m x c c x e
m x c c x e

θ θ

θ θ

−

−

 = + = ⇔ 
= + = 

D

D

D

D
  

  داریم که                  
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

,
2 1

1 2
2

2 1 2
2 1

2 1
1 2 2

2 1

x x

x x
x

e ec x x
x x

x e x ec e c x
x x

θ θ θ θ

θ θ θ θ
θ θ

θ θ
− −

− −
−

−
= > > <

−

−
= = −

−

D D

D D
D

DD
  

  همچنین و

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

2

1x

x

cm x e c x ln

m x e

θ θ

θ θ

θ θ
θ θθ θ

θ θ

−

−

 
′ = − − = ⇒ =  −−  

′′ = − >

D

D

D D
DD

D

D

D

  

xنیمم در  است که دارای یک نقطۀ میx یک تابع محدب از m(x)بنابراین  x= Dیرزشکل ( است(   

  
  پس

( ) ( ) ( )1 2x m x x x x xϕ ϕ∗= ⇔ < ⇔ < < ⇔ =D DD D D  
1حال اگر 2x x=،1 در این صورت با انتخابc  2وc  زیراز دستگاه معادلات  

( )
( )

( )

( ) ( )

1

1

1 1 2 1

1 2

x

x

m x c c x e

m x c e

θ θ

θ θθ θ

−

−

 = + = ⇒ 
′ = = − 

D

D
D

D

D
  

  داریم که 

( ) ( )

( )

1

1

2

1 2 1

x

x

c e

c e c x

θ θ

θ θ

θ θ −

−

 = − >

 = −

D

D

D D  
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  همچنین  و

( ) ( ) ( ) 12
1

xm x e θ θθ θ −′′ = − >D
D D  

1xنیمم در دارای یک نقطۀ می  یک تابع محدب است وm(x)بنابراین x=شکل زیر( است(.   

  
  پس

( )1 1x x xϕ> ⇔ =D   یا    ( ) ( ) 11 1x m x x xϕ∗ = ⇔ > ⇔ <D          

θ برای(D)به فرم  2xو  1x با مقادیر متناهی(A)بنابراین هر آزمون دوطرفه به فرم  θ> Dاست .  
θ حالت):2(حالت  θ< D اثبات تمرین( به دست می آید) 1( نیز همانند حالت(  

 
  حال فرض کنید که تابع زیان در شرایط زیر صدق کند 

)E(     ( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,
1 1 2

1 1 2

L a L a if

L a L a if or

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

− ≥ < <

− ≤ < >
D

D

D

D
  

1ه در آنک 2θ θ≤ .  

) دارای تابع چگالی یا احتمال به فرم       X اگر   :2-3قضیۀ ) ( ){ } ( )Qxf x e h xθ θ
θ

تابع زیان   و  باشد =+
1 برای(E)در شرایط 2θ θ≤این صورت برای آزمون  در.  صدق کند            

                                   2θ θ> یا: :1 2 1 1H vs Hθ θ θ θ θ≤ ≤ <D  
  کامل است  یک کلاس اساساً(A) به فرم ϕDکلاس آزمون های دو طرفه

  : به صورت زیر است خاطرهمزمون تابع  برای هر آ:اثبات

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,1 1R L a E X L a E Xθ θθ ϕ θ ϕ θ ϕ=   +  −    D  
  بنابراین
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( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )][ [ ( )] [ ( )]]1R R L a L a E X E Xθ θθ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ− = − −D D D  
  شد که آزمونی باϕDاگر

( ) ( ) ,1 2
i i

E X E X iθ θϕ ϕ  =   =   D  
   که داریم1-2در این صورت طبق قضیۀ  .)به دست می آید1-2 از قضیۀ ϕDچنین آزمون (

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

E X E X or

E X E X
θ θ

θ θ

ϕ ϕ θ θ θ θ

ϕ ϕ θ θ θ

   ≥   ∀ < >    


  ≤   ∀ < <    

D

D

  

   داریم که(E)شرایط  بنابراین از این روابط و

( ) ( ), ,R Rθ ϕ θ ϕ θ− ≤ ∀ ∈ΘD D  
  .باشند کامل می  اساساً(A) به فرم ϕDهاینتیجه کلاس آزمون در و

 



 ١٠٠

های پرتوانترین آزمون
نواخت نااریبیک  
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  1های یکنواخت نااریبترین آزمونپرتوان: 1بخش 

:انجام آزمون   در :1-1تعریف   :1 1vsθ θΗ ∈Θ Η ∈ΘD D   یک آزمـون ϕ      بـه انـدازۀ α   را نااریـب
   هرگاهگویند

( ) 1X
θ
ϕ α θΕ   ≥ ∀ ∈Θ �

  
     است اگرα یک آزمون نااریب به اندازۀ     ϕیعنی یک آزمون     

( )
( )

( )

( ) 1

1
2

X

X
θ

θ

ϕ α θ

ϕ α θ

Ε   ≤ ∀ ∈Θ 

Ε   ≥ ∀ ∈Θ 

D�

�

  

      
) 2(و) 1(روابـط    باشد زیـرا   رسد که داشتن شرط نااریبی برای یک آزمون یک شرط معقولاً           به نظر می  

) وقتی که  ΗDکردن فرض  می گویند که احتمال رد     )1
1 1θ θ=         نادرست است هرگز کـوچکتر از احتمـال 

  شود یعنی  درست است نمیΗD وقتی کهΗDرد کردن
( ) ( )

1

X X
θ θ
ϕ α ϕ

θ θ

Ε   ≤ ≤ Ε     
∈Θ ∈ΘD

� �  

   :توجیه نااریبی
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) [ ] ( ) [ ]

, , ( ) , ( )

, , ( ) , ( )
1

1

1
1

L L a X L a X

R L a E X L a E Xθ θ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ

= + −

= + −
D

D

� �

� �
     

)میم مخاطره نااریب بایستیصدست آوردن ت بهبرای ),R θ ϕرا به عنوان تابعی از θنیمم کنیم امّا  می         
( ) [ ]
( ) [ ]

, ( )

, ( ) 11
R E X

R E X
θ

θ

θ ϕ ϕ θ

θ ϕ ϕ θ

= ∀ ∈Θ

= − ∀ ∈Θ
D�

�
  

]پس تحت  ]( )E X ،θ ϕ ΘD�
]نیمم و تحت     بایستی می   ]( ) , 1E Xθ ϕ Θ

�
چـون آزمـون     .مم شـود   مـاکزی  

   پس بایستی استαاندازۀ به
                 [ ]( )E Xθ ϕ α θ≤ ∀ ∈ΘD�

]      و       ]( ) 1E Xθ ϕ α θ≥ ∀ ∈Θ
�

.  

                                                 
١ Uniformly Most Powerful Unbiased Tests 
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 نااریبی

 نااریبی

بـین  ه در   آزمونی اسـت ک ـ   αبه اندازۀ    (UMPU)ترین آزمون یکنواخت نااریب      پر توان  :2-1تعریف  
1θ دارای بیشترین توان در هر نقطۀ αهای نااریب به اندازۀتمام آزمون ∈Θباشد.  

   
  .آوریم را به دست می)UMPU(آزمون  )ii( و )i(در زیر برای هر یک از آزمون های نوع 

2θمونخواهیم برای آز     می در این قسمت   ):i(آزمون نوع    θ>  یـا : :1 2 1 1vsθ θ θ θ θΗ ≤ ≤ Η <D 
  . به دست آوریمUMPU یک آزمون

) دارای تابع چگالی یا احتمال به فرم  Xفرض کنید    ) ( ){ } ( )x Qf x e h xθ θ
θ

خانوادۀ نمایی یـک   (=+
) یعنـی  ϕچون تابع توان هر آزمون     باشد) پارامتری ) ( )Xϕ θθ ϕΠ = Ε           در خـانوادۀ نمـایی یـک 

 بـرای انجـام     α بنابراین هر آزمون نااریـب بـه انـدازۀ        )  فصل پنجم  1-2نتیجه  ( است   θتابع پیوسته از  
   .باشد 2θو  1θ در نقاط α  دارای تابع توان مساوی با بایستی1Η در مقابلΗDآزمون

  : قبل هر آزمون دو طرفه بفرمفصل1-2بر اساس قضیۀ 

)A(                 ( ) ,
1 2

1 2

1
1 2i i

x x or x x
x x x i

x x x
ϕ γ∗

< >
= = =
 < <

D

D
  

  
1که در آن 2 1x ، ،γ γ 2وxشوند که ای انتخاب می گونه به  

( ) ( )* *[ ] [ ]1 2E X E Xθ θϕ ϕ α= =D D  
)زیرا اگر (باشد     می UMPU یک آزمون  )Xϕ آزمون نااریب به اندازۀ     هر α آنگاه طبـق قـضیۀ      باشد 

  : فصل قبل2-1

( ) ( )
( ) ( )

*

*

[ ] [ ] ,

( [ ] [ ]
1 2

1 2

E X E X

E X E X or
θ θ

θ θ

ϕ ϕ α θ θ θ

ϕ ϕ α θ θ θ θ

≤ ≤ ∀ ≤ ≤

≥ ≥ ∀ < >

D

D

   

  
)وجود چنین آزمونی نیز تضمین شده است زیرا )Xφ α≡یک آزمون نااریب به اندازۀ αباشد  می.  
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)فرض کنید  :1-1مثال   ),1X N θ∼   باشد یک آزمونUMPU ه اندازۀ  بα    بـه   ن زیر آزمو برای انجام 
2θدست آورید                   θ>یا : :1 2 1 1vsθ θ θ θ θΗ ≤ ≤ Η <D  

     با توجّه به اینکه :حل

( )
( )2 2 21 1 1

2 2 21 1
2 2

x x x
f x e e e

θ θ θ
θ π π

− − − −  
 = =  
    

  

)پس )* xϕD  به فرم )A( آزمون UMPU  به اندازۀα   برای انجام آزمون H D  1 در مقابلH    است به شرط 
     آنکه

                                           ( ) ( )* *[ ] [ ]1 2E X E Xθ θϕ ϕ α= =D D  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 21 2 1 2

1 1 1 2 1 2 2 2

P X x P X x P X x P X x

x x x x
θ θ θ θα

θ θ α θ θ

⇔ < + > = = < + >

⇔ Φ − +Φ − = = Φ − +Φ −
                 

  :عبارت است از  2xو  1xها براییکی از جواب

,1 2 1 2
1 22 2x c x cθ θ θ θ+ +
= − = +  

  شود که  ای انتخاب می گونه بهcکه در آن 

( ) ( ) 2 1 1 2
1 1 1 2

2 1 2 1

2 2

12 2

x x c c

c c

θ θ θ θθ θ α

θ θ θ θ α

− −   Φ − +Φ − = Φ − +Φ − =   
   

− −   ⇒ Φ − −Φ + = −   
   

              

      
:خواهیم برای آزمون   میدر این قسمت     ):ii(آزمون نوع    :1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D D     یـک آزمـون 

UMPUبه دست آوریم .  

)رای تابع چگالی یا احتمال به فـرم داX فرض کنید  ) ( ){ } ( )Qxf x e h xθ θ
θ

چـون تـابع   . باشـد  =+
 α بنابراین هر آزمون نااریب به اندازۀ       است،   θنمایی یک تابع پیوسته از    خانوادۀ   در   ϕتوان هر آزمون  

Hآزمونبرای انجام    D  1 در مقابلΗ          بایستی دارای تابع توانی باشد کـه در نقطـۀθD  مقـدار α    را داشـته 
   :مساوی صفر باشد یعنی θDو شیب آن در نقطۀ باشد
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( ) ( ), dE X E X
dθ θ

θ θ
ϕ α ϕ

θ =
  =   =   D

D

D  

)آزمون دو طرفه    قبل هر  فصل 2-2براساس قضیۀ    )xϕD   به فـرم )A (   1کـه در آن 2 1x ، ،γ γ 2وx   بـه 
  ای انتخاب می شوند کهگونه

( ) ( ) ( )[ ] , [ ]E X E X X E Xθ θ θϕ α ϕ α= =
D D DD D  

)ی نیز تضمین شده است زیـرا      وجود چنین آزمون  .  است UMPUیک آزمون    )xϕ α≡     یـک آزمـون 
  . می باشد αنااریب به اندازۀ

: برای انجام آزمـون    1-1 در مثال     :2-1مثال   :1vsθ θ θ θΗ = Η ≠D D D    یـک آزمـون UMPU   بـه 
  . به دست آوریدαاندازۀ
  :حل

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

E X P X x P X x

x x

x x

x x

ϕ θ θ θ

ϕ

ϕ

θ ϕ

θ θ

θ α θ θ α

θ φ θ φ θ

Π =   = < + > 
=Φ − +Φ −

Π = Φ − +Φ − = ⇒ 
′Π = − − + − = 

D

D

D

D

D D D

D D DD D

  

1یک جواب این دستگاه عبارت است از 2x x cθ θ− = − = −D Dیا  و  

1

2

x c

x c

θ

θ

= −


= +

D

D
  

   به گونه ای انتخاب می شود کهcکه در آن 
( ) ( ) ( )

( )
2 2

1 2

1

2

2

x x c

c c z zα α

θ θ α α

α
−

Φ − +Φ − = ⇒ Φ − =

⇒Φ − = ⇒ = − =

D D
  

  : عبارت است از UMPUبنابراین آزمون



105 های یکنواخت نااریبتوانترین آزمونپر: فصل ششم

( ) ( )2 2 2

2 2 2

1 1 1

1 1 1

1 1x z or x z x z
x x

z x z x z

α α α

α α α

θ θ θ
ϕ ϕ

θ θ θ

− − −

− − −

< − > + − > = ⇔ = − < < + − <  

D D D
D D

D D DD D
  

    
) فرض کنید  :3-1مثال   ) ,X P θ θ >∼ D   آزمونUMPU  به اندازۀ α         برای انجام آزمون زیـر را بـه 

:                                       دست آورید :1vsθ θ θ θΗ = Η ≠D D D  
      :حل

            ( ) ,
! !

1x
xLnef x e ln ln

x x

θ
θ θ

θ
θ θ θ θ θ

−
− = = = ⇔ =  D D  

  :عبارت است از ) A(رم تابع توان آزمون به ف
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ); ; ; ;
1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 21 1
P X x P X x P X x P X x

F x F x f x f x
ϕ θ θ θ θθ γ γ

θ θ γ θ γ θ

Π = < + > + = + =

= − + − + +
D  

  که در آن
( ) ( );f x P X xθθ = ) و = ) ( );F x P X xθθ = ≤.  

  ه به آن که با توج 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

; ; , , ,...1 1 2 3xf x f x x

E X X E Xϕ θ θ

θ θ θ

θ ϕ α αθ

 = − ∀ =
 ′Π = ⇔   = =   D D DD D DD

  

  .شود به صورت زیر تبدیل می) A(بودن آزمون به فرم  UMPUشرایط 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

; ; ;

; ; ;

2
1 2 1

2
1 2 1

1 1

2 1 1 1

i ii

i ii

F x F x f x

F x F x f x

ϕ

ϕ

θ θ γ θ αθ α

θ θ θ γ θ α

=

=


− + − + Σ =Π =  ⇒ ′Π =  − + − − + Σ − =

D

D

D D DD

D
D D D

D
  

1یرمقاد 2 1x ، ،γ γ 2وx              به وسیلۀ حل عددی دستگاه معادلات بالا با استفاده از جدولهای توزیع پواسون 
ایـن   دسـت آورد  هـای برابـر ب    مد بـا  را از جدول پواسون      iγوixمی توان مقادیر اولیه   . آید به دست می  

  آید مقادیر اولیه از دستگاه معادلات زیر به دست می
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( ) ( )

( ) ( )

; ;

; ;

1 1 1

2 2 2

1 2
1 2

F x f x

F x f x

αθ γ θ

αθ γ θ

 − + =

 − + =


D D

D D

  

1توان مقادیر  حل عددی دستگاه معادلات بالا می      حال با استفاده از این مقادیر اولیه و        2 1x ، ،γ γ 2وx  را
    . دست آورد   به

  
)فرض کنید  :4-1مثال   ), , 1X B n p p< <∼ D .آزمونUMPU  به اندازۀα      برای انجـام آزمـون 

:                  زیر را به دست آورید :1p p vs p pΗ = Η ≠D D D  
  :حل

( ) ( )
( )11 11

1 1

pxLn Ln pxx p
p

n n
f x p p e

x x

p pp p ln ln
p p

+ −− −
     = − =        

= ⇔ =
− −

D
D

D

  

  :عبارت است از ) A(تابع توان آزمون به فرم 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2
2

1 2 1
2

1 2 1

1

1

1 1

p p p p

p p p p

p i p ii

p i p ii

p P X x P X x P X x P X x

p P X x P X x P X x P X x

P x X x P X x

P x X x P X x

ϕ

ϕ

γ γ

α γ γ α

γ α

γ α

=

=

Π = < + > + = + =

Π = ⇒ < + − ≤ + = + = =

⇒ ≤ ≤ − Σ = = −

⇒ < < + Σ − = = −

D

D D D D D

D D

D D

D

  

( ) ( ) ( )
2

1

1 2

1 1
1 1 1 1ii

x n j n xxj
ij x i i

nn
p p p p

xj
γ α

−
− −

= + =

  
⇒ Σ − + Σ − − = −  

   
D D D D  

        حال با استفاده از رابطۀ

( )1 111
1

n xx n x xn n
x p q np p q
x x

− − −− −−   
=   −   

  

  داریم که



107 های یکنواخت نااریبتوانترین آزمونپر: فصل ششم

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2

1

2

1

2

1

2

1
1 2

1 1
1 2

1 1

1

1

1

1 1 1 1

1
1

ii

p p

p i i p ij x or j x i

x

p i i p ij x i

x n j n xxj
i ij x i i

x

j x

p

E X X E X n p

jf j x f x n p

np jf j x f x n p

nn
j p p x p p n p

xj

n
np

j

ϕ

ϕ α α

γ α

γ α

γ α

< > =

−

= + =

−
− −

= + =

−

= +

′Π =

⇒ = =

⇒ Σ + Σ =

⇒ − Σ + Σ − =

  
⇒ Σ − + Σ − − = −  

   
−

⇒ Σ
−

D

D D

D D

D D

D

D D

D

D D

D D D D D

D

D

( ) ( ) ( ) ( )
2 11
1

11 1 1 11
iin j n xxj

ii i

n
p p p p np

x
γ α− −−−

=

 −  − + Σ − − = −    −     
D D D D D

  
1 است که در آن) A( به فرم ϕD به صورتUMPUبنابراین آزمون 2 1x ، ،γ γ 2وx از جدول توزیع 

 :دآی دست میبا حل دستگاه معادلات زیر بهای دو جمله

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

2

1

1 2

1 1

1 2 11
1 1

1 1 1 1

11 1 1 1 111

ii

ii

x n j n xxj
ij x i i

x n j n xxj
ij x i i

p

p

nn
p p p p

xj

nn
p p p p

xj

ϕ

ϕ

α

γ α

γ α

−
− −

= + =

−
− −−−

= + =

Π =


′Π =

   
Σ − + Σ − − = −   

   ⇔ 
−−    Σ − + Σ − − = −   −−   

D

D

D

D

D D D D

D D D D

D

  
, فرض کنید:5-1مثال   ,...,1 2 nX X X    یـک نمونـۀ تـصادفی از توزیـع  ( ), ,2N σ σ >D D باشـند . 
  برای انجام آزمون زیر را به دست آورید α به اندازۀUMPUآزمون

: :1vsσ σ σ σΗ = Η ≠D D D  
ــه اگــر توجــ:حــل ــد ک ــارۀ Sه کنی ــسنده یــک آم ــرایب ــرای انجــام   ϕ و  باشــدθ ب ــون ب یــک آزم
:آزمون :1 1vsθ θΗ ∈Θ Η ∈ΘD D    باشـد آنگـاه ( ) )X(S E Sψ ϕ =  �

 نیـز یـک آزمـون اسـت         
)و ) [ ])X(E S Eθ θψ ϕ  =  �

X(ϕ(در نتیجه آزمون های    و 
�

) و  )Sψ   بنابراین . دبا یکدیگر معادل هستن
  .براساس آماره بسنده معطوف کرد ییهاآزمونه خود را به توان توج می
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)در این مثال ) 2
1

n

ii
T X X

=
= Σ

�
) است و2σ یک آمارۀ بسنده برای )( ) 2 2

nT X σ χ∼
�

   بنابراین .

( )
( )

( )
.

2
2 2

11 2 21 2 222 2 2
2 2

2 2

1 1 1
2 22 22

n
t nn t Ln

T n
tf t t e e
nn

σ
σ σ σ σ

σ σ
σ

−
− − +−  

 = = = ⇔ =
    Γ   Γ    

D

  : عبارت است ازTبراساس آمارۀ ) A(آزمون به فرم تابع توان 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2

1 2 1 21P T t P T t P t T tϕ σ σ σ
σΠ = < + > = − < <

D
       

  بنابراین

)1(        ( ) ( ) ( )
2

2
2 2

1

2
1 2 1 1t

nt
P t T t h t dt

σ
ϕ σ σ

σ α α αΠ = ⇒ < < = − ⇒ = −∫ D

D D D
D  

)که در آن )nh tتابع چگالی توزیع ( )
2
nχ است .  

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2
22

21 1

2 2

2

2 2 2 2 2

1
tt

tt
T nt t

E T T E T n

E T E T T n

n tf t dt n n th t dt n

ϕ σ σ

σ σ

σ σ

σ

σ ϕ α ασ

ϕ ασ

σ ασ σ σ ασ

→

′Π = ⇒ = =

 ⇒ − − = 

⇒ − ∫ = − =⇒ ∫

D D D

D D

D D

D

D D D

D D

D D D D D

D

( ) ( )
( )

( )
22

2 2
2

1 1
2 2

2

11 1
2 2

i
i
tc

n tt c
n nt c

th t dt n t e dt n
n

σσ

σ
α α

=

−
⇒ = − = −

Γ
⇒∫ ∫

DD

D

        

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

2
2 2
1 1

2

1 2
1 2

12 2 2 2

2 2

1 1

1 12 22 2 2 2 2 21 2 1 1 2 2

1 1 2 2

2 1 1
2 2 22

2

n

t

n nu t t tc c
c cn n

dv e dt

n nc c
c cn n

n n

t e n t e dt n
n n

c e c e c c e c c e

c h c c h c

α

α
−

= −− −

=

→ −

− −− −− −

−
+ ∫ = −

 Γ Γ 
 

⇔ = ⇔ =

⇔ =

⇔
�����	����


                             

  : عبارت است از α به اندازۀ UMPUآزمون بنابراین 
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( )
2 2

1 2
2 2

1 2

1 t c or t c
x

c t c

σ σ
ϕ

σ σ

 < >= 
< <

D D
D

D D
� D

  

   از حل دستگاه2c و1cرآندکه 

( )
( ) ( )

2
1

1 1 2 2

1c
nc

n n

h t dt

c h c c h c

α∫ = −


=
  

هـایی ارائـه      برای آنها جدول    و حاصل می شود که حل عددی این معادلات توسط محققین انجام گرفته           
      .شده است

  
  

   1 پارامتریk برای خانوادۀ نمایی UMPUهای  آزمون: 2بخش 

پـارامتری تعمـیم     kدو طرفـه را بـرای حالـت          های یک طرفه و     می خواهیم بحث آزمون    بخشدر این   
کنـیم   این قسمت فرض مـی  در. باشد عدی میبُ  k یک فضای Θیعنی حالتی که فضای پارامتری       .دهیم

Xدارای تابع احتمال یا چگالی به فرم   

( ) ( )
( )

Q ,...,
( )

11

k
i i k

i
T x

f x e h x
θ θ θ

θ
=
Σ +  =  

  
�

  

)در این صورت   .باشد ), ,...,1 2 kT T T T=
�

 ـنیمال    آمارۀ بسندۀ می    )م بـرای  وأت ),...,1 kθ θ θ=
�

 . اسـت  
2,...,هستیم موقعی که پارامترهای   1θلاًعلاقمند به انجام آزمون روی یکی از پارامترها مث         kθ θ    به عنـوان 

  .نظر گرفته شوند  در 2پارامترهای مزاحم
سپس این نظریه را بـرای خـانوادۀ         کنیم و   بررسی می  انجام این گونه آزمون ها را     ابتدا نظریه عمومی     در

  .دنمایی از توزیع ها بکار خواهیم بر

                                                 
١ UMPU Tests for k-Parameter Exponential Familie 
٢ Nuisance Parameters 
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:آزمـــــون :1 1vsθ θΗ ∈Θ Η ∈ΘD D1 درآن کـــــه بگیریـــــد نظـــــر  را درΘ Θ =∅D و ∩

1Θ Θ = ΘD Θو1فرض کنید  .∪ ΘD    1بـستار هـای     به ترتیب مجموعـه ΘD   1وΘ اگـر (. باشـندE  یـک
Eموعه و مج Eآنگـاه  باشـد  E مجموعـه  2انباشـتگی  مجموعه نقاط حدی یا   ′ E E ′= مجموعـۀ   را∪

) گویندE بستار  )N N N, { , } [ , ]
E EE

a b a b a b
′

کـه در  ( تابع توان هر آزمـون یـک تـابع پیوسـته باشـد      اگر )∪=

در ایـن صـورت هـر آزمـون     )  برقرار می باشـد نجم فصل پ1-2جه ینتبر طبق   خانوادۀ توزیعهای نمایی    
1BΘ روی مرز αبا دارای تابع توان مساوی αنااریب به اندازۀ = Θ ΘD   خواهد بود زیرا ∩

( ) BE Xθ ϕ α θ⇒   = ∀ ∈Θ  ( )
( ) 1

E X

E X
θ

θ

ϕ α θ

ϕ α θ

  ≤ ∀ ∈Θ  


  ≥ ∀ ∈Θ   

D  

Similarα( شبیه−αرا چنین آزمونی  1BΘروی مجموعۀ) − = Θ ΘD   . گویند∩
  اگر  گویندBΘروی یک مجموعۀشبیه −α را ϕ یک آزمون-الف :1-2تعریف

( ) BE Xθ ϕ α θ  = ∀ ∈Θ   
) شبیه BΘیک آزمون را روی    -ب )BSimilar on Θ      گویند اگر برای مقـداری از α     ایـن آزمـون 

      .شبیه باشد−BΘ αروی
  

 شـبیه   −α یک آزمون  αپیوسته باشد آنگاه هر آزمون نااریب به اندازۀ       آزمون    هر بنابراین اگر تابع توان   
1BΘروی مرز  = Θ ΘD      .خواهد بود ∩

)  شبیه −αیکنواختترین آزمون   توان را پر  ϕD یک آزمون  :2-2تعریف   )UMP Similarα  برای  −
:آزمون   :1 1vsθ θΗ ∈Θ Η ∈ΘD D بین تمام آزمـون هـای      در گویند، اگرϕ  روی مـرز    کـهBΘ 

α− شبیه هستند، داشته باشیم که  
( ) ( ) 1E X E Xθ θϕ ϕ θ  ≥   ∀ ∈Θ   D.  

  

                                                 
١ Closure 
٢ Limit Point 
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شـبیه راحـت تـر از یـافتن آزمـون هـای       −UMPα هـای  یافتن آزمونهمانگونه که بعداً خواهیم دید 
UMPU دهیم که اغلب آزمون های      در زیر نشان می   .  استUMP α−  شبیه روی مرزBΘ   آزمـون ، -

  . هستندUMPUی ها
  

:اگر در آزمون :1-2قضیۀ  :1 1vsθ θΗ ∈Θ Η ∈ΘD Dشرایط زیر برقرار باشند :  
H در آزمونϕ برای هر آزمون-الف D 1در مقابلHتابع توان یک تابع پیوسته برحسب ،θباشد .  
H در آزمون-ب D1 در مقابلHآزمون ،ϕD یک آزمون UMP α− روی مرز(شبیهBΘ (باشد.  
H در انجام آزمون αندازۀ یک آزمون به اϕD-ج D 1مقابل  درHباشد.  

  . استα به اندازۀUMPU یک آزمون ϕDآنگاه
)آزمون :اثبات )xϕ α∗ Hانجام آزمون     در αبه اندازۀ  یک آزمون    ≡ D 1مقابل درH  همچنین   است و

  : است بنابراینBΘ شبیه روی−αیک آزمون

( ) ( ) , 1E X E Xθ θϕ ϕ α θ∗ ⇒   ≥ = ∀ ∈Θ   D)ب(  
( ) ,E xθ ϕ α θ⇒   ≤ ∀ ∈Θ D D)ج(  

  . یک آزمون نااریب استϕDدر نتیجه و
H در آزمون  αبه اندازۀ  یک آزمون نااریب     ϕحال اگر  D  1 در مقابلH      الـف (ط   باشد، چون طبـق شـر (

  پیوسته است پس بایستی θتابع توان آن برحسب 

( ) BE Xθ ϕ α θ  = ∀ ∈Θ   
  بایستی) ب( طبق شرط بر و شبیه است−αیک آزمونϕیعنی

( ) ( ) 1E X E Xθ θϕ ϕ θ  ≥   ∀ ∈Θ   D   
  .) نااریب نیز هستϕDزیرا نشان دادیم که ( استUMPUیک آزمون ϕDیعنی 

  
  .شبیه معطوف می کنیم−UMP αبنابراین طبق قضیۀ بالا توجه خود را به یافتن آزمون های 
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Bθ یک آمارۀ بسنده برای    Tحال فرض کنید     ∈Θ) باشد و) روی مرزϕ     آزمـونی باشـد کـه در شـرط 
    .زیر صدق کند

( )E x T t for almost all tϕ α = =   
          در این صورت

( ) ( ) ( ) BE X E E X T t Eθ θ θϕ ϕ α θ    = = = ∀ ∈Θ      
  . گویندیمننساختار چنین آزمونی را آزمون با .  استBΘ شبیه روی مرز−α یک آزمونϕ یعنی

Bθیک آمارۀ بسنده برای   T فرض کنید  ):3(تعریف ∈Θ گوییم یک آزمون   باشدϕ   ـدارای ساختار  یمن ن
 : هرگاهاست T1نسبت به

( )E X T t for almost all tϕ α = =   
که درون مجموعـه هـای بـا احتمـال صـفر       یی هاtبجز  ها tیعنی برای تمام  almost all tمنظور از (

}های  تمام توزیعتحت }: Bf θ θ ∈Θقرار دارند (.  
  

  : نکات
 آن  باشـد آنگـاه  αیمن به انـدازۀ نار ه به مطلب قبل از تعریف بالا ، اگر آزمونی دارای ساخت           با توج  )1(

  )عکس این مطلب نیز گاهی اوقات برقرار است(  . استBΘشبیه روی مرز −α آزمون
)کافیست. باشدیمن راحت می  نساختار  های دارای    ساختن آزمون  )2( )xϕ      را برای نقـاط x  کـه درون 

)مجموعۀ ){ }x T x t=چنان تعریف کنیم کهقرار دارند  

( )E X T tϕ α = = .  

 بـه دسـت آمـده یـک آزمـون باشـد             ϕتـابع  و انجام گیـرد     tدر این صورت اگر چنین کاری برای هر         
)Measurable (آنگاهφ یک آزمون α− یمن خواهد بودنشبیه با ساختار. 

 α برابر T=t باشد آنگاه احتمال شرطی روی هر سطح         αیمن به اندازۀ  ناگر آزمونی دارای ساختار      )3(
Bθ یک آمـارۀ بـسنده بـرای       Tچون   .است ∈Θ      ی  توزیـع شـرط    اسـت بنـابراین( )X T tϕ بـه    =

                                                 
١ Neyman Structure w.r. to T 
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Bθپارامتر ∈Θ   حالـت چنـد     فرضـها در  یمن مسئله آزمون    نت ساختار   در نتیجه خاصی    بستگی ندارد و
تـر   راحـت در این حـالات اغلـب       .  کاهش می دهد   tپارامتری را به حالت یک پارامتری برای هر مقدار          

 به طور T= t سطوح یمن در هریک ازنر اهای دارای ساخت بین آزمونهای پرتوان را دراست که آزمون
 .)قسمت های بعد را مشاهده کنید.(جداگانه به دست آوریم

  
 ـ شبیه با سـاختار  −α در کلاس آزمون های  UMPدر بعضی موارد به راحتی می توان یک آزمون         یمن ن

 −αهـای آزمون کلاس تمام  در UMPهایی آزمون ه چنین آزمون  دهیم ک  نشان می  زیر در .به دست آورد  
  .شبیه هستند

PP  یک متغیر تصادفی با توزیع     X فرض کنید     :2-2قضیه    یـک آمـارۀ بـسنده بـرای         T باشد و  ∋
 شـبیه دارای سـاختار      −αکافی برای اینکه هر آزمـون      در این صورت شرط لازم و      .باشد P خانواده

کامـل کرانـدار    TP یعنی   Tتولید شده توسط  های   باشد آن است که خانوادۀ توزیع      Tیمن نسبت به    ن
  .باشند
باشـد در ایـن    P  شبیه نـسبت بـه  −αیک آزمونϕو کامل کراندار باشد TP فرض کنید:اثبات

 :صورت

( ) ( )
( )

( )B B

h T

E X E E X T E Xθ θ θϕ α θ ϕ ϕ α θ
 
    = ∀ ∈Θ ⇒ =   = ∀ ∈Θ     
  
���	��


   

  ، نتیجه می شود که استبع کرانداریک تا h وکامل کراندار Tآنجایی که   از

( )E X T t for almost all tϕ α = =   
) پس )Xϕ یمن استن دارای ساختار.  

 ـ fدر این صورت یک تـابع کرانـدار          .اندار نباشد رکامل ک  TPبرعکس فرض کنید     )اب )f t M≤ 
)وجـــود دارد کـــه  )( )E f T = D امـــا ( )f T ≠ D .  قـــرار مـــی دهـــیم( ) ( )t cf tϕ α= + 

)که )min , /1c Mα α= )زیـرا ( یک تـابع بحرانـی اسـت         φدر این صور ت    . − )(t) 1ϕ≤ ≤D (و 
  چون
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 TP( ) TE T Pθ ϕ α  = ∀ ∈   
  زیرایمن نیست ندارای ساختار ϕامّا .  شبیه است−αیک آزمونϕپس 

) )TPبرای حداقل یک توزیع در( ) ( ) ( )E T T t E cf T T t cf tϕ α α α   = = + = = + ≠     
       . کامل کراندار استTPبنابراین به یک تناقض رسیدیم پس

  
ید فرض کن. کنیم  پارامتری بررسی میkحال استفاده این تعاریف و قضایا را روی خانواده نمایی 

, ,...,1 2 nX X X توزیعهای نمایی های خانواده یک نمونه تصادفی از kپارامتری زیر باشند   

( )
( ) ( )

( )
,...,

( )
1

1 1
k

i i k
i

d x Q
f x e h x

θ θ θ

θ
=

+ ∑ =  
 
 

�
  

    بنابراین

    
( ) ( )

( )
,...,

( ) ( )
1

1 1

1
2

k n
i i j k

i j
d x nQ n

i
i

f x e h x
θ θ θ

θ
= =

 
 +
 
 

=

 
∑ ∑   =   

  
  

∏
� �

  

)و درنتیجه  ) ( ) ( ),..., ,...,1 1
1 1

n n
k k

j j
T T T d X d X

= =

 
= = ∑ ∑ 

 �
نیمال برای   آماره بسنده می

( ),...,1 kθ θ θ=
�

)در زیر توزیع احتمال توام .  است ),...,1 kT T T=
�

  .آوریم می را به دست 
  

1,...,فرض کنید   : 1-2لم   nX X           یک نمونه تـصادفی از خـانواده نمـاییk    بـا   ) 1( پـارامتریn k≥ 
نیمـال    توام آماره بـسنده مـی  د آنگاه تابع احتمالع احتمال باش یک تاب ) 1(اگر توزیع احتمال توام     . باشند

( ),...,1 kT T T=
�

   در این خانواده عبارتست از

( )
( ) { } ( ) ( )1 3

k
i i

i
t Q

f t e h t
θ θ

θ
=

+∑
=

D �
D

� � �
  

Tیک تابع چگالی باشد و تـابع چگـالی تـوام            ) 1(اگر توزیع احتمال توام     
�

 موجـود باشـد آنگـاه تـابع         
Tچگالی توام 
�

  .باشد می) 3( بفرم 
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      اولاً توجه کنید که: اثبات

( )
( ( )) ( )

( ) { }1 1

1

k n
i i j

i j
d x nQ n

j
j

f x e h x
θ θ

θ
= =

+

=

∑ ∑  
=   

 
∏�

� �
  

  :حالت گسسته

  

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

,..., : ,...,

( )

,..., : ,...,

( ) ,...,

...

...

1

1 1 1
1 1

1

1 1 1
1 1

1 1

1

1

k
i i

i
n n

n j k j k
j j

k
i i

i
n n

n j k j k
j j

T k k

t nQ n

j
jx x d x t d x t

t nQ n

j
jx x d x t d x t

f t P T t T t

e h x

e h x

θ

θ θ

θ θ

=

= =

=

= =

+

== =

+

== =

= = =

 ∑   = ∑∑ ∑      ∑ ∑  

 ∑   = ∑∑ ∑     ∑ ∑ 

∏

∏

�

�

�

�

( )
( )1

k
i i

i
t Q

e h t
θ θ

=
+

 
 
  
  

 ∑ =  
 
 

D

D �

  

  :حالت پیوسته

( )

( )

( )

( )
( )

( , ) ,...,

( , ) ,...,

( , )

( )

( )

1 1
1

2 2
1 1 11

2 2 1

1

1 1

n

j
j

n

j
kj

k n
n

k k j
n nj

k k

n n

T d X

T d X
X g T U T T T

X g T U U U U

T d X
X g T U

U f X

U f X

=

=

+

=

+ +


=



 =

 = =


= = ⇒ 
 =  =
 =


 =

∑

∑

∑

� ��
#

� � �
#

� �

�
#

�
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( )
~

( )

,

, ,

( )

( , ) ( , ),..., ( , ) ( ( , ))

( , ) ... ( , ) ...

... ( ( , ) ... )

1

1

1
1

1

1
1

k
i i

i

k
i i

i

t nQ n

T U X n j
j

T U T U k n

t nQ n

j k n
j

f t u J f g t u g t u J e h g t u

f t u f t u du du

e J h g t u du du

θ θ

θ θ

=

=

+

=

+

+

+
=

 ∑ = =  
 
 

=

 ∑   =  
   

∏

∫∫ ∫

∏∫∫ ∫

�

� �

� �� �

�

� � � � � � � �

� � � �

� �

( )
( )

1

k
i i

i
t nQ

e h t
θ θ

=
+




 ∑ =  
 
 

D

D �

 

  
1,...,گوید که اگر در توزیع احتمال توام   می1-2لم  nX X بجای ( )

1

n

i j
j
d x

=
 را it معادل آن یعنی ∑

)قرار دهیم آنگاه توزیع احتمال توام  ),...,1 kT T T=
�

1 به صورت ضریبی از 

k
i i

i
t

e
θ

=
∑

  . خواهد بود
  

)، 1θبرای هر مقدار ثابت .  انجام دهیم1θهایی روی  فرض کنید بخواهیم آزمون ),...,2 kT T یک آماره 
)نیمال برای  بسنده می ),...,2 kθ θباشد  است که دارای توزیع احتمال توام زیر می  

( )

,..., ( ,..., | ) ( ) 1 1 2
2 2 1

k
i i

i
k

t Q
t

T T kf t t h t e dt e
θ θ

θθ =
+ ∑  =   

  
∫

D �
D� �

  

2,..., به شرط 1Tیع شرطی در نتیجه توز kT Tعبارتست از   

( )

( ) ( )| ,..., ( | ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 2

1

1
1 1 1 1k

t t t
T T T

C

f t h t e dt h t e C h t eθ θ θ

θ

θ θ
−

 = = ∗ ∫ D D D� � ����	��

  

2,..., به شرط    1Tیعنی توزیع شرطی     kT T             به یک خـانواده نمـایی یـک پـارامتری متعلـق اسـت و بـه 
,...,2 kθ θ 1کند برای انجام آزمون روی  این مطلب پیشنهاد می.  بستگی نداردθ   2,..., مـوقعی کـه kθ θ 

 بستگی دارد استفاده کنیم و همان       1θکه تنها به    (*) باشند از توزیع شرطی      بعنوان پارامترهای مزاحم می   
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 موقعیکـه   1θدر زیـر آزمونهـای مختلـف روی         . را بکـار ببـریم     و بخـش قبـل       ی قبـل  اه ـ  ب فصل مطال
,...,2 kθ θدهیم میباشند را به تفکیک مورد بررسی قرار   پارامترهای مزاحم می.  

  
: آزمون فرض -الف :1 1 1 1 1H vs Hθ θ θ θ≤ >D D D  

:ون فرض کنید بخواهیم آزم :1 1 1 1 1H vs Hθ θ θ θ≤ >D D Dبراساس توزیع شرطی .  را انجام دهیم

1T 2,..., به شرط kT T)  1که تنها به پارامتر (*)) فرمولθ بستگی دارد و با توجه به مطالب خوانده 
H برای انجام آزمون α به اندازه UMPشده قبلی یک آزمون  D 1 در مقابلH 2,..., به شرط kT T 

  عبارتست از

( )
( )

( ) ( )
( )

,...,

,..., ,..., ,..., ( )

,...,

1 2

1 2 1 2

1 2

1 k

k k k

k

t c t t

t t t t t c t t A

t c t t

ϕ γ

 >


= =
 <

D

D

  

2,..., توابعی از c و γکه در آن  kt tای که  هستند بگونه  

( ),..., | ,..., ( )1 1 2k i iE T T T t i k Bθ ϕ α = = = D D 

)با شرط اینکه  ),...,1 kt tϕD یک آزمون در مسئله غیرشرطی است (measurable) در زیر نشان ،
H در آزمون α به اندازه UMPUک آزمون ی در مسئله غیرشرطی ϕDدهیم که  می D 1 در مقابلH 

  .است
) 1(یک تابع پیوسته است بنابراین طبق قضیه ) اییمدر خانواده ن(دانیم که تابع توان هر آزمون   می

شبیه روی مرز  −UMP αو  α یک آزمون به اندازه ϕDکافیست نشان دهیم که 
{ | }1 1B θ θ θΘ = = D�

  . است
.  استBΘ شبیه روی مرز −α دارای ساختار نیمن و درنتیجه یک آزمون ϕD ،(B)اولاً طبق رابطه 

)حال چون .  باشدBΘ شبیه روی مرز −α هر آزمون ϕ فرض کنید که ثانیاً ),...,2 kT T یک آماره 
Bθکامل و درنتیجه کامل کراندار برای  ∈Θ

�
 دارای ساختار نیمن ϕ ،2-2 است بنابراین طبق قضیه 

  بنابراین . است

[ ]( ) | ,...,1 2i i iE T T t i k for almost all tθ ϕ α= = =
D �
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   کهϕهمچنین در بین تمام آزمونهای 

[ ]( ) | ,...,1 2i iE T T t i kθ ϕ α= = =
D �

  
1 دارای بیشترین توان شرطی برای (A) در ϕDآزمون  1θ θ> D و دارای کمترین توان شرطی برای 

1 1θ θ≤ Dاست .  
1بنابراین برای  1θ θ> Dداریم که   

[ ] [ ]{ }
[ ]{ }

[ ]

( ) ( ) | ,..,.

( ) | ,..,.

( )

1

1

1

2

2
i i

i i

E T E E T T t i k

E E T T t i k

E T

θ θ θ

θ θ

θ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ θ

= = =

≥ = =

= ∀ ∈Θ

D D
� �

�

�

� �

�

� �

  

1همچنین برای هر . یه است شب−UMP α یک آزمون ϕDدهد که  که این نشان می 1θ θ≤ Dداریم که   

[ ] [ ]{ } { }( ) ( ) | ,..,.1 2i iE T E E T T t i k Eθ θ θ θϕ ϕ α α θ= = = ≤ = ∀ ∈ΘD D D
� � �� � �

  
  و درنتیجه

[ ]sup ( )E Tθ
θ

ϕ α
∈Θ

=
D

D
�

�
�

  

) یعنی  )TϕD �
 به UMPU یک آزمون ϕD ،1-2بنابراین طبق قضیه .  استα یک آزمون به اندازه 

H در آزمون αاندازه  D 1 در مقابلHاست .  
  

1,...,فرض کنید : 1-2مثال  nX X یک نمونه تصادفی از توزیع ( ), 2N µ σ باشد که Rµ  و ∋
σ > Dآزمون .  هر دو نامعلوم هستندUMPU به اندازه αبرای انجام آزمون زیر را به دست آورید .  

: :1H vs Hµ µ≤ >D D D  
  :حل

( )
( )

( )
,

( )

2

2
12

2 2
2 2 2

1
2 22

1 222 2

2
n

i
i

i i

n x

n nx x Ln

f x e

e

µ
σ

µ σ

µ µ πσ
σ σ σ

πσ =
− −−

− + −

∑
=

∑ ∑
=

�  
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بنابراین 
,

( )2f x
µ σ �

ه یک خانواده نمایی دو پارامتری پررتبه متعلق است و  ب

( ) ( ), , 2
1 2 i iT T X X= ∑ )نیمال برای   آماره بسنده می∑ , )2µ σ توزیع 1- 2 است که طبق لم 
  احتمال توام آن عبارتست از

( ) ( )
, , { } ( )1 1 2 2
1 2 1 2

t t Qf t t e h tθ θ θ
θ θ

+ += D
D �

  

1که در آن  2
µθ
σ

2 و = 2
1

2
θ

σ
= ) یعنی توزیع − ),1 2T T به یک خانواده نمایی دو پارامتری پررتبه 

:توجه کنید که آزمون فرض  .متعلق است :1H vs Hµ µ≤ >D D D معادل آزمون فرض 
: :1 1 1H vs Hθ θ≤ >D D Dباشد  می.  

)همچنین روی مرز  ){ }, | ,1 2 1 2B θ θ θ θΘ = = <D D 2 آماره
2

1

n

i
i

T X
=

=  کامل ه یک آماره بسند∑

2با شرط روی . است 2T t= آزمون UMPU به اندازه αعبارتست از   

( )
( )
( )

, 1 2
1 2

1 2

1 t c t
t t

t c t
ϕ

 >= 
<

D D
  

)که در آن  )2c tشود که یای انتخاب م  بگونه  

( ) ( ), | |1 11 2 2 2 1 2 2 2E T T T t P T c t T tθ θϕ α= =   = = > = =   D D D  
1θاز طرفی روی مرز  µ= ⇔ =D D 2 آمارهT 2 برایσ بسنده کامل است و آماره

1 1
22 2

T T
T T

σ

σ
1θاست و بنابراین طبق قضیه باسو تحت  فرعی یک آماره = = D2های   آمارهT و 

1

2

T
T

   عبارتست ازUMPU از یکدیگر مستقل هستند و درنتیجه آزمون 

( ),

1

2
1 2

1

2

1 t c
t

t t
t c
t

ϕ

 >
= 
 <


D
D
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1شود که  یای انتخاب م  بگونهcکه در آن 
1

2

TP c
Tθ α=

 
> =  

 
D . اما اگر

( )
2

2

1

1
1
n

i
i

S X X
n =

= −
−   اه آنگ∑

( )

1
1 1

22 2 22 11 2 2
1 1 111

T
T T YnS
T nT nT n S Y

n n nnn S

= = =
−−+ − ++

  

1TYکه در آن 
nS

   است زیرا اگر قرار دهیمYاین نسبت یک تابع صعودی از . =

( ) ( ) 322 2

1

1 1 1 1

n
y ng y g y
n ny yn n n n

−

′= ⇒ = >
− − + + 

 

D  

1                                    بنابراین 1

2

T Tc Y k k
T nS

> ⇔ > ⇔ >  

1θاما تحت  = Dاریم که د  

( ) ( )

( )

( )
( )

( )
,

~
1

1
12 2

1
2

1
1 1 1

D

n
n

T
NT n t

nS n S
n

n

σ
χ

σ

−
−

= =
−

−
−

D  

  و درنتیجه

( )( ) ( )1 1
1 1

11
2

1n
T TP c P k P t k k t n
T nSθ θ αα = = −−

   = > = > = > ⇒ = −       
D D  

   عبارتست ازα به اندازه UMPUبنابراین آزمون 

( )
( )

( )
,

1
1

1 2
1

1

1 1

1

T t n
nSt t
T t n
nS

α

α

ϕ
−

−

 > −= 
 < −


D
D
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)فرض کنید : 2-2مثال  ) ( ), ,..., ,1 1 n nX Y X Yتوزیع  یک نمونه تصادفی از   

( )( , )
2
1 1 2

21 2 2
2N

σ ρσ σ
ρσ σ σ

D�  

انجام آزمون زیر را  در α به اندازه UMPUآزمون .  نامعلوم هستند2σ و ρ ، 1σ باشند که در آن 
:به دست آورید                         :1H vs Hρ ρ≤ >D D D  

  :حل

( ) ( )
, , ,

2 2
2 2 21 21 2

1 2

1 2
2 1

x xy y

f x y e
ρ
σ σσ σρ

σ σ ρ

 
− − +  −  ∝  

( )
, , ( , )

2 2
2 2 21 21 2

1 2

1 1 2 1
2 1 i i i ix x y y

f x y e

ρ
σ σσ σρ

σ σ ρ

 
− ∑ − ∑ + ∑  −  ⇒ ∝

� �
  

,بنابراین  , ( , )1 2f x yσ σ ρ � �
   متعلق به یک خانواده نمایی سه پارامتری پررتبه است و 

( ), , ( , , )2 2
1 2 3 i i i iT T T T X X Y Y= = ∑ ∑ ∑

�
  

)نیمال برای  یمی  ی بسنده آماره ), ,1 2σ σ ρتوزیع احتمال توام آن عبارتست از1- 2ه طبق لم  است ک   

( ) { }( )
, , , , ( )1 1 2 2 3 3
1 2 3 1 2 3

t t t Qf t t t e h tθ θ θ θ
θ θ θ

+ + += D � D �
  

  که در آن

( )1 2 2
1

1
2 1

θ
ρ σ
−

=
−

 و 
( )2 2

1 21
ρθ

ρ σ σ
=

−
 و 

( )3 2 2
2

1
2 1

θ
ρ σ
−

=
−

  

) یعنی توزیع  ), ,1 2 3T T T T=
�

توجه کنید که . ست به یک خانواده نمایی سه پارامتری پررتبه متعلق ا
  آزمون فرض

: :1H vs Hρ ρ≤ >D D D  
  معادل آزمون فرض

: :2 1 2H vs Hθ θ≤ >D D D  
}همچنین روی مرز . باشد یم | , , }1 3 2B θ θ θ θΘ = < < =D D D

�
) آماره  ),1 3T T یک آماره بسنده 

)با شرط روی . کامل است ),1 3T T آزمون UMPU به اندازه αعبارتست از   
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( )
( )

,
( )

,
2 1 3

2 1 3

1 t c t t
t

t c t t
ϕ

 >= 
<

D � D
  

)که در آن  ),1 3c t tشود که یای انتخاب م  بگونه  

( )( ), | ,2 2 1 3 1 1 3 3P T c t t T t T tθ α= > = = =D  
2θاز طرفی روی مرز  ρ= ⇔ =D D آماره ( ),1 3T T و کامل برای  بسنده( , )1 2σ σاست و آماره   

,

2 1 2
2 21 3

2 2
1 2

i i

i i

X Y
T
TT X Y

σ σ

σ σ

=
∑

∑ ∑
  

)توزیع آن به (است فرعی یک آماره  ),1 2σ σ2 پس طبق قضیه باسو تحت .) بستگی نداردθ = D 

)های  آماره ),1 3T T 2 و

1 3

T
TT

2بنابراین اگر .  از یکدیگر مستقل هستند

1 3

Tr
TT

 آنگاه آزمون =

UMPUعبارتست از   

( )
1 r c

t
r c

ϕ
>

=  <
D D�

  

)که در آن )2P r cθα == >D. 2  تحتی پیوسته داریم که اما از مطالب چند متغیرهθ ρ= ⇔ =D D   

( )~ 22
2

1 n
r nY t

r
−

−
=

−
  

و همچنین 
2
2

1
r n

r

−

−
   است پسr یک تابع صعودی از 

( )

( )( ) ( )

, 2 22 2

12

2 2
1 1

2n

r n r nr c k P r c P k
r r

P t k k t n

θ θ

α

α = =

−−

 − −
> ⇔ > = > = >  − − 

= > ⇒ = −

D D
  

   برابر است باα به اندازه UMPUبنابراین آزمون 
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( )

( )
( )

12

12

21 2
1

2 2
1

r n t n
rt

r n t n
r

α

α

ϕ
−

−

 −
> −

−= 
− < − −

D �
D

  

  
) باشند و  متغیرهای تصادفی مستقلY و Xفرض کنید : 3-2مثال  )~X P λ و ( )~Y P µ .

  انجام آزمون زیر را به دست آورید برای α به اندازه UMPUآزمون 

  : :1H vs Hλ µ λ µ≥ <D  
  :حل

( ) ( )
, , . [ ]

! ! ! !
1x y

xln ylne ef x y e
x y x y

λ µ
λ µ λ µ

λ µ
λ µ− −

+ − += =  

( ) ( )
[ ]

! !
1yln x y ln

e
x y

µ λ λ µ
λ
+ + − +

=  

)بنابراین  ), ,f x yλ µ به یک خانواده نمایی دو پارامتری پررتبه متعلق است و 
( ) ( ), ,1 2T T T Y X Y= = +

�
)نیمال برای  یمی   آماره بسنده ),µ λ توزیع 1-2 است که طبق لم 

  احتمال توام آن عبارتست از

( ) { }( )
, , ( )1 1 2 2
1 2 1 2

t t Qf t t e h tθ θ θ
θ θ

+ += D � D �
  

1که در آن  ln µθ
λ

2 و = lnθ λ= یعنی توزیع T
�

 به یک خانواده نمایی دو پارامتری پررتبه متعلق 

  .است
:                        توجه کنید که آزمون فرض :1H vs Hλ µ λ µ≥ <D  

:                                   معادل آزمون فرض  :1 1 1H vs Hθ θ≤ >D D D  
)همچنین روی مرز .  است ){ }, | ,1 2 1 2B Rθ θ θ θΘ = = ∈D)  یاλ µ= ( 2آمارهT X Y=  یک +

   عبارتست ازα به اندازه UMPU آزمون 2Tبا شرط روی  .ی کامل است ه بسندهرآما
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( )
( )

( ) ( )
( )

,
1 2

1 2 2 1 2

1 2

1 t c t

t t t t c t

t c t

ϕ γ

 >


= =
 <

D

D

  

)که در آن  )2c t و ( )2tγشوند که یای انتخاب م  بگونه  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), | | |1 11 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2E T T T t P T c t T t t P T c t T tθ θϕ γ α= = = = > = + = = = D D D

 از طرفی

( ) ( )| |
2

2
1 2 2 2 1

y t yt
P T y T t P Y y X Y t

y
µ µ

λ µ λ µ

−
    

= = = = + = = −    + +    
  

1θو بنابراین روی مرز  λ µ= ⇔ =Dم که داری  

,..., 2y t= D ( )|
2

1
2

1 2 2
1
2
tt

P T y T t
yθ =

  = = =   
  

D  

)بنابراین  )2tγ و ( )2c tای انتخاب شوند که  بایستی بگونه  

( ) ( ) ( )

2 22

2

2 2
2

2 1

1 1
2 2
t tt

y c t

t t
t

c t y
γ α

= +

      + =     
     

∑  

  
) دو متغیر تصادفی مستقل باشند و Y و Xفرض کنید : 4-2مثال  )~ , 1X B m p و 

( )~ , 2Y B n p . آزمونUMPU به اندازه αبرای انجام آزمون زیر را به دست آورید  

: :1 2 1 1 2H p p vs H p p≤ >D  
  :حل

( ), ,1 2 1 1 2 2
x m x y n y

p p
m n

f x y p q p q
x y

− −   
=    
   

 

1 2
1 2

1 2

x y
m nm n p p q q

x y q q
     

=      
     

 

1 2 1 2
1 2

p pxln yln mlnq nlnq
q qe
+ + +

∝  
1 2 1 1 1 2
1 2 1 1

p p p pxln yln yln yln mlnq nlnq
q q q qe
+ + − + +

=  
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( ) ( )2 1 1 1 2
1 2 1

p q pyln x y ln mlnq nlnq
p q qe

+ + + +
=  

)بنابراین  ), ,1 2p pf x y به یک خانواده نمایی دو پارامتری پررتبه متعلق است و 
( ) ( ), ,1 2T T T Y X Y= = +

�
)نیمال برای  ی می ی بسنده  آماره ),1 2p p توزیع 2-1 است که طبق لم 

   عبارتست ازاحتمال آن

( ) ( )
, , ( )1 1 2 2
1 2 1 2

t t Qf t t e h tθ θ θ
θ θ

+ + =  
D � D �

  
  که در آن

2 1
1

1 2

p qln
p q

θ 1 و =
2

1

pln
q

θ =  

Tیعنی توزیع 
�

  . به یک خانواده نمایی دو پارامتری پررتبه متعلق است
:توجه کنید که آزمون فرض  :1 2 1 1 2H p p vs H p p≤ >Dون فرض  معادل آزم

: :1 1 1H vs Hθ θ≥ <D D Dاست .  

2 1 2 1
1 2 1 2 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2
1p q p qp p q q p q p q p q ln

p q p q
 

≤ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ 
 

D  

)همچنین روی مرز  ){ }, | ,1 2 1 2B Rθ θ θ θΘ = = ∈D)  1یا 2p p= ( 2آمارهT X Y=  یک آماره +
  .ی کامل است بسنده

   عبارتست ازαه اندازه  بUMPU آزمون 2Tبا شرط روی 

( )
( )

( ) ( )
( )

,
1 2

1 2 2 1 2

1 2

1 t c t

t t t t c t

t c t

ϕ γ

 <


= =
 >

D

D

  

)که در آن  )2c t و ( )2tγشوند که یای انتخاب م  بگونه  
( )

( )( ) ( ) ( )( )
, |

| |
1

1 1

1 2 2 2

1 2 2 2 2 1 2 2 2

E T T T t

P T c t T t t P T c t T t
θ

θ θ

ϕ

γ α

=

= =

 = = 
= < = + = = =

D D

D D

  

1از طرفی روی مرز  1 2p pθ = ⇔ =Dداریم که   
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( ) ( )| | ,...,1 1 2
2

1 2 2 2 2

2

p p

mn
t yy

P T y T t P Y y X Y t y t
n m
t

θ = =

  
   −  = = = = + = = =
+ 

 
 

D D  

)بنابراین  )2tγ و ( )2c tشوند که یای انتخاب م  بگونه  

( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 2 2 2

2

2 2

c t

y

n m mn
c t t c t t yy

t
n m n m
t t

γ α
−

=

     
     − −     + =

+ +   
   
   

∑
D

  

  
  
) آزمون فرض -ب ) ( ) ( ) ( ): :1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1H vs H orθ θ θ θ θ θ θ≤ ≤ < >D  
)فرض کنید بخواهیم آزمون  ) ( ) ( ) ( ): :1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1H vs H orθ θ θ θ θ θ θ≤ ≤ < >Dرا انجام دهیم  .
2,..., به شرط 1Tراساس توزیع شرطی ب kT T)  1که تنها به پارامتر (*)) فرمولθ بستگی دارد و با 

H برای انجام آزمون α به اندازه UMPUتوجه به مطالب خوانده شده قبلی یک آزمون  D در مقابل 

1H 2,..., به شرط kT Tعبارتست از   

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,..., ,...,

,..., ,..., ,..., , ( )

,..., ,...,

1 1 2 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 2

1
1 2

k k

k i k i k

k k

t c t t or t c t t

t t t t t c t t i C

c t t t c t t

ϕ γ

 < >


= < =
 < <

D

D

 

  شوند که یای انتخاب م  بگونه2γ و 1c ،2c ،1γکه در آن 

( )

( )

( )

( )

,..., | ,...,
( )

,..., | ,...,

1
1

2
1

1

1

2

2
k i i

k i i

E T T T t i k
D

E T T T t i k
θ

θ

ϕ

ϕ α

 = = = 

 = = = = 

D

D

 

H در آزمون α به اندازه UMPU در مسئله غیرشرطی یک آزمون ϕDدهیم که  یدر زیر نشان م D در 
  .ست ا1Hمقابل 
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 1- 2بنابراین طبق قضیه . یک تابع پیوسته است) در خانواده نمایی(دانیم که تابع توان هر آزمون  یم
 شبیه روی مرز −UMP α و α یک آزمون به اندازه ϕDکافیست نشان دهیم که 

( ) ( ){ | }1 2
1 1 1B orθ θ θ θΘ = =

�
  . است

.  استBΘ شبیه روی مرز −α دارای ساختار نیمن و درنتیجه یک آزمون ϕD،(D)اولاً طبق رابطه 
H برای آزمون α هر آزمون نا اریب به اندازه ϕثانیاً فرض کنید  D 1 در مقابلH باشد بنابراین ϕ 

)حال چون .  استBΘ شبیه روی مرز −αیک آزمون  ),...,2 kT Tی کامل و درنتیجه  آماره  یک
Bθکامل کراندار برای  ∈Θ

�
   دارای ساختار نیمن است و درنتیجهϕ 2- 2  است بنابراین طبق قضیه 

[ ]
[ ]

( )

( )

( ) | ,...,

( ) | ,..., , ,..., ( )

1
1

2
1 1 2

2

2 4
i i

i i k

E T T t i k

E T T t i k for almost all t t t
θ

θ

ϕ

ϕ α

= = =

= = = =
�

�
   

 
 دارای بیشترین (C) در ϕDکنند آزمون  یصدق م) 4( که در رابطه ϕهمجنین در بین تمام آزمونهای 

)توان شرطی برای  )2
1 1θ θ> یا ( )1

1 1θ θ< و دارای کمترین توان شرطی برای ( ) ( )1 2
1 1 1θ θ θ<   . است>

)بنابراین برای  )2
1 1θ θ> یا ( )1

1 1θ θ<داریم که   

[ ] [ ]{ }
[ ]{ }

[ ]

( ) ( ) | ,..,

( ) | ,..,

( )

1

1

1

2

2
i i

i i

E T E E T T t i k

E E T T t i k

E T

θ θ θ

θ θ

θ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ θ

= = =

≥ = =

= ∀ ∈Θ

D D
� �

�

�

� �

�

� �

  

)همچنین برای هر .  شبیه است−UMP α یک آزمون ϕDدهد که  یمکه این نشان  ) ( )1 2
1 1 1θ θ θ≤ ≤ 

  داریم که

[ ] [ ]{ } { }( ) ( ) | ,..,1 2i iE T E E T T t i k Eθ θ θ θϕ ϕ α α θ= = = ≤ = ∀ ∈ΘD D D
� � �� � �

  
]و درنتیجه  ]sup ( )E Tθ

θ
ϕ α

∈Θ
=

D
D

�
�

�
) یعنی  )TϕD �

بنابراین طبق قضیه .  استα یک آزمون به اندازه 

2 -1،ϕD یک آزمون UMPU به اندازه α در آزمون H D1  در مقابلHاست .  
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) متغیرهای تصادفی مستقل باشند و  Y و Xفرض کنید : 5-2مثال  )~X P λ و ( )~Y P µ .
   برای انجام آزمون زیر را به دست آوریدα به اندازه UMPUآزمون 

: :12 2H vs H orµ λ µ λ µ λ µ≤ ≤ < >D  

)                  دیدیم که3- 2در مثال : حل )
( ) ( )

, , [ ]
! !
1yln x y ln

f x y e
x y

µ λ λ µ
λ

λ µ
+ + − +

=  

)و درنتیجه  ) ( ), ,1 2T T T Y X Y= = +
�

  نیمال با توزیع احتمال توام زیر بود یمی  ی بسنده  آماره

( ) ( )
, , ( )1 1 2 2
1 2 1 2

t t Qf t t e h tθ θ θ
θ θ

+ + =  
D � D �

  

1                                       که در آن ln µθ
λ

2     و   = lnθ λ=.  

:                     بنابراین آزمون فرض :12 2H vs H orµ λ µ λ µ λ µ≤ ≤ < >D  
:                  معادل آزمون فرض :1 1 1 12 2H ln vs H ln orθ θ θ− ≤ ≤ < − >D D D  

)همچنین روی مرز .  است ){ }, | ,1 2 1 22B or ln Rθ θ θ θΘ = = − ∈D) λ µ= 2 یاλ µ= ( آماره

2T X Y=   .ی کامل است ی بسنده  یک آماره+
   عبارتست ازα به اندازه UMPU آزمون 2Tبا شرط روی 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

, ,
1 1 2 1 2 2

1 2 2 2

1 2 1 2 2

1
1 2i i i

t c t or t c t

t t t c t i

c t t c t

ϕ γ γ

 < >


= = =
 < <

D

D

  

  شوند که یای انتخاب م  بگونه2γ و 1c ،2c ،1γکه در آن 

[ ] [ ]( ) | ( ) |1 12 2 2 2 2lnE T T t E T T tθ θϕ ϕ α=− == = = =D D D� �
  

|چون ( داریم که 3- 2با توجه به مثال  ~ ,1 2 2 2T T t B t µ
λ µ

 
=  + 

(  

( )| ,...,
2

1
2

1 1 2 2 2
1
2
tt

if P T y T t y t
yθθ µ λ =

  = ⇒ = ⇒ = = = =  
  

DD D  

( )| ,...,
2

1
1

1 2 1 2 2 2
1 22 2 3 3

y t y

ln
t

if ln P T y T t y t
yθθ λ µ

−

=−
    = − ⇒ = ⇒ = = = =    

    
D  

  :ای انتخاب شوند که در دستگاه معادلات زیر صدق کنند  بگونه2γ و 1c ،2c ،1γبنابراین 
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2 2 2 21 2

2

2 2 1 2

1
2 22 2

1 2
1 21

22 2
1

1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
3 3 3 3 3 3

t t t tc t

y y c

y t y y t y c t c

t tt t
c cy y

tt t
cy y

γ γ α

γ

−

= = +

− − −

             + + + =            
              

               + +               
                

∑ ∑
D

11 2

2

2 2 2

1

1

2
2

2

1 2
3 3

c t

y y c

c t ct
c

γ α

−

= = +

−









    + =    
    

∑ ∑
D

  

  
  
: آزمون فرض -ج :1 1 1 1 1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D D  

:فرض کنید بخواهیم آزمون  :1 1 1 1 1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D Dهمانند قبل آزمون . را انجام دهیم 
UMPU به اندازه α برای انجام آزمون H D 1 در مقابلH 1 براساس توزیع شرطیT به شرط 

,...,2 kT T عبارت از φD بفرم آزمون دوطرفه (C) 1باشد که در آن  یمc ،2c ،1γ 2 وγای   بگونه
   کهشوند یانتخاب م

[ ] [ ]( ) | , ,.., , ( ) | , ,..,1 1 1
1

2 2i i i iE T T t i k E T T t i kθ θ θ θϕ α ϕ
θ =
∂

= = = = = =
∂D DD D

�
D

� �

  توان نشان داد که یماما به راحتی 

[ ] ( )( ) ( ) 1 11 1 1
1
E T E T Tθ θ θ θθ θϕ ϕ α

θ ==
∂

= ⇔  −  = ∂ DDD
� �

D D
� �

  

  شوند یمبنابراین شرایط بالا به صورت زیر تبدیل 

[ ] ( )( ) | ,.., , ( ) , ,.., ( )1 12 2i i i iE T T t i k E T T T t i k Eθ θϕ α α ϕ = = = − = = = D D D
�

D
� �

   
H در آزمون αزه  به انداUMPU در مسئله غیرشرطی یک آزمون ϕDدهیم که  یمدر زیر نشان  D در 

  . است1Hمقابل 
 شبیه روی مرز −αدارای ساختار نیمن و درنتیجه یک آزمون ϕD ،(E)طبق رابطه 
{ | }1 1B θ θ θΘ = = D�

 یک آزمون ϕ باشد آنگاه α هر آزمون نااریب به اندازه ϕحال اگر .  است
α− شبیه روی مرز BΘ است و چون ( ),...,2 kT Tماره کامل کراندار برای  یک آBθ ∈Θ

�
  است



130 های یکنواخت نااریبتوانترین آزمونپر: فصل ششم

 در ϕ نا اریب است پس ϕ دارای ساختار نیمن است و درنتیجه چون ϕ ،2-3بنابراین طبق قضیه 
θ دارای بیشترین توان شرطی برای هر (C) در ϕD آزمون .کند یم صدق (E)روابط  ∈Θ

�
  است و 

  بنابراین

[ ] [ ]{ }
[ ]{ } ( )

( ) ( ) | , ,..,

( ) | , ,..,
1

1

2

2
i i

i i

E T E E T T t i k

E E T T t i k E T

θ θ θ

θ θ θ

ϕ ϕ

ϕ ϕ θ

= = =

≥ = = =   ∀ ∈Θ 

D D
� �

D
� �

� �

� �

  

[ ] [ ]{ } [ ]( ) ( ) | ,..,1 1 2i iE T E E T T t i k Eθ θ θ θϕ ϕ α α= = = = =
D DD D

� �� �
  

H برای α شبیه به اندازه −UMP α یک آزمون ϕDبنابراین  D 1 در مقابلH است و درنتیجه طبق 
H برای آزمون α به اندازه UMPUیک آزمون ϕD ،)1(قضیه  D 1 در مقابلHاست .  

  

,فرض کنید : 6-2مثال  ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از ( ), 2N µ σ باشد که Rµ  و ∋
σ > Dآزمون .  هر دو نامعلوم هستندUMPU انجام آزمون زیر را به دست آورید برای  

: :1H vs Hµ µ= ≠D D D 

) دیدیم که 1-2در مثال : حل ) ( ), , 2
1 2 i iT T X X= ∑ )نیمال برای  یم آماره بسنده ∑ , )2µ σ با 

  چگالی توأم زیر بود

( ) ( )
, , ( )1 1 2 2
1 2 1 2

t t Qf t t e h tθ θ θ
θ θ

+ + =  
D � D �

  

1که در آن  2
µθ
σ

2 و = 2
1

2
θ

σ
−

:ن آزمون فرض بنابرای. = :1H vs Hµ µ= ≠D D D معادل آزمون 

:فرض  :1 1 1H vs Hθ θ= ≠D D D2با شرط روی .  است 2T t=)  که یک آماره بسنده کامل روی
}مرز  | }1B θ θΘ = = D

�
   عبارت است ازα به اندازه UMPUآزمون )  است

( )
( ) ( )

( ) ( )
, 1 1 2 1 2 2
1 2

1 2 1 2 2

1 t c t or t c t
t t

c t t c t
ϕ

 < >= 
< <

D D
  

  شوند که یای انتخاب م  بگونه2c و 1cکه در آن 

[ ] ( )( ) | , ( )1 12 2 1 2 2E T T t E T T T tθ θϕ α α ϕ= =  = = − = = D D D D D
� �
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 متقارن نسبت به صفر

1θاز طرفی روی مرز  µ= ⇔ =D D 2 آمارهT 2 برایσ 1 بسنده و کامل است و آماره

2

TW
T

= 

 از یکدیگر مستقل W و 2Tپس . یک آماره فرعی است که توزیع آن نسبت به صفر متقارن است
   عبارتست ازUMPUهستند و درنتیجه آزمون 

( ) 1 2

1 2

1 w c or w c
w

c w c
φ

< >
=  < <

D D
  

  که در آن

( ) ( ) ( ),1 1 1E W E W W E Wθ θ θφ α φ α= = =  =   = =   D D D D D D  
    

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

,

,

1 1 1

2
1 1

1 2

1 2

1 1

1 c
Wc

P c W c E W W E W W

P c W c wf w dw

θ θ θ

θ

α ϕ ϕ

α

= = =

=

 ⇔ < < = − − = −   =  

⇔ < < = − =∫

D D D D D

D

D D

D
  

) نسبت به صفر متقارن است و fون چ( )wf wیک تابع فرد است (  

( ) ,1 1 2 1 21P c W c c cθ α=⇔ < < = − = −D  
( )1 1P W cθ α=⇔ < = −D  

  پس آزمون فوق معادل آزمون زیر است

( )
1 w c

w
w c

φ
 >= 

<
D D

  

)که در آن  )1P W cθ α= > =D .اگر قرار دهیم  

Hتحت فرض ( D(  
( )

( )
( )~

( )
122

1
1 1
1

n

i

n nWn XT t
n WX X

n

−

−
= =

−∑ −
−

  

)  پس )
2

1
1
n n W

T
nW

−
=

−
 است پس آزمون فوق به W یک تابع صعودی از Tچون . 

  شود صورت زیر تبدیل می
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( )
*

*

1 T c
t

T c
φ

 >= 
<

D
D

  

nکه در آن  XT
S

)  و  = )*
1 2

1c t nα
−

= −.  

  
  روش تبدیل آزمونهای شرطی به غیرشرطی در حالت چند پارامتری: 3بخش 

 قبل مشاهده کردید که در حالت چند پارامتری، برای انجام آزمونهای مختلف یک و دو طرفه بخشدر 
باسو به یک آزمون  را که به صورت شرطی است بوسیله قضیه UMPUتوان آزمون  ، می1θروی 
حالت کلی این روش برای . طی تبدیل کرد و تابع آزمون را به صورت غیرشرطی به دست آوردغیرشر

  .انواع آزمونها در قضیه زیر آورده شده است
,فرض کنید  ,...,1 2 nX X X نمونه تصادفی از خانواده توزیعهای نمایی  یکkپارامتری زیر باشد   

( )
( )

( )

( ) 1 1

1

k n
i i j

i j
d x Q n

j
j

f x e h x
θ θ

= =

 
 +
 
 

=

 
∑ ∑  =  

 
  

∏
�

�
  

  که در آن

( ) ( ) ( ) ( ), ,..., ,...,1 1 1
1 1

n n

k j k j
j j

T T T T d X d X
= =

 
= =   

 
∑ ∑�

  

)ی توام برای  ی بسنده یک آماره ),...,1 kθ θ θ=
�

 است که دارای توزیعی از خانواده نمایی به صورت 
  زیر است

( )
( )

,..., ,..., ( , ) ( )
1 1

2
1 1 1 1

k
i i

i
k

t t Q

T T kf t t e h t t
θ θ θ

=
+ +∑

=
D �

D �
  

)که در آن  ),...,2 kt t t=
�

.  
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)فرض کنید ) 1(در خانواده توزیعهای : 1-3قضیه  , )1V h T T=
�

  . باشد

) در آزمون -الف ) ( ): :1 1
1 1 1 1 1H vs Hθ θ θ θ≤ >D D D 1 فرض کنید برای 1θ θ= D ،V از T

�
 مستقل 

T برای هر 1t یک تابع صعودی از Vباشد و 
�

 α به اندازه UMPUدر این صورت آزمون .  باشد
  برای انجام این آزمون عبارتست از

( )1

1 c
c
c

ν
ϕ ν γ ν

ν

>
= =
 <

D

D D

DD
  

γ و cDکه در آن  D به t
�

)شوند که  یای تعیین م  بستگی ندارند و بگونه )[ ]1 1E Vθ ϕ α=D.  
) در آزمون -ب ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): :2 1 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1H vs H orθ θ θ θ θ θ θ< ≤ < >D فرض کنید برای 
( )1

1 1θ θ=  و ( )2
1 1θ θ= ،V از T

�
T برای هر 1t یک تابع صعودی از V مستقل باشد و 

�
در .  باشد

   برای انجام این آزمون عبارت است ازα به اندازه UMPUاین صورت آزمون 

( ) ,
1 2

2

1 2

1
1 2i i

c or c
c i

c c

ν ν
ϕ ν γ ν

ν

< >
= = =
 < <D

  

,که در آن  , ,1 2i ic iγ t به =
�

  شوند که یای تعیین م  بستگی ندارند و بگونه

( ) ( )( ) ( )1 2
1 12 2E V E V
θ θ

ϕ ϕ α  =   =     

) در آزمون -ج ) ( ): :3 3
1 1 1 1 1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D D 1 فرض کنید برای 1θ θ= D ،V از T

�
 مستقل 

)باشد و  , ) ( ) ( )1 1h t t a t t b tν = = +
� � �

) که  )a t > D
�

در این )  باشد1tتابعی خطی صعودی از  (
) آزمون عبارت است از  این برای انجامα به اندازه UMPUصورت آزمون  ) ( )3 2ϕ ν ϕ ν= که در 

,آن  , ,1 2i iC iγ t به =
�

  شوند که یای تعیین م  بستگی ندارند و بگونه

( ) ( ) ( ),1 1 13 3E V E V V E Vθ θ θϕ α ϕ α  =   =   D D D
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   برای انجام آزمون فوق برابر است باUMPU آزمون -الف: اثبات
*

* *

*

( )

( , ) ( ) ( )

( )

1

1 1 1

2

1 t c t

t t t t c t

t c t

ϕ γ

 >
= =


=

D

D D D

D

�

� � �
D

�

  

  که در آن

( ) ( )* * *( ) | ( ) ( ) |1 11 1P T c t t t P T c t tθ θα γ= > + =
D DD D D� � � � �

  

( )*( , ) ( ) | ( ) ( , ) ( ) |1 11 1
V

P h T T c t t t P h T T c t tθ θγ
 
 = > + =
 
 

D DD D D��	�
� �� � � � �
  

( ) ( )1 1P V c P V cθ θγ= > + =
D DD D D  

1چون برای  1θ θ= D ،V از T
�

) پس آزمون فوق با آزمون  مستقل است )1ϕ νمعادل است .  
  )تمرین(است ) الف( اثبات مشابه -ب
   برای انجام آزمون فوق برابر است باUMPU آزمون -ج

* *

* *

* *

( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ,

( ) ( )

1 1 1 2

3 1 1

1 1 2

1
1 2i i

t c t or t c t

t t t t c t i

c t t c t

ϕ γ

 < >
= = =


< <

D

� �

� � �
D

� �

  

  که در آن

[ ] [ ] [ ]( , ) | , ( , ) | |1 1 13 1 3 1 1 1E T t t E T t T t E T tθ θ θα ϕ ϕ α= =
D D DD D� � � � �

  
[ ] [ ] [ ]( , ) | , ( , ) | |1 1 13 3 1 1E V t t E V t T t E T tθ θ θα ϕ ϕ α⇔ = =
D D DD D� � � � �

  

( ) ( ) ( ), ( , )
( ) ( )1 1 13 3

V b t V b tE V E V t t E t
a t a tθ θ θα ϕ ϕ α

   − −
⇔ =   =    

   
D D DD � �� � �

� �
  

( ) , ( , )1 1 13 3E V E V t V t E V tθ θ θα ϕ ϕ α   ⇔ =   =    D D DD � � �
  

( ) ( ) [ ],1 1 13 3E V E V V E Vθ θ θα ϕ ϕ α⇔ =     =   D D D
  

1چون برای  1θ θ= D ،V از T
�

3ϕ و 3ϕت بنابراین آزمونهای  مستقل اس Dبا یکدیگر معادلند .  
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,فرض کنید : 1-3مثال  ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از توزیع ( , )2N µ σآزمون .  باشند
UMPU به اندازه α برای انجام آزمون زیر را به دست آورید.  

: :1 2 1 1 2H vs H orσ σ σ σ σ σ σ≤ ≤ < >D  
  :حل

( ) ( )
,

( )
2

22
2

1
2 22

n ix
f x e

µ
σ

µ σ
πσ

− ∑ −−
=

�
  

( )
22 2

2 2 2
1 222 i i

n nx x Ln
e

µ µ πσ
σ σ σ

− ∑ + ∑ + −
=  

بنابراین 
,

( )2f x
µ σ �

 به یک خانواده نمایی دو پارامتری پررتبه متعلق است و 

( ) ( ), ,21 2 i iT T X X= ∑ )نیمال برای  یمی  ی بسنده  آماره∑ , )2µ σ توزیع 1-2 است که طبق لم 
  احتمال توام آن عبارت است از

( ) { }( )
, , ( )1 1 2 2
1 2 1 2

t t Qf t t e h tθ θ θ
θ θ

+ += D � D �
  

1که در آن  2
1

2
θ

σ
−

2 و = 2
µθ
σ

)یعنی توزیع . = ),1 2T Tرامتری پررتبه  به یک خانواده نمایی دو پا

:            توجه کنید که آزمون فرض. متعلق است :1 2 1 1 2H vs H orσ σ σ σ σ σ σ≤ ≤ < >D  
)                              معادل آزمون فرض ) ( ) ( ) ( ): :1 2 1 2

1 1 1 1 1 1H vs H orθ θ θ θ θ θ θ≤ ≤ < >D  

)                                                    است که )2
2 2

2

1
2

θ
σ
−

)      و       = )1
1 2

1

1
2

θ
σ

= −.  

) همچنین روی مرز  ){ }( ) ( ), ,1 2
1 2 1 1 1 2B or Rθ θ θ θ θ θΘ = = 2آماره ∋

1

n

i
i

T X
=

=  یک آماره ∑

2با شرط روی. بسنده کامل است 2T t= آزمون UMPU به اندازه αعبارت است از   

( )
( ) ( )

( ) ( )
, 1 1 2 1 2 2
1 2

1 2 1 2 2

1 t c t or t c t
t t

c t t c t
ϕ

 < >= 
< <

D D
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)دهیم  یمقرار  )
2 22

1 i
TV T X X
n

= − = ∑  یک آماره فرعی است که V در این صورت روی مرز، −

.  است1T یک تابع صعودی از 2t ،V مستقل است و همچنین برای هر 2Tی بسنده و کامل  از آماره
   فوق معادل آزمون زیر استUMPUاین آزمون بنابر

( ) 1 2

1 2

1 c or c
c c

ν ν
ϕ ν

ν
< >

=  < <
D D

  

  شوند که یای تعیین م  بگونه2c و 1cکه در آن 
( ) ( )( ) ( )1 2

1 1
E V E V
θ θ

ϕ ϕ α  =   =   D D  

( ) ( )1 21 2 1 21P c V c P c V cσ σα⇔ < < = − = < <  

( )

( )

2
2 1

2
1 1

2
2 2

2
1 2

1

1

1

1

c
nc

c
nc

h t dt

h t dt

σ

σ

σ

σ

α

α

−

−


= −⇔ 

 = −

∫

∫
  

  
,فرض کنید : 2-3مثال  ,...,1 2 mX X X یک نمونه تصادفی از توزیع ( , )2N µ σ و , ,...,1 2 nY Y Y 

)یک نمونه تصادفی از  , )2N η τآزمون .  باشند و این دو نمونه از یکدیگر مستقل باشندUMPU به 
  . را برای انجام آزمون زیر به دست آوریدαاندازه 

: :
2 2

12 2H vs Hτ τ
σ σ

= ∆ ≠ ∆D D D  

  . مقداری ثابت استD∆که 
  :حل

( ) ( )
( )

, , ,

, , ,

( , )

2 22 2
2 2 2 2 2 22 2

2 2

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

1

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2

2 2
m n i i

n
i i i

i

m n m nx y x y

m ny x y x y Q

f x y e

e

µ η µ η
σ τ σ τ σ τ

µ η σ τ

µ η µ η σ τ
τ σ σ σ τ

πσ πτ

=

− ∑ − ∑ + + + +− −

   
− + − ∑ + ∑ + + +     ∆∆   

=

∑
= DD

� �  

بنابراین 
, , ,

( , )2 2f x y
µ η σ τ � �

   به یک خانواده نمایی چهار پارامتری پر رتبه متعلق است و

( ), , , , , ,2 2 2
1 2 3 4

1
i i iT T T T T Y X Y X Y

 
= = ∑ ∑ + ∑ ∆ D�
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)نیمال برای  یمی  ی بسنده  یک آماره , , , )2 2µ η σ τ توزیع احتمال توام آن 1-2 است که طبق لم 
  عبارت است از

{ }( )( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 4t t t t Qf t e h tθ θ θ θ θ
θ

+ + + += D � D
� � �

  
  که در آن

, , ,1 2 3 42 2 2 2 2
1 1 1
2 2 2

m nµ ηθ θ θ θ
τ σ σ σ τ

−
= − + = = =

∆D
  

Tیعنی توزیع 
�

توجه کنید که آزمون .  چهار پارامتری پر رتبه متعلق است به یک خانواده نمایی نمایی

:                                         فرض :
2 2

12 2H vs Hτ τ
σ σ

= ∆ ≠ ∆D D D  

:                           معادل آزمون فرض :1 1 1H vs Hθ θ= ≠D D D  

)همچنین روی مرز  . است ){ },..., , , ,1 4 1 2 3 4B R Rθ θ θ θ θ θΘ = = < ∈ ∈D D آماره   

( ), , , ,2 2
2 3 4

1
i iT T T T X Y X Y

 
= = ∑ + ∑ ∆ D�

  

Tبا شرط روی . ی کامل است ی بسنده یک آماره t=
� �

   عبارت است ازα به اندازه UMPU آزمون 
( ) ( )

( , )
( ) ( )

1 1 1 2
1

1 1 2

1 t c t or t c t
t t

c t t c t
ϕ

< >
=  < <

D � �
D�

� �
  

  دهیم یمقرار 

( )
( ) ( )

222

2 2 2 22 2

1

1 1
i

i

i i i i

nY YY Y
V nX X Y Y X nX Y Y

∑ −∑ − ∆ ∆ ∆
= =
∑ − + ∑ − ∑ − + ∑ −

∆ ∆ ∆

D D D

D D D

  

2
1 4

2 2
2 3 4

1 nT T

nT nT T

−
∆ ∆

=
− −

∆

D D

D

  

T برای هر 1T به صورت یک تابع خطی صعودی از V صورت در این
�

همچنین روی مرز .  است
  داریم که
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( )
( ) ( )

2 2
1

2 2
1 2

2 2

i

i i

Y Y WV
W WX X Y Y

σ

σ σ

∑ − ∆
= =

+∑ − ∑ −
+

∆

D

D

  

که در آن 
( )

~
1

2
1 n

W χ
−

 و 
( )

~
1

2
2 m

W χ
−

  بنابراین . 

~ ,1

1 2

1 1
2 2

W n mV Be
W W

− − =  +  
  

  
T از آماره بسنده و کامل و یک آماره فرعی است Vیعنی 

�
 UMPUبنابراین آزمون .  مستقل است

  فوق معادل آزمون زیر است

( )
* *

* *
1 2

1 2

1 c or c

c c

ν ν
ϕ ν

ν

 < >= 
< <

D
D

  

  ند کهشو یای تعیین م  بگونه2c و 1cکه در آن 

( ) ( ) [ ],1 1 1
1
2

nE V E V V E V
m nθ θ θϕ α ϕ α α= = =

−   =   = =      + − 
D D D D D  

)اگر  ),kh tA تابع چگالی توزیع ( ),Be k Aباشد، با توجه به آنکه   

( ) ( )
, ,1 1 1 1

2 2 2 2

1
2n m n m

nt h t h t
m n− − + −

−
=

+ −
  

  بنابراین شرایط فوق معادل هستند با

( )
,

( )2

1
1 1

2 2
1 1c

n mc
h t dt α− − = −∫  

( ) ( )
, ,

( )2 2

1 1
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 22 2
c c

n m n mc c

n nh t dt h t dt
m n m n

α α− − + −
− − − = ⇔ = − + − + − ∫ ∫ 

  .شوند یمحاصل ) 2(و ) 1( از حل دستگاه معادلات 2c و 1cو 
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)توان از آماره معمول  یتوجه کنید در آزمون فرض فوق نم: توجه ) ( )

( ) ( )
*

2

2
1

1
i

i

Y Y n
V

X X m

∑ − ∆ −
=
∑ − −

D 

)که دارای توزیع  ),1 1n mF −    است استفاده کرد زیراBΘ روی مرز −

( )

( )

( ) ( )

( )
* ( )

22 2 1 4

2 22 2 2 1
2 3

11
1 1 11

i

i i i

T nT nY nY n
V

TT nT mX Y nX Y m

− ∆ −∑ − ∆ −
= =
     − − −∑ + ∑ − − ∑ −     ∆∆ ∆    

DD

DD D

  

توان از آن در  یم است و 1T یک تابع صعودی از V*اما .  است1T یک تابع خطی از Vبنابراین 
:آزمونهای دیگر به غیر از آزمون  :1 1 1H vs Hθ θ= ≠D D Dاستفاده کرد .  

  
  

     



 ١٤٠

 رابطه آزمون فرض

   و فاصله اطمینان

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
   



  ض و فاصله اطمینان رابطه آزمون فر:فصل هفتم

 

141 

دلخواه θ

  رابطه آزمون فرض و فاصله اطمینان: 1بخش 
)صله اطمینان دیدیم که ادر مبحث ف ) ( ) ( )( ),S X L X U X= و ( ) ( )( ),S X L X b= و 

( ) ( )( ),S X a U X= را به ترتیب یک خانواده از فواصل اطمینان دو طرفه و یک طرفه سطح 
1 α− برای θگویند هرگاه   

( )( ) 1P S Xθ α∈ = −  
1دهیم که فاصله اطمینان سطح  یم نشان بخشدر این  α− برای θ برابر ناحیه پذیرش یک آزمون 

اص بهینگی فواصل اطمینان حاصله از یک آزمون فرض بهینه  است و در مورد خوαفرض به اندازه 
  .بحث خواهیم کرد

θبرای هر : 1-1قضیه  ∈Θ فرض کنید که ( )A θ ناحیه پذیرش یک آزمون به اندازه α برای 
H:آزمون  θ θ=یعنید   باش  

( )
( )
( )

1 x A
x

x A

θ
ϕ

θ

 ∉= 
∈

  

xبرای هر  χ∈ی  مجموعه ( )S x کنیم یم در فضای پارامتری را به صورت زیر تعریف  

( ) ( ){ }:S x x Aθ θ= ∈  
)در اینصورت فاصله تصادفی  )S X1مینان  یک خانواده از فواصل اط α− برای θبرعکس .  است

)فرض کنید  )S X 1 یک خانواده از فواصل اطمینان α− برای θبرای هر .  باشدθ ∈Θ تعریف 
  نیم ک یم

( ) ( ){ }:A x S xθ θ= ∈  
) در این صورت  )A θ ناحیه پذیرش یک آزمون به اندازه α برای انجام آزمون :H θ θ=است .  

   ابتدا توجه کنید که: اثبات
)1(  ( ) ( )S x x Aθ θ∈ ⇔ ∈  

)حال اگر  )A θ ناحیه پذیرش یک آزمون به اندازه α برای :H θ θ=باشد آنگاه   

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )1

1 P X A P S X P S Xθ θ θα θ θ θ− = ∈ = ∈ = ∈  
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)پس  )S X 1سطح اطمینان  یک خانواده از فواصل α− برای θبرعکس فرض کنید .  است( )S X 
1یک خانواده از فواصل اطمینان سطح  α− برای θباشد در این صورت   

( )( ) ( )( )
( )1

1 P S X P Aθ θα θ θ− = ∈ = ∈  
)یعنی  )A θآزمون به اندازه  ناحیه پذیرش یک α در آزمون :H θ θ=است .  

  
1,...,فرض کنید : 1-1 مثال nX X یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع ( ),U θبه راحتی . باشند 

:توان نشان داد که برای انجام آزمون  یم :1H vs Hθ θ θ θ=  α به اندازه UMP آزمون <
  عبارتست از

( )

( )
( )

1 1

1

n
n

n
n

x
x

x

θ α
ϕ

θ α

 > −= 
< −

  

  بنابراین

د پذیرفته شو ( )
( ) ( ) ,1
1 1
n nn

n n n

x x
H x θ α θ θ

α α

 
⇔ < − ⇔ > ⇔ ∈ +∞  − − 

 

  و در فصل فواصل اطمینان دیدیم که فاصله

( ) ,
1
n

n

X

α

 
+∞  − 

  

همچنین در آزمون .  استθ برای یک فاصله اطمینان یک طرفه سمت راست
: :1H vs Hθ θ θ θ=    دیدیم کهUMP در مبحث آزمونهای ≠

( ) ( )*( )
. .

1 n
n nx or x

x
ow

θ θ α
ϕ

 ≥ ≤= 


  

   است بنابراینα به اندازه UMPیک آزمون 

) پذیرفته شود ) ( )
( )

( )
( ),n nn

n n nn n

x x
H x x xθ α θ θ θ

α α

 
⇔ < ≤ ⇔ < < ⇔ ∈  

 
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)فواصل اطمینان دیدیم که فاصله که در مبحث  )
( ), n

n n

x
x

α

 
  
 

      یک خانواده از فواصل اطمینان

1اریب سطح نا α− برای θاست .  
  

  

  ترین بطور یکنواخت صحیحفواصل اطمینان : 2خش ب
ا به های دارای خواص بهینه، فواصل اطمینانی ر رسد که آزمون یمنظر  منطقی به 1- 1با توجه به مثال 

  .کنیم یدر زیر یک خاصیت بهینگی فواصل اطمینان را معرفی م. دست دهند که خواص بهینه دارند
) احتمال پوشش فاصله اطمینان -الف: 1-2تعریف  )S x که تابعی از θ است بصورت 

( )( )P S Xθ θ )  1مال پوشش غلطشود و احت یم تعریف ∋ )S x که تابعی از θ و θ′ است 
)بصورت  )( )P S Xθ θ′   .شود یم تعریف ∋

)یک خانواده  -ب )S X 1 از فواصل اطمینان سطح α− برای θ2ترین  را بطور یکنواخت صحیح  
(UMA)  1خانواده از فواصل اطمینان سطح α− 1 گویند هرگاه در کلاس فواصل اطمینان سطح α− 

) عبارت دیگر اگر برای هر خانواده به. کندنیمم  یماحتمال پوشش غلط را  )S X′ از فواصل اطمینان 
1سطح  α− و برای هر θ و θ′داشته باشیم که   

( )( ) ( )( )P S X P S Xθ θθ θ′ ′ ′∈ ≤ ∈  
  

  .آوریم یم را به دست UMAواصل اطمینان  و فUMPدر زیر رابطه آزمونهای 
θبرای هر : 1-2قضیه  ∈Θ فرض کنید ( )A θ  ناحیه پذیرش یک آزمونUMP به اندازه α در 

)انجام آزمون  ): :1H vs H Hθ θ θ θ= ) باشد که در آن ∋ )H θ  یک مجموعه معین از
θمثلاً (مقابلها باشد  θ< یا θ θ> یا θ θ≠ ( در این صورت( ) ( ){ }:S x x Aθ θ= ∈ 

)احتمال  )( )P S Xθ θ′ )را برای هر  ∋ )Hθ θ′∈های فواصل اطمینان سطح  ر بین تمام خانواده د

                                                 
١ False Coverage 
٢ Uniformly Most Accurate 
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1 α−یعنی (کند  ینیمم م ی م( )S x یک خانواده از فواصل اطمینان سطح ( )1 α−ی UMA برای 
θاست .(  

)فـرض کنیـد     : اثبات )S X′       1 یـک خـانواده از فواصـل اطمینـان سـطح α−  بـرای θ   باشـد یعنـی 

( )( ) 1P S Xθ θ α′∈ = )دهیم  یمحال قرار . − ) ( ){ }|A x S xθ θ′ ′=    در این صورت ∋

( ) ( )S x x Aθ θ′ ′∈ ⇔ ∈  
)، 1-1بنابراین طبق قضیه  )A θ′ ناحیه پذیرش یک آزمون به اندازه α  برای انجام آزمون

:H θ θ=حال چون .  است( )A θ ناحیه پذیرش آزمون UMP به اندازه α برای انجام آزمون 

:H θ θ= است پس برای هر ( )Hθ θ′∈آزموناحتمال خطای نوع دوم  داریم که  UMP در   
)    )′θ در UMP  آزموناحتمال خطای نوع دوم(   )( ) ( )( )P S X P X Aθ θθ θ′ ′∈ = ∈  

    

  ( )( )
UMP

P X Aθ θ′ ′≤ ∈ (    θ′   در آزمون عادی احتمال خطای نوع دوم(

  ( )( )P S Xθ θ′ ′= ∈  

 
} یک متغیر تصادفی پیوسته از خانواده Xفرض کنید : 1-2مثال  }:f Rθ θ ∈Θ  باشد که این ⊃

) در MLRخانواده دارای خاصیت  )T X X=در آزمون .  است: :1H vs Hθ θ θ θ= > 
) عبارتست از α به اندازه UMPناحیه پذیرش آزمون  )X u θ< کنیم تابع  یم که در زیر ثابت

( )u θ2فرض کنید .  تابع صعودی است یک 1θ θ θ>    در این صورت<

( )( )P X uθα θ= >  
( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 22 1 1P X u P X u P X uθ θ θθ α θ θ> = = > < >  

:مون نامساوی به دلیل اینست که در آز( :1 1 2H vs Hθ θ θ θ′ ′=  طبق نتیجه لم نیمن پیرسون =
1α β<   بنابراین)  است−

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 12 1 2 1P X u P X u u uθ θθ θ θ θ> < > ⇒ >  
) بصورت UMPبا توجه به اینکه ناحیه پذیرش آزمون  ) ( )( ),A uθ θ=  یک تابع u است اگر ∞−

  آید یم به صورت زیر به دست 2-1 طبق قضیه UMAباشد آنگاه فاصله اطمینان  θپیوسته از 
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( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( )( ): : { : } ,1 1S X X A X u u X u Xθ θ θ θ θ θ − −= ∈ = < = > = +∞  
   ناحیه پذیرش عبارت بود ازUMP در آزمون 1-1مثلاً در مثال 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ : } , ,1 1n n
nA X X uθ θ α θ α θ= < − = − =  

   عبارتست ازUMAو بنابراین فاصله اطمینان 

( ) ( ) ( )( ) , ( ),1
1 1
n n

n n

X X
S X u Xθ θ

α α
−    = > = +∞ = +∞    − −    

  

  
  .تر این مثال درنتیجه زیر آمده است کلیحالت 
}فرض کنید خانواده توزیعهای : 1-2نتیجه  }:f θ θ ∈Θ دارای خاصیت MLR در آماره ( )T X 

) دارای تابع توزیع Tد و باش )F tθ باشد که تابعی پیوسته از t و θ است موقعی که یکی از آنها ثابت 
  .باشد
) یک طرفه به فرم UMA یک خانواده از فواصل اطمینان -الف )( ),xθ 1 در سطح ∞+ α− برای 
θوجود دارد .  
) و X هر مقدار مشاهده شده x اگر -ب )t T x= باشد و معادله ( ) 1F tθ α=  دارای جواب −
ˆθ θ= باشد آنگاه این جواب یکتا است و ( ) ˆxθ θ=.  

) ثابت θ است پس برای هر t یک تابع پیوسته از T چون تابع توزیع -الف: اثبات )c θ وجود دارد 
  که

( )( )P X cθ θ α> =  )2(                        

:بنابراین در آزمون فرض  :1H vs Hθ θ θ θ=  به صورت UMP ناحیه بحرانی آزمون <
( )T c θ> 1بنابراین طبق نتیجه لم نیمن پیرسون توان این آزمون برای هر . باشد یمθ θ> از α 
)شود  یمبیشتر  )1α β<    و بنابراین−

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1P T c P T c c cθ θθ α θ θ θ> > = > ⇒ <  

 توان
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)فرض کنید . یک تابع اکیداً صعودی و همچنین پیوسته است  cیعنی )A θ ناحیه پذیرش این آزمون 
)یعنی  )T c θ≤ باشد و ( )S xدر رابطه   

( ) ( )S x X Aθ θ∈ ⇔ ∈  
)شود که  یم نتیجه cبا توجه به اکیداً صعودی بودن . صدق کند )S x شامل مقادیری از θ ∈Θ است 

)که در رابطه  )xθ θ≥کند که ی م صدق( ) ( ) ( ){ }infx T x cθ θ θ=  2-1بنابراین طبق قضیه . ≥
)خانواده فواصل اطمینان یک طرفه  )( ),xθ ) یک خانواده از فواصل اطمینان سطح ∞+ )1 α− ی

UMA برای θاست .  
) است پس تابع توزیع T  درMLR چون خانواده دارای خاصیت -ب )F tθ یک تابع اکیداً نزولی از 
θ خاصیت ( استSI ( و بنابراین معادله( ) 1F tθ α= فرض کنید .   حداکثر دارای یک ریشه است−

θ̂که جواب این معادله  ∈Θین  باشد بنابرا( )ˆ 1F tθ α= ) و یا − )ˆP T tθ α>  که با مقایسه با =
)ˆشود که  یمنتیجه ) Cتعریف تابع (*) (رابطه  )c tθ )حال اگر ناحیه اطمینان .  است= )t c θ≤ را 

  در نظر بگیریم آنگاه

( ) ( )ˆ ˆ( )t c c cθ θ θ θ θ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤  

)ناحیه اطمینان سطح ) الف(نابراین طبق قسمت ب )1 α− یUMA برای θعبارتست از   

( )( ) ˆ, ( , )xθ θ+∞ = +∞  
 

,فرض کنید : 2-2مثال  ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از توزیع ( ),1N θ راحتی دیده  باشد به
  شود که آزمون یم

( )
1

1

11

1

x z
nx

x z
n

α

α

θ
ϕ

θ

−

−

 > += 
 < +


  

: در آزمون α به اندازه UMPیک آزمون  :1H vs Hθ θ θ θ= بنابراین فاصله .  است<
1 سطح UMAاطمینان  α− آید یم بصورت زیر به دست  



  ض و فاصله اطمینان رابطه آزمون فر:فصل هفتم

 

147 

شود می پذیرفته ( )1 1 1
1 1 1H x z x z S X x z
n n nα α αθ θ θ θ− − −

 ⇔ < + ⇔ > − ⇒ = > − 
 

 

 
 وجود نداشت و UMPهای دو طرفه معمولاً آزمون  های قبل دیدیم برای آزمون همانگونه که در فصل

و فواصل  UMPUدر زیر رابطه آزمونهای .  کردیمUMPUهای  توجه خود را معطوف به آزمون
کنیم که یک خانواده از فواصل اطمینان  ییادآوری م. کنیم یم را بررسی UMAاریب اطمینان نا

( )S X 1 سطح α− برای θاریب گویند هرگاه را نا  
( )( ) 1P S Xθ θ α θ∈ = − ∀  

( )( ) 1P S Xθ θ α θ θ′ ′∈ < − ∀ ≠  
θبرای هر : 2-2قضیه  ∈Θگر  ا( )A θ ناحیه پذیرش یک آزمون UMPU به اندازه α در انجام 

:آزمون  :1H vs Hθ θ θ θ= ) باشد در این صورت ≠ ) ( ){ }:S X X Aθ θ=  یک ∋
1 در سطح UMAاریب خانواده از فواصل اطمینان نا α− برای θبه این معنی که .  است( )S X 

)نااریب است و  )( )P S Xθ θ′ 1 را در بین تمام خانواده فواصل اطمینان سطح ∋ α− نااریب 
( )S X کند ینیمم م یم.  
)کنیم  یثابت ماولاً : اثبات )S Xنااریب است .  

( ) ( )( ) ( )( ) 1i P S X P X Aθ θθ θ α∈ = ∈ = −   (α UMP به اندازه  آزمون (  

( )( ) ( )( )P X A P X Aθ θθ α θ′∈ = < ∈    (θ θ′ ≠ 1α برای β< − :  نتیجه لم نیمن پیرسون(  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1ii P S X P X A P X Aθ θ θθ θ θ α θ θ′ ′ ′ ′∈ = ∈ = − ∈ < − ∀ ≠  

)کنیم  یمثانیاً ثابت  )S X نااریب UMAفرض کنید .  است( )S X′نواده دیگر از فواصل  یک خا
1یب سطح اطمینان ناار α− برای θ باشد یعنی ( )( ) 1P S Xθ θ α′∈ = دهیم  یمقرار . −

( ) ( ){ }:A X S Xθ θ′ ′= S چون در این صورت، ∋    نااریب است خواهیم داشت′
( )( ) ( )( ) 1P X A P S Xθ θθ θ α θ θ′ ′′ ′ ′∈ = ∈ < − ∀ ≠  

  
)یعنی  )A θ′یک آزمون نااریب به اندازه   ناحیه پذیرشαاست بنابراین   

S  نااریب ′  
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)          UMPU  آزمون ′θاحتمال خطای نوع دوم در      )( ) ( )( )P S X P X Aθ θθ θ′ ′∈ = ∈  
)             ااریبن  آزمون ′θاحتمال خطای نوع دوم در      )( )P X Aθ θ′ ′≤ ∈        

( )( )P S Xθ θ′ ′= ∈  
 

,فرض کنید : 3-2مثال  ,...,1 2 nX X X یک نمونه تصادفی از ( , )2N µ σ آزمون ایرب باشند   

: :1H vs Hµ µ µ µ= ≠  

   عبارتست ازα به اندازه UMPU قبل نشان دادیم که آزمون صلف های در مثال

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 1

1

n x
t n

S
x

n x
t n

S

α

α

µ

ϕ
µ

−

−

 −
> −


= 

−
< −



 

1 در سطح UMAبنابراین فاصله اطمینان نااریب  α−آید یم دست  به صورت زیر به  

) پذیرفته شود )
( ) ( )1 12 2

1 1
n X SH t n X t n
S n

α α

µ
µ− −

−  ⇔ < − ⇔ ∈ ± − 
 

 

)پس فاصله  )1 2
1 SX t n

n
αµ −∈ ± )  یک خانواده از فواصل اطمینان سطح − )1 α−نااریب ی 

UMA برای θاست .  
  

  .مده استدر زیر آ) 1(ای مشابه با نتیجه   نتیجهUMAبرای فواصل اطمینان نااریب 
) یک متغیر تصادفی حقیقی مقدار با تابع چگالی Xفرض کنید : 2-2نتیجه  )f xθ باشد که دارای 

H: برای انجام آزمون فرض UMPUفرض کنید آزمون .  استx در MLRخاصیت  θ θ= 
  موجود باشد و دارای ناحیه پذیرش زیر باشد

( ) ( )1 2c x cθ θ≤ ≤  
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)و اکیداً نااریب باشد  )( )1E Xθ ϕ α θ  > ∀ ∈Θ  . در این صورت توابع( )ic θ اکیداً صعودی 
   عبارت است از θ برای UMA هستند و فواصل اطمینان نااریب θدر 

( ) ( )1 1
2 1c x c xθ− −≤ ≤  

θفرض کنید : اثبات θ< و ( )β θ و ( )1β θ توابع توان آزمونهای φ 1 وφ در انجام آزمونهای 
:H θ θ= و : 1H θ θ=شود که یماز اکیداً نااریب بودن این آزمونها نتیجه .  به ترتیب باشند  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 1E X X E X Xθ θϕ ϕ β θ α α β θ ϕ ϕ −  = − > > − =  −      

  یعنی

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( )1 2 1 1 2 1P c X c P c X cθ θθ θ θ θ≤ ≤ − ≤ ≤ >  
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( )1 11 2 1 1 2 1P c X c P X cθ θθ θ θ θ> ≤ ≤ − ≤ ≤  

)بنابراین هیچکدام از فواصل  ) ( ),1 2c cθ θ   و ( ) ( ),1 1 2 1c cθ θ   دیگری را دربر ندارد 
زیرمجموعه دیگری نیست زیرا در غیر این صورت با مثبت و منفی بودن دو طرف رابطه فوق در (

  )فصل سوم(SI ج مبحث -3-4درنتیجه طبق قضیه ). است تناقض
( ) ( )1 1 1c cθ θ<    و     ( ) ( )2 2 1c cθ θ<،  

) توابع اکیداً صعودی و وارون پذیر هستند پس نامساوی ic یعنی توابع  ) ( )1 2 1c x cθ θ≤ ناحیه  (≥
)معادل نامساوی ) پذیرش ) ( )1 1

2 1c x c xθ− −≤ به شکل زیر . باشد یمموردنظر ) فاصله اطمینان (≥
  .توجه کنید
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در ابتدا یادآوری . دهیم یمهای پایا را مورد بررسی قرار  های پایا و پرتوانترین آزمون  آزمونفصلدر این 
  .آوریم یاز مباحث پایایی را در زیر م

  

  ای از مطالب پایایی خلاصه: 1بخش 
)فرض کنید  ), ,...,1 2 nX X X X=

�
}های   دارای توزیعی از خانواده توزیع ( ) : }f xθ θ= ∈Θ

�
 F  

 را در نظر χ روی  G باشد و گروه تبدیلات χ) مجموعه مقادیر(باشد که دارای فضای نمونه 
θ پایا گویند اگر برای هر  G را تحت گروه F  خانواده. بگیرید ∈Θو  Gg ) یک ∋ )g θ θ′= ∈Θ 
) وجود داشته باشد به طوریکه یکتا )Y g x=

� �
) F دارای تابع چگالی  ) ( )gf yθ ∈

�
بنابراین .  باشد

} G { گروه تبدیلاتχ روی Gگروه تبدیلات  |g g ∈=G آورد و خواص زیر را  یم را بوجود
  توان بیان کرد یبرای این تبدیلات م

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )

( )

1

2
g

g

P g X A P X A

E h g X E h X

θ θ

θ θ

∈ = ∈

  =    
  

) را با A ،)1(اگر در رابطه  )g Aعوض کنیم خواهیم داشت که   
( ) ( ) ( )( ) ( )3gP X A P X g Aθ θ∈ = ∈  

)ن  تابع زیا- ),L θ δ را تحت گروه تبدیلات G پایا گویند اگر برای هر G g Dδ و هر ∋ ∈ 
)یک ) کلاس برآوردگرها یا کلاس توابع آزمون( ) *g Dδ δ=  یکتا وجود داشته باشد به طوری �∋
  که

( ) ( ) ( )( ), ,L L g gθ δ θ δ θ= ∀ ∈Θ� �  
}G {تبدیلات |g g ∈�=�G را گروه تبدلات ایجاد شده روی D توسط Gای  اگر در مسئله.  گویند

در .  پایا استGیم آن مسئله تحت تبدیلات ی پایا باشند آنگاه گوL و تابع زیان F  خانواده توزیعهای
  کنند یمهای هم پایا در شرط زیر صدق  این حالت تصمیم

( ) ( )( ) ( )g X g Xδ δ= �
� �
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1~ را معـادل گوینـد و بـا نمـاد     Θ در 2θ و 1θدو نقطه   : 1-1تعریف   2θ θ  ر دهنـد اگ ـ  یم ـ  نمـایش
Gg ) موجود باشد که     ∋ )2 1gθ θ=.  در    1 یک مدار Θ      از نقـاط   ) مجموعـه ( عبارت از یک کلاس

   عبارت است ازΘ در θDنابراین مدار ب . استΘمعادل در 
}G( ){ |g gθ θΘ = ∈

D D.  
  

 دارای تنها یک    Θ گویند، هرگاه     2 را انتقالی یا گذرا    Θ از تبدیلات روی     Gیک گروه   : 1-2تعریف  
1,مدار باشد و یا معادلاً اگر بـرای هـر دو نقطـه        2θ θ ∈Θ یـک  Gg کـه    موجـود باشـد بطـوری   ∋

( )2 1gθ θ∈.                                                                                                        
  

 نیز به طور معادل گسترش �G و Gتوان برای گروههای  یم مطالب مربوط به معادل بودن و مدارها را
  .داد

)تابع .  باشدχ گروهی از تبدیلات روی فضای G فرض کنید :3-1تعریف  )T x را روی χ نسبت 
xه برای هر  پایا گویند هرگاGبه  χ∈و   Gg    داشته باشیم که∋

( )( ) ( )T g x T x=  
) و تابع  )T x را پایای ماکزیمال نسبت به G گویند هرگاه Tپایا باشد و در شرط زیر صدق کند   

G ( ) ( ) ( )1 2 1 2T x T x x g x for some g= ⇒ = ∈  
  

 مقداری ثابت دارد و یک تابع پایای ماکزیمال تابعی χ تابع پایا تابعی است که روی هر مدار یک
 مقداری ثابت دارد و مقادیر متفاوتی را به هر یک از مدارهای متفاوت χاست که روی هر مدار 

  . گسترش دادΘتوان به طور مشابه روی  یال را ممفهوم پایا و پایای ماکزیم. دهد یم
  ))1(اثبات در استنباط آماری (آوریم  یدر زیر بعضی از قضایای مورد نیاز پایایی را بدون اثبات م

) باشـد و     χ گروهی از تبدیلات روی فضای       Gفرض کنید   : 1-1قضیه   )T x       یـک پایـای ماکزیمـال 
)در این صورت تابع . باشد )Xϕ  نسبت بهG   پایا است اگر و فقط اگرϕ تابعی از Tباشد .          

                                                 
١ Orbit 
٢ Transitive 
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) پایا باشد و G  فرض کنید یک مسئله تحت تبدیلات: 2-1قضیه  )ν θابع پایای ماکزیمال روی  یک ت
Θ نسبت به Gاگر .  باشد( )Xϕ یک تابع پایا تحت G باشد آنگاه توزیع ( )Xϕ تنها به ( )ν θ 

                                                                                                          .بستگی دارد
بنابراین .  مقداری ثابت استΘ یک آماره پایا باشد آنگاه توزیع آن روی هر مدار ϕاگر : 3-1قضیه 

     . بستگی نداردθ به پارامتر ϕ یک آماره پایا باشد آنگاه توزیع ϕ تنها یک مدار باشد و Θاگر 
  

 (UMPI) 1پرتوانترین آزمونهای یکنواخت پایا: 2بخش 

}  به صورت 2در مسئله آزمون فرض فضای کارها }, 1a a= D A خواهیم آزمون زیر را  یم است و
  انجام دهیم

: :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈ΘD D  
  که در آن

1Θ Θ =∅D 1Θ   و   ∩ Θ = ΘD ∪  
  تابع زیان در این حالت به فرم زیر است

( ),
1 1

C if
L a

C if
θ

θ
θ
∈Θ

=  ∈Θ

DD D
D

D
    ( ), 1

1
11 1

C if
L a

C if
θ

θ
θ
∈Θ

=  ∈Θ

D D  

1Cکه در آن  C<DD D 11 و 1C C< D . ی مماتاگرijC ها متفاوت از یکدیگر باشند آنگاه این توابع زیان

) پایا هستند Gتحت یک گروه از تبدیلات  ) ( ) ( )( )( ), ,L a L g g aθ θ=    اگر و فقط اگر�

( ) ( )i g a a=�  
    G ( ) ( ) ( ), 1 1ii g g gΘ = Θ Θ = Θ ∀ ∈D D  

} خانواده توزیعهای Gدر این حالت گروه تبدیلات  : }f θ θ= ∈ΘD oF  و{ : }1f θ θ= ∈Θ1F 
  .دارد یمرا پایا نگه 

                                                 
١ Uniformly Most Powerful Invariant Tests 
٢ Action Space 
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:مسئله آزمون فرض : 1-2تعریف  :1 1H vs Hθ θ= Θ = ΘD D را تحت گروه تبدیلات G پایا 
) به صورت Gط  بوجود آمده توسGگویند اگر گروه تبدیلات  )g Θ = ΘD D و ( )1 1g Θ = Θ 

  .باشد
)با توجه به شرط  )g a a=� هم پایا است اگر) تابع آزمون(شود که یک تصمیم  یم نتیجه  

 ( )( ) ( )g x xϕ ϕ=  
  . پایا باشدϕ یعنی اینکه 

:در آزمون : 2-2یف تعر :1 1H vs Hθ θ∈Θ ∈ΘD D آزمون *ϕ را تحت گروه G  ،UMPI گویند 

)هرگاه اولاً این آزمون پایا باشد  )( ) ( )( )* *g x xϕ ϕ= و ثانیاً برای هر آزمون پایای دیگر ϕ ،
  داشته باشیم که

( ) ( )*[ ] 1E X E Xθ θϕ ϕ θ≥   ∀ ∈Θ   
  

 آن آزمونی را پیدا کنیم که ϕ پایای های آزمون بایستی در بین UMPI های آزمونبنابراین برای یافتن 
 پایا است اگر و ϕ آزمون 1-1با توجه به اینکه طبقه قضیه .  دارای بیشترین توان باشد1Hدر فرض 

 از طریق آماره پایای θ تنها به ϕ توزیع 2- 1 باشد و طبق قضیه Tفقط اگر تابعی از پایای ماکزیمال 
)ماکزیمال  )ν θ به θ ت تک مدار به و یا در حال( بستگی داردθبنابراین برای یافتن )  بستگی ندارد

 Tدهیم که تابعی از پایای ماکزیمال  یم را مورد بررسی قرار ϕ پرتوان های آزمون UMPI های آزمون
  .زیر توجه کنیدهای  به مثال. باشند
)فرض کنید : 1-2مثال  ),...,1 nX X X=

�
Rθ و     و بخواهیم آزمون زیر را انجام دهیم∋

( ) ( ): ~ ,..., : ~ ,...,1 1 1 1n nH X f x x vs H X f x x Rθ θ θ θ θ− − − − ∈D D� �
  

}اگر گروه تبدیلات مکانی  : ( ) }c cg g x x c= = +
� �

 G را در نظر بگیریم آنگاه مسئله آزمون H D در 
Hها تحت فرض  توزیع(باشد  یم  پایا G تحت 1Hمقابل  D 1 وHو گروه ) کنند یم تغییر نG تولید 

) به صورت Gشده توسط  ){ }:c cg g cθ θ= = +G. در این مسئله آماره 
( ),...,1 1n n nY X X X X−= − −

�
H یک تابع پایای ماکزیمال است که توزیع آن تحت  D در مقابل 

1H به θ بستگی ندارد و تحت iHدارای تابع چگالی زیر است   
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( )( ) ,..., , ,1 1 1 2i i ng y f y z y z z dz i
+∞

−−∞
= + + =∫�

 

iبا قرار دادن  i ny x x= nu و − z x=    خواهیم داشت−

( )( ) ,..., ,1 1 2i i ng y f x u x u du i
+∞

−∞
= + + =∫�

  

Y تابعی از آماره پایای ماکزیمال ϕچون هر آزمون پایای 
�

Y است و توزیع 
�

H تحت  D 1 وH به θ 
Hبنابراین مسئله آزمون . بستگی ندارد D 1 در مقابلH به مسئله آزمون فرض ساده در مقابل ساده 
 خواهد بود که دارای ناحیه بحرانی زیر MP همان آزمون UMPIبنابراین آزمون . شود یمدیگر تبدیل 

  است

( )

( )

,...,( )
( ) ,...,

1 11

1

n

n

f x u x u dug y
H c c

g y f x u x u du

+∞

−∞
+∞

−∞

+ +
⇔ > ⇔ >

+ +

∫
∫

D
D D

�
�

  شود رد  

  
 از یکدیگر مستقل و دارای توزیع یکسان باشند و بخواهیم آزمون 1X و 2Xفرض کنید : 2-2مثال 
   انجام دهیمزیر را

( ) ( ): , ~ , : , ~ ,1 2 1 1 21 1H X X N vs H X X Cθ θD  
  . برای انجام این آزمون را به دست آوریدUMPIآزمون 

)                                   :حل )
( )

1g y
H c

g y
⇔ >D

D
�
�

  رد شود 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ,
2 2

1 2

2
2 2 2 2 1 22 21 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

1
21 2

1 1 1
22 2 4

1 1
4 4

1
2

1 1
2 2
1 1
2 2

x u x u

x xuu u x x x x x x x x

x x x x

g y f x u x u dU e du

e e e

e e

π

π π

π
π π

 − + + ++∞ +∞   
−∞ −∞

+   − +− + + + +  − + + +  +∞ +∞   
−∞ −∞

− − − −

= + + =

= =

= =

∫ ∫

∫ ∫

D D
�
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 به کسرهاتقسیم 

{

( ) ( , )
{ ( ) }{ ( )}

( ) ( )
( ) ( )

[ ( ) ] ( ) [ ( ) ]

( )

(

1 1 1 2 2 2 2
1 2

1 2
2 2 2

1 2

2 2
1 1 22

2

1
2

1
1 1

2 21
1 1

1 1 1

11

a c

g y f x u x u dU du
x u x u

a x u b c x u d du
x u x u

aLn x u b arctg x u aLn x u

d arctg x u

xaln

π

π

π

π

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

−∞

=−

= + + =
+ + + +

 + + + + = + 
+ + + +  

= + + + + − + +

+∞
+ +

−∞

+ −
=

∫ ∫

∫

�

) ( )
( )

2

2
21
u b db d

x u
π

π
 +∞ + + + = −∞+ −  

  

*

( )

( )
( )

( ) 2
1 2

1 2
1 2 1 21

41
2

x x

b d
g y

c c x x c x x k
g y

e

π

π

− −

+

∴ > ⇔ > ⇔ − > ⇔ − >
D
�
�

  

Hفرض تحت  Dداریم   

( )~ ( , )1 2 1 2

1 2

2
2

2

H H
kX X N P X X k P Z

k z α

α

−

 − ⇒ = − > = > 
 

⇒ =

D D
D

  

   عبارتست ازα به اندازه UMPIآزمون بنابراین 

( , )
1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

1 2

2

x x z
x x

x x z

α

α

ϕ
−

−

 − >
∴ = 

− <

D

 

  
)، در حل مسائل اگر آمـاره پایـای ماکزیمـال            2-2با توجه به قضیه   : توجه )T x

�
) و    )δ ν θ=   حقیقـی 

)مقدار باشند و خانواده توزیعهای       )f tδ     مربوط به آماره T خاصیت    دارای MLR       باشـد آنگـاه بـرای 
:آزمون   :1H vs Hδ δ δ δ≤ >D D D        طبق قضیه کارلین روبین یک آزمون UMP      بـر اسـاس T 

)زیرا توزیع   (باشد     می UMPIوجود دارد که این آزمون       )T x
�

) از طریق    θ تنها به     )δ ν θ= یقی  حق
     ).مقدار بستگی دارد

  

  مساوی صفر3uریب ض
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,فرض کنید   : 3-2مثال   ,...,1 2 nX X X     یـک نمونـه تـصادفی از توزیـع ( , )2N µ σ آزمـون  .  باشـند
UMPI به اندازه α انجام آزمون زیر را به دست آورید برای  

: :1H vs Hσ σ σ σ≥ <D D D  
}ه تبدیلات مکانی اگر گرو: حل }( )c cg g x x c= = +

� �
 G      را در نظـر بگیـریم آنگـاه مـسئله آزمـون 

H D ــل ــی 1H در مقاب ــاقی م ــا ب ــد   پای ــع (مان ــرا توزی ــت   زی ــا تح Hه D 1 وH ــی ــر نم ــد  تغیی  ،کنن
( ) ( )Var X c Var X+    بسنده حال اگر آماره) =

, ( )2 2

1

n

i
i

X S X X
=

 
= − 

 
∑  

)را در نظر بگیریم آنگاه تحت این تبدیل این آماره به             , )2X c S+  2شود و      تبدیل میS   ی    یک آمـاره
 بـستگی دارنـد و توزیـع    2Sپایا آزمونهایی است که به      بنابراین کلاس آزمونهای    . پایای ماکزیمال است  

2S   به µ       2 بستگی ندارد و تنها بهσ  بنابراین مسئله یافتن آزمون     .  بستگی داردUMPI    منجر به یافتن 
  با توجه به اینکه. شود  می2Sس  بر اساUMPآزمون 

( )

( ) ( )

2
2

11 12 2
1

2 2

1
12 2

n y

nS
f y y e

n
σ

σ

− −−

−=
−Γ

  

2Y در   MLRو این خانواده دارای خاصیت       S=     است پس آزمون UMP (UMPI)     2 بر اسـاسS 
  عبارت است از

( )
( )

( )

2 2 2

2 2 2
1 1

1
S n

x
S n

α

α

σ χ
ϕ

σ χ

 ≤ −= 
> −

D

D
� D

  

  
,فرض کنید    :4-2مثال   ,...,1 2 nX X X      یک نمونه تصادفی از ( , )2N µ σ     باشند کـه µ   2 وσ   هـر 

  د برای انجام آزمون زیر را به دست آوریα به اندازه UMPIدو نامعلوم هستند آزمون 
: :1H vs Hµ µ≤ >D D D.  
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}اگر گروه تبدیلات مقیاسی : حل }( ) ,c cg g x cx c= = > D
� �

 G      را در نظـر بگیـریم آنگـاه مـسئله 
Hآزمون   D    1 در مقابلH   زیـرا   (مانـد      پایا باقی می( ) , ( )1 1g gΘ = Θ Θ = ΘD D .(     حـال اگـر آمـاره  
  بسنده

( ), , ( )2
1

n

i
i

U V nX X X
=

 
= − 
 

∑  

)ی  را در نظــر بگیــریم آنگــاه تحــت ایــن تبــدیل آمــاره ),U V بــه ( ), 2cU c Vشــود و   تبــدیل مــی

/ 1
UT

V n
=

−
ت کـه  بنابراین کلاس آزمونهای پایا آزمونهایی اس. ی پایای ماکزیمال است      یک آماره  

   عبارت است ازT بستگی دارند و توزیع Tبه 

( , )
( )

,
// ~

( ) ( )(
( )

( )

12 2 2
1

2

1

1 1
1 1

1

D

n
n

X N
nX nnT t

n S n S
n n

n

δ

µ
σσ

χ
σ

−
−

 
 
  ′= = =

− −
− −

−

  

nµδ نامرکزی بـا پـارامتر نـامرکزی    t دارای توزیع Tی پایای ماکزیمال    یعنی آماره 
σ

 پـس  . اسـت =

) تنها از طریق     2σ و   µ بستگی به    Tتوزیع   , )2 nµδ ν µ σ
σ

=  آزمون  Tبر اساس   .  بستگی دارد  =

:فوق به آزمون  :1H vs Hδ δ≤ >D D Dشود  تبدیل می.  
 بــرای انجــام آزمــون T بــر اســاس UMP منجــر بــه یــافتن آزمــون UMPIبنــابراین یــافتن آزمــون 

: :1H vs Hδ δ≤ >D D D ی   دهیم که توزیع آماره     وق ابتدا نشان می   برای انجام آزمون ف   . شود   می
T دارای خاصیت MLR  درTاست .  

( )
( )

( )

212 1
2 12 2

2
2

1
12 12

yn ty
n

nf t y e e dy
n n

δ

δ

π

− − −−∞ −
−=

− Γ − 
 

∫D  
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( )

( )

( )
( )

( )

2
1

1
2

12 1
2 12 2

1 12 1
2 12 2

yn ty
n

yn ty
n

y e e dyf t
r t

f t
y e e dy

δ

δ

δδ
δ δ

− − −−∞ −

− − −−∞ −

< ⇒ = =
∫

∫
DD

D
D

D

  

t کنید ضحال فر < Dباشد در این صورت  

( )

( )
( )

( )
*

( )( )
*

( )

( ) ( )

2

2
2

1 2

2
2 2

2

2
22

2

12 1
2 12 2

11 21
2

2

11 1
12 2 2
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yt nnn
t

n
n t

n
n t

f t c y e e dy

n nc e e d
t t

c e e e e d

c e e e e d

δ

δ

ν ν
ν δ

ν
δ ν δν

νδ δ ννδ δ ν

ν ν ν

ν ν

ν ν

− − −−∞ −

=− −− −− − ++∞

−
−− −+∞ − −

−
− − −− +∞ −− −

=

− − = −  

=

 
=  

 

∫

∫

∫

∫
D

D

D

D

D

D

  

)/دهیم  قرار می )
21 2nf e eδ ν νν ν− − −= Dپس   

( )( )

( )

( )( )
( )

( )
( )

2
2 11 2

1
2

2
2

11
2 2

11
2 2

n
t

n
t

e f e df t
r t

f t
e f e d

νδ δ νδ

δ

νδ δ

ν ν

ν ν

−
− − −− +∞

−
−− +∞

= =
∫

∫

D

D D

D

D

  

( ) ( ) ( )
2 2
1 1 2

1
2

t
e e g d

δ δ δ δ ν ν ν
− − +∞ − −= ∫

D D
D

  

  که در آن
( )

( )

( )( )

( )

2
2

22
2

1
2

1

n
t

t n z
t

f eg

f z e dz

ν

νν

−
−

−
−+∞

=

∫D

  

)توجه کنید که     )2tg ν    ای اسـت کـه دارای خاصـیت           چگالی است و خـانواده     یک تابعMLR   اسـت 

)
( )

( )

2
2
1

2
n
tf e
ν

ν
−

−
 فـصل سـوم     14ابراین با استفاده از مسئله      بن) شود  ایی تبدیل می  م ن یده به یک خانوا   
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)لهمن  کتاب   ) ( )1 2t
e g dδ δ ν ν ν

+∞ − −∫ D
D

 بـرای   t و بنابراین یک تابع صعودی از        2t یک تابع نزولی از      

t < D پس  .  است( )r t       یک تابع صـعودی از t    بـرای t < D  بـه طـور مـشابه بـا تغییـر متغیـر            .  اسـت

1
yt
n

ν =
−

) در    )f tδ   برای t > D توان نشان داد که        می( )r t      یک تـابع صـعودی از t  اسـت و در 

)نتیجه با استفاده از پیوستگی  )r tشود که   نتیجه می( )r t یک تابع صعودی از tاست .  

ــون   ــال چــ )حــ )f tδ ــیت n در MLR دارای خاصــ XT
S

ــون  = ــس در آزمــ ــت پــ  اســ

: :1H vs Hδ δ≤ >D D D آزمون UMP)  یاUMPI بر اساس T (عبارت است از  

( )
1 T c

x
T c

ϕ
>

=  <� D
  

  که در آن

[ ]( ) ( ) ( )1 1E X P T c c t nδ δ αα ϕ= = −= = > ⇒ = −D D�
  

   عبارت است ازα به اندازه UMPIپس آزمون 

( )
( )

( )

1

1

1 1

1

n x t n
Sx
n x t n
S

α

α

ϕ
−

−


> −= 

 < −

�
D

  

  . استUMPU به دست آمده در مبحث آزمونهای UMPUکه همان آزمون 
  

,فرض کنید   : 5-2مثال   ...,1 2 nX X X      یک نمونه تصادفی از ( , )2N µ σ    باشند که µ   2 وσ   هر دو 
   برای انجام آزمونα به اندازه UMPIآزمون . نامعلوم هستند

: :1H vs Hµ µ= ≠D D D  
  .را به دست آورید

}ه تبدیلات و گراگر: حل }( ) ,c cg g x cx c= = ≠ D
� �

 G     را در نظر بگیـریم آنگـاه مـسئله آزمـون 
H D    1 در مقابلH   زیرا  (ماند     پایا باقی می( ) ( ), 1 1g gΘ = Θ Θ = ΘD D (    ی    بـسنده  حال اگـر آمـاره
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( , ) , ( )2
1

n

i
i

U V n X X X
=

 
= − 
 

 بـه  (U , V)ی  نظر بگیریم آنگاه تحت این تبدیل آماره را در ∑

( , )2cU c V  شود و      تبدیل می
/ ( )1
U

T
V n

=
−

بنابراین کلاس  . ی پایای ماکزیمال است      یک آماره  

 دارای توزیعی است که تنهـا از طریـق          T بستگی دارند و     Tاست که به     ییها آزمونپایا   های آزمون
n µδ
σ

) بــــه = , )2µ σبــــر اســــاس .  بــــستگی داردT  ــه آزمــــون  آزمــــون فــــوق بــ

: :1H vs Hδ δ= >D D Dشود  تبدیل می.  
 بـرای انجـام آزمـون    T بـر اسـاس   UMPزمـون   منجـر بـه یـافتن آ       UMPIبنابراین یـافتن آزمـون      

: :1H vs Hδ δ= >D D Dشود از طرفی برای   میt > Dداریم که   

( ) ( ) ( )
2 21 12 1

2 1 2 12 2

T TT

y yn t ty n n

f t f t f t

c y e e e dy
δ δ

δ δ δ

   − − − − +   −    +∞ − −   

= + −

 
 

= − 
 
 

∫D
  

)توان نشان داد که       طور مشابه با مثال قبل می     ب )
( )

T

T

f t

f t

δ

D
فحه  ص 5مسئله  ( است   tصعودی از    یک تابع    

 اسـت و در نتیجـه آزمـون         T در   MLRبنابراین این خـانواده دارای خاصـیت        )  کتاب فرگوسن  248
UMP)  یاUMPI بر اساس T (عبارت است از  

( )
1 T c

x
T c

ϕ
 >= 

<� D
  

  که در آن

[ ] ( ) /( ) ( )1 2 1E X P T c c t nδ δ αα ϕ= = −= = > ⇒ = −D D�
  

   عبارت است ازα به اندازه UMPIپس آزمون 
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/

/

( )

( )

( )

1 2

1 2

1 1

1

n x t n
S

x
n x t n
S

α

α

ϕ
−

−


> −


= 
 < −


�
D

  

  . استUMPU به دست آمده در مبحث آزمونهای UMPUکه همان آزمون 
  

1,....,فرض کنید   : 6-2مثال   mX X  1,...,و nY Y هـای تـصادفی از         نمونه( , )2N µ σ   و ( , )2N η τ 
   برای انجام آزمون زیر را به دست آوریدα به اندازه UMPIآزمون . باشند

: :
2 2

12 2H vs Hτ τ
σ σ

≤ ∆ > ∆D D D.  

  اگر گروه تبدیلات : حل

 ( ) ( ){ }, , , , ,g g x y cx a cy b c a b R= = + + > ∈D
� �� �

 G 

Hئله آزمون را در نظر بگیریم آنگاه مس D 1 در مقابلHزیرا .ماند  پایا باقی می  
( ) ( )
( ) ( )

2

2
V cY a V Y
V cX a V X

τ
σ

+
= =

+
 

  ی  بسنده حال اگر آماره

( ) ( ) ( )( ), , , , , ,
2 2

1 2 3 4 i iT T T T T X Y X X Y Y= = − −∑ ∑  

Tی    را در نظر بگیریم آنگاه تحـت ایـن تبـدیل آمـاره            
�

 ـ  ).ه   ب , , , )2 2
1 2 3 4cT a cT b c T c T+  تبـدیل   +

/شود و     می ( )
/ ( )

4

3

1
1

T nU
T m

−
=

−
بنـابراین کـلاس آزمونهـای پایـا        . ی ماکزیمـال اسـت    ی پایـا     یک آمـاره   

) بستگی دارد و     Uآزمونهایی است که به      , )~ 1 1n mU F −  که   ∆−
2

2
τ
σ

∆ ی پایـای     یعنی توزیع آمـاره   . =

) بستگی به    Tیمال  ماکز , , , )2 2µ η σ η     تنها از طریق ( , , , )
2

2 2
2

τδ ν µ η σ τ
σ

=  بـر   .  بـستگی دارد   =

   آزمون فوق به آزمونUاساس 

: :1H vs H∆ ≤ ∆ ∆ > ∆D D D  
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  .شود تبدیل می
 بــرای انجــام آزمــون U بــر اســاس UMP منجــر بــه یــافتن آزمــون UMPIبنــابراین یــافتن آزمــون 

: :1H vs H∆ ≤ ∆ ∆ > ∆D D Dاز طرفی داریم که. شود  می  

( )

11 122
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2

2
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  بنابراین

( )
( )

2
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1 1
1

1

1
1
1
1

m n

U

U

n uf u m
nf u u
m

+ −
− ∆ + ∆ ∆ −∆ < ∆ ⇒ =  −∆ ∆  ∆ +
− 

D
D

D D
  

 اسـت و در نتیجـه       U در   MLRبنابراین این خانواده دارای خاصـیت       .  است uکه یک تابع صعودی از      
  عبارت است از) U بر اساس UMPIیا  (UMPآزمون 

( , )
1 U c

x y
U c

ϕ
>

=  <� D�
  

  که در آن

[ ] ( ) ( , )( ) ( , )1 1 1 1n m
cE X P U c P F c F n mαα ϕ∆=∆ ∆=∆ ∆=∆ − −

 
= = > = > ⇒ = ∆ − − ∆ D D D D

D�
  

  عبارت است ازα به اندازه UMPIپس آزمون 

( , )
( , )

( , )
1 1 1

1 1
U F n m

x y
U F n m

α

α
ϕ

> ∆ − −
=  < ∆ − −
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  فواصل اطمینان پایا: 3بخش 

) باشد که خـانواده توزیعهـای        χ گروهی از تبدیلات روی      Gفرض کنید    ){ }, ,f θ µ θ µ ∈Ω    را پایـا 

)اگـر .  باشـد  Ω روی G گـروه ایجـاد شـده توسـط          Gفرض کنیـد  . دارد  نگه می  ){ }, ,f θ µ θ µ ∈Ω 
 یـک  g بستگی ندارد و بنـابراین  ′µ دارد و به  θ و   gبستگی به    ′θ فرض خواهیم کرد که      باشد می

θتبدیل روی فضای     ∈Θ  به همین دلیل برای راحتـی از نمـایش          . کند   ایجاد می( )gθ θ′  اسـتفاده   =
)فرض کنید   حال  . کنیم  می )S x    برای هر .  یک فاصله اطمینان باشد Gg  در  Sروی  g* یک تبـدیل     ∋

  کنیم  را به صورت زیر تعریف میΘفضای 

 { }( )g Sθ θ= ∈( )Sg ∗  

)یعنی   )Sg Sθ روی هـر     gای از نقاط است که به وسیله بکـار بـردن               عبارت از مجموعه   ∗  بـه   ∋
ار دهیم که در رابطه زیـر       صل اطمینانی را مورد نظر قر     با توجه به اصول پایایی بایستی فوا      . آید  دست می 
  صدق کنند

)1(         G ( ) ( )( ) ( ) ,g S x S g x x gχ∗ = ∀ ∈ ∈  
) ای از فواصل اطمینان     اگر خانواده  )S x   فاصله اطمینان پایـا  صدق کند آنگاه آن را یـک  ) 1( در شرط

بـه ایـن معنـی      ) 1(ختصات تعبیر کنیم آنگاه رابطه       را به عنوان تغییر در م      gاگر تبدیل   .  گویند )هم پایا (
د توجه کنی . اند، ندارد   ها از آن به دست آمده       است که فاصله اطمینان بستگی به دستگاه مختصاتی که داده         

  آید به دست می) 1(که از رابطه 

)2(  ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
g S g x g S g x S xθ θ θ

−
∗∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈  

  
1,...,فرض کنید : 1-3مثال  nX Xونه تصادفی از  یک نم( , )2N θ σباشند .  

} تبدیل   µ در برآورد    -الف }, , ( ) ,a b a bg g x a bx a R b= = + ∈ > D
� �

 G        را در نظـر بگیریـد در 
  این صورت خانواده فواصل اطمینان

( ) ( )1 2
1 SS x x t n

nαθ
−

∈ = ± −
�
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   تحت این تبدیل پایا است زیرا

( ) ( )( ) ( ) ( )1 12 2
1 1

2
bS SS g x a bx t n a b x t n
nα α− −

 = + ± − = + ± − 
 �
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*

*
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( ) ( )

1 12 2

1 2

1 2

1 1
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1
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S Sx t n a b a b x t n
n

Sg a b x t n

Sg S x a b x t n

S g x g S x

α α

α

α

θ θ

θ

− −

−

−

 ∈ ± − ⇒ + ∈ + ± − 
 

 ⇒ ∈ + ± − 
 

 ⇒ = + ± − 
 

⇒ =
�

  

} تبـدیل  2σدر برآورد  -ب }( )c cg g x cx= =
� �

  G      را در نظـر بگیریـد در ایـن صـورت خـانواده 

)                    فواصل اطمینان ) ( )( ) ,
( ) ( )

2 2
2

2 2
1 2 2

1 1
1 1

n S n SS x
n nα α

σ
χ χ

−

 
− − ∈ =  − − 

 
�

  

  تحت این تبدیل پایا است زیرا

( ) ( ) ( )( ) , ( )
( ) ( )

2 2 2 2
2

2 2
1 2 2

1 1
1 1

c n S c n SS g x c S x
n nα αχ χ

−

 
− − = = − − 
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( )

*( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2
S x c c S x g S x c S x

S g x c S x

σ σ∈ ⇒ ∈ ⇒ =

⇒ =
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� �

  

  
  رابطه فواصل اطمینان پایا و آزمون فرضهای پایا

)یــک خــانواده از فواصــل اطمینــان ســطح : 1-3تعریــف  )1 α−ی ( )S X را بــه طــور یکنواخــت 
) گویند هرگاه اولاً     (UMAI)ترین پایا     صحیح )S X باشد و ثانیاً در بـین تمـام فواصـل اطمینـان              پایا 
)سطح  )1 α−پایا دارای کمترین احتمال پوشش خطایی   

, ( ( )P S Xθ µ θ θ θ′ ′∈ ∀ ≠  
  .باشد
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θبرای به دست آوردن رابطه بین فواصل اطمینان پایا و آزمونهای پایا، فرض کنید برای هر            ∈ΘD یـک  
) موجود باشد که مسئله آزمون فرض θD Gگروه از تبدیلات ) :H θ θ θ=D D   را پایـا نگـه دارد و G را 

θ G در نظر بگیرید، یعنیθ Gهای  برابر اجتماع تمام گروه
θ

=∪. G    

)فرض کنید    -الف: 1-3قضیه   )S x         یک خانواده از فواصل اطمینان پایا تحت G       باشد و فـرض کنیـد 

{ }( ) ( )A x S xθ θ= )در این صورت ناحیه پذیرش . ∋ )A θ تحت θ G برای هر θپایا است .  
) ناحیه پذیرش    θDبرای هر   اگر به علاوه،     -ب )A θD     یک آزمـون   برای   یک ناحیه پذیرشUMPI در 

)آزمون   )H θD  به اندازه  α      خـانواده فواصـل اطمینـان        باشـد آنگـاه{ }( ) ( )S x x Aθ θ=  یـک   ∋
1 در سطح UMA از فواصل اطمینان پایای خانواده α−است .  
θ -الف ∈Θثابت و  θG g   در این صورت.  را در نظر بگیرید∋

( ) { } ( ){ } ( )

{ } { }

( )
*

( )

( ) ( ) ( ) : ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11

2

g A g x S x x S g x x g S x

x g S x x S x A

θ θ θ θ

θ θ θ

−
−

↓

 = ∈ = ∈ = ∈ 
 

= ∈ = ∈ =  

)پس ناحیه فرض  )A θ  تحتgθ برای هر θپایا است .  
)فرض کنید    -ب )S X′        1 هر خانواده از فواصل اطمینان سطح α−    پایا برای θ      باشد بنـابراین طبـق 

}قسمت الف،    }( ) ( )A x S xθ θ′ ′= )ه پذیرش یک آزمون پایـا بـرای آزمـون            ناحی ∋ )H θ اسـت  .
  بنابراین

)                ) ′θخطای نوع دوم آزمون پایا در( ) ( ), ,( ) ( )P S X P X Aθ µ θ µθ θ′ ′′ ′∈ = ∈  
)          ) ′θ درUMPIخطای نوع دوم آزمون ( ), ( )P X Aθ µ θ′≥ ∈  

( ), ( )P S Xθ µ θ′= ∈  
)پس  )S X یک فاصله اطمینان سطح ( )1 α−ی UMPIاست .  

  

( )gθ θ θ⇒ = G g ∈ 
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 یک فاصـله اطمینـان را بـه دسـت           UMPIبا توجه به قضیه قبل ناحیه پذیرش یک آزمون          ): 1(توجه  
  . استUMAIآنگاه این فاصله )  کندصدق) 1(در شرط (دهد که اگر پایا باشد  می

)   با توجه به رابطه بین فواصل اطمینان و آزمـون فـرض            :)2( ) ( )S x x Aθ θ∈ ⇔ را ) 1(، رابطـه  ∋
  توان به صورت زیر نوشت می

)3 (       θ G ( ){ } { }*( ) ( ) ( )g x A g x A and gθ θ θ θ θ∈ = ∈ ∀ ∀ ∈  

)داریم که ) 1(زیرا از رابطه  )* ( ( )) ( )
1

g S g x S x
−

   پس=

( ) { }

( ){ }

* *

*

*

( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

g S g x g g x A

g g x A

g x A g

θ θ

θ θ

θ θ

− −

−

= ∈

 = ∈ 
 

= ∈

  

  
,فرض کنید   : 2-3مثال   ,...,1 2 nX X X       یک نمونه تصادفی از توزیع ( , )2N θ σ یـک فاصـله    .  باشند

  . به دست آوریدθ برای UMAIاطمینان 
 کــــردیم کــــه در آزمــــون    مــــشاهدهUMPIدر مبحــــث آزمــــون فرضــــهای   : حــــل

: :1H vs Hθ θ= ≠D D D آزمون UMPI به اندازه α 5-2مثال ( عبارت بود از(  

/

/

( )

( )

( )

1 2

1 2

1 1

1

n x t n
S

x
n x t n
S

α

α

ϕ
−

−


> −


= 
 < −


�
D

  

)حال اگر گـروه تبـدیلات    ) ( ) ,g g x a x aθ θ
 

= = − + ≠ 
 

D D D
� �θD G    را در نظـر بگیـریم آنگـاه 

:ون فرض   آزم :1H vs Hθ θ θ θ= ≠D D D         مانـد و       تحت ایـن تبـدیل پایـا مـی( ,...., )1 nX X   بـه 
( )( ) ,..., ( )1 na X a Xθ θ θ θ− + − +D D D D  شوند و بنابراین آزمون        تبدیل میUMPI      بر اسـاس ایـن 

  )ثابت کنید (آید تبدیل جدید به صورت زیر به دست می
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( )

( )
( )

1
n x

c
Sx

n x
c

S

θ

ϕ
θ

 −
 >
= 

−
<



D

D
�

D

  

}گر قرار دهیم حال ا }( ) ( ) ,g g g a aθ θ θ θ θ= − + ≠
D D D Dآنگاه   

( ) ( )( , ) ( ) , ( ) ,2 2 2 2 2g a a g aθ σ θ θ θ σ θ σ= − + =D D  
θ یک تبدیل روی gیعنی  ∈Θاگر قرار دهیم. کند  ایجاد می  

( )
( )

n X
A X c

S

θ
θ

 − = < 
  

D

�
  

  آنگاه

{ }( ) ( ) SS X X A x c
n

θ θ θ θ = ∈ = − < 
 � �

  

   است به شرط آنکه نشان دهیم این خانواده تحت گروه کلیUMAIصل اطمینان یک خانواده از فوا

 { }, , ( ) ,a b a bg g x a b x a b R= = + ∈
� �θ G  

θ

= ∪  G  

  . نشان داده شده است1-3 در مثال پایا است که این مطلب 
  باشد به صورت زیر می) 3(ز رابطه روش دیگر نشان دادن پایایی با استفاده ا

( ){ }

{ }

*
, ( ) ( )

( )

a b
c b S

g x A g a b x a b
n

c Sx
n

x A

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

 
= = + − − < 

 
 = − < 
 

= ∈

�

�
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