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آار مضاعف    

ف ضا مقدمهت

  و پلاستيكي هاي آاپماشينها،شكلمانندما، اطرافاجسامازبسياري  

مقدمه                    همت  مضاعف

ري ي مزب هرج ييپي ي وپ
 نقش آامپيوترها .شوند مي ساخته اتوماتيكي دهي شكل از استفاده با ...

 آنند، مي ايجاد ساختاربندي فاز در هم و طراحي فاز در هم را مهمي
 .باشد مي مدرن آارخانههرحياتيبخشCAD/CAMامكاناتبنابراين

 به باتوجه خاص شئ يك ساختن بيان به واقع در ساختاربندي فاز
ها دآهاشئاد:ثلفاآت داختها نكهشئشكلش اا شئآ  شئ آيا اينكه شئ، شكلشود،ساختهبايدآهاي شئماده:مثلفاآتورهايي

.پردازد مي ...و نه يا باشد مي  ساختن قابل زياد مقدار به
يكآهقالبها،باساختنهندسيمنظرهايمطالعهبهفصلايندر ي بلينر    ي  به ب نير
 پرداخته است، پلاستيكي يا فلزي اشياء براي شده استفاده رايج پروسه
.مي شود بيان گري ريخته عنوان به پروسه اين فلزي اشياء براي .مي شود

٢



 آار مضاعف   

مضاعف مقدمههمت

 قالب يك داخل مايع فلز.دهدميشرحراگري ريختهپروسه۴-١شكل   

                               همت  مضاعف

بييعزيرحرريريپرو
  به آخر مرحله .آيد مي بيرون قالب از شئ و گردد مي منجمد مي شود، ريخته
  .نيايد بيرون شئ قالب شكستن بدون است ممكن نمي شود، انجام سادگي همين
تك اا ائگااشقالخاناتن ناش ا   دارند وجود اشيائي وگاهيبيايد،بيرونشئقالب چرخاندنباتنهااستممكن
  وجود روي بر فصل اين در بنابراين .آره مثل ندارد، وجود آنها براي قالبي آه
.گرددميبحثشودخارجآنازبتواندآهشئيكبرايقالبيوجودعدميا يبيوجومي وئ يبر .ر ي ب ورجنزب

3
۴-١ شکل                                                                         



 آار مضاعف   

مضاعف مقدمههمت                                همت  مضاعف

.مي شود درنظرگرفته چندوجهي شئ :١ قرارداد  

قالبهاي(شوندمگرفتهدرنظرايتكهيكفقطقالبها:٢قرارداد     قالبهاي(.شوند مي گرفتهدرنظرايتكهيك فقطقالبها:٢قرارداد
).گيرند مي قرار استفاده مورد آره مثل اشيائي ساخت براي اي دوتكه

  مثلا(.آورد بيرون قالب از توان مي حرآت يك با تنها را شئ هر :٣ قرارداد  
 انتقالي حرآت آار اين براي ).آورد بيرون قالبش از توان نمي را پيچ يك

ب تنا ا  .استمناسب

٤



آار مضاعف    

ف ضا گري۴-١ت ريخته ي هندسه

نه؟ يا است ساخت قابل گري ريخته با شئ يك :مسئله

هندسه ي ريخته گري ١۴         همت  مضاعف

 شكل .شود خارج آن از آه بيابيم مناسب قالب يك آن براي بايد :اول پاسخ
  شئ مختلف جهتهاي  ولي مي شود معين شئ شكل توسط قالب داخل حفره
ويهينييريزيي  تواند مي جهت انتخاباينآهآنند،ميايجاد رامتمايزيهايقالب
  نمي شود، خارج قالبشازشئجهتهاازبسياريدرچونباشد،سخت

.شود خارج است ممكن ديگر جهتهاي در درحاليكه
topيكبايدشئآهاستاينجهترويمحدوديتيك facetافقي يي يئ ين جهرويو top يب facet ي  

  .بود نخواهد قالب با درتماس آه است جايي تنها سطح اين .باشد داشته
  است گري ريخته قابل شئ :دوم پاسخ

داقل topاتكازاگ facet top باجهتيكازاگرحداقل    facet 
 آمدن بيرون قابل جهت آن با متناسب      
.باشدقالبشاز   

٥

ز



آار مضاعف    

ف ضا گري۴-١ت ريخته ي هندسه
 بيرون قابل انتقال يك با شئ يك آيا“ اينكه تعيين روي بر ادامه در

شودبحث”نهياباشدممعينقالبيكازآمدن تصميمبرايوم

هندسه ي ريخته گري ١۴         همت  مضاعف

 تصميم براي و مي شودبحثنهياباشدمي معينقالبيكازآمدن
 مورد ”ممكن جهت هر“ شئ يك گري ريخته قابليت روي گيري
.مي شود واقع بررسي
 و بعدي دو سطوح با آه است بعدي سه چندوجهي يك P آنيد فرض
top يك facet آه نيست نيازي دراينجا(.است شده طراحي معين 
فك قت lاق h dائ )شا ).شودارائه polyhedronازدقيقتعريفيك
 وقتي .باشد مي P  مطابق دقيقا اي حفره با مستطيلي بلوك يك قالب
اقالداخلند دق topگ facetدآن طها topگيرد،ميقرار قالبداخلچندوجهي facet سطح هم بايد آن 
 ممكن آه اضافي قسمت هيچ قالب يعني باشد، قالب سطح بالاترين با

.ندارداشبالاييسطحدرشود شئخروجمانعاست
٦

يحجع



آار مضاعف    

ف ا گري۴-١ت ريخته ي هندسه هندسه ي ريخته گري ۴-١         همت  مضاعف

topازغيربهPسطحهر facetسطحordinaryميشودناميده. topزيربPحر facetحordinary و ي .ي 
 متناظر ˆƒ نام به قالب از سطح يك با ƒ نام به ordinary سطح هر
 ..است
 با برخورد بدون بتواند P  آه دارد وجود   جهت بردار يك آيا

ن(ورجوربيوح درطول لغزيدن( شود؟خارجانتقالطول درقالبداخليسطوح وزي ر
).ندارد ايرادي قالب
topقالبباتماسبدونسطحتنهاآهازآنجا facet ،ح جهت استp
 موجود شرط تنها اين و باشد هاz محور مثبت جهت در بايد خروج

.است جهت روي بر

٧



آار مضاعف    

ف ضا گري۴-١ت ريخته ي هندسه

  يك از بايد يا سطح اينآنگاهباشد،ordinary،Pسطحيكƒاگر

هندسه ي ريخته گري ١۴         همت  مضاعف

ƒحyح
  براي .بلغزد ˆƒ روي بر يا و آند حرآت قالب ˆƒ متناظر سطح طرف
.بعدي سه فضاي در بردار دو بين زاويه به است نياز دقت اين ايجاد
يه فحهشدهگرفتهدرنظربدايكازبردارد:برداردبينزا   صفحه و شده گرفتهدرنظرمبدايكازبردار دو:برداردوبينزاويه
  زاويه بردار دو بين زاويه آوچكترين ساخته، را دو آن از گذرنده

.است موردنظر

  سطح هر خارجي نرمال بردار با آن زاويه :   روي لازم شرط
ordinary،p۴-١لم(.باشد٩٠حداقل(

٨

ordinarypم(.ب ل(



آار مضاعف    

ف ضا گري۴-١ت ريخته ي هندسه

شود،خارجقالبشازجهتدرتواندميPچندوجهي:۴-١لم

هندسه ي ريخته گري ١۴         همت  مضاعف

وجهي:م  و رج بش ز   جهروي Pچ
  سطوح تمام خارجي نرمال با ٩٠ حداقل زاويه اگر فقط و اگر

ordinary، P بسازد.
only :اثبات if:

yحيي ،ordinary سطوحازيكيخارجينرمالبا اگر  
Pانتقال هنگام بسازد، ٩٠ از آمتر زاويه                 يعني 

.آند مي برخورد قالب با f داخل نقاط تمام
)( f→η

٩



از قالبش خارج شود، اگر و فقط مي تواند در جهت  Pچندوجهي : ۴-١لم  
اقل ه زا ط٩اگ ا ت خا ال ن ازdiPا

If:  

.بسازد ordinary ،Pبا نرمال خارجي تمام سطوح٩٠اگر زاويه حداقل

 يك آه دهيم نشان بايد آند، برخورد قالب با P جايي در :خلف فرض   
 .دارد وجود سازد، مي    با ٩٠ از آمتر زاويه آه خارجي نرمال

قالˆƒطكاآاااقطآف  برخورد قالب ˆƒ سطحيكباآهاستPاز اينقطهpآنيدفرض
 بيرون سمت به تواند نمی p آه است معني بدين اين است، آرده

يهبايدپسکند،حرکت دربسازد،با٩٠ازبزرگترزا )(
∧

→ fη  در بسازد،         با٩٠ازبزرگترزاويه بايدپسکند،حرکت
.سازد مي ٩٠ از آمتر زاويه     با         نتيجه

)( fη
)( f→η

١٠



آار مضاعف    

ف ضا گري۴-١ت ريخته ي هندسه
 آوچك هاي انتقال از اي دنباله با بتوان را P اگر :لم جالب نتيجه يك
شاز اانتقالكاآقال كات تفاا ا

هندسه ي ريخته گري ١۴         همت  مضاعف

  استفاده امكان پس .توانميهمانتقاليك با آورد،بيرونقالبشاز
.آند نمي مسئله حل به آمكي انتقال يك از بيش
دايافتن:هدف ١۴لدشدبيانيژگباب .۴-١لمدرشدهبيانويژگي با    برداريافتن:هدف
آه بردار يك با بعدي سه فضاي در جهت يك
اتااز ششخت  معينمي شود، شروع مختصاتمبدااز  

بردار z بودن مثبت به توجه با .گردد مي   
اا گظ1فقاطااا .گيريم مي درنظرz=1صفحهدرنقاطي عنوانبهرابردارهااين  

 منحصر بردار معرف(x,y,1) مثل z=1 صفحه در نقطه هر :نتيجه
)ف كاش(1

١١

.برعكس وباشدمي(x,y,1)بفرد



آار مضاعف    

ف ا گري۴-١ت ريخته ي هندسه
 داد، ارائه    جهت روي را آافي و لازم شرايط ۴-١ لم :سؤال
نه نگ طا ا ههش ه(تف د؟انتقال)1ف ا

هندسه ي ريخته گري ۴-١         همت  مضاعف

يابد؟ انتقال )z=1صفحه(جهتصفحهبهشرايطاينچگونه
ordinary سطح يك خارجي نرمال                        آنيد فرض
داباشد يهيكب ازدبا٩٠داقلزا )1( ddd

→→

η
),,(

→→→→

= zyx ηηηη
 سازد، مي      با ٩٠حداقلزاويهيك                بردارباشد،
:شود غيرمثبت    و      داخلي  ضرب اگر فقط و اگر

0≤++
→→→

dd

)1,,( yx ddd=η
→

η

 مي z=1 صفحه روي صفحه نيم يك آننده توصيف نامساوي اين   
باشدميصفحهاينرويخطيكچپياراستطرفدرآهباشد

0≤++ zyyxx dd ηηη

.باشد مي صفحه اينرويخطيكچپيا راستطرفدرآهباشد
باشد، نمي صحيح افقي سطوح براي شرط اين :نكته
هموارهآهيادرنتيجه.چون 0==

→→

yx ηη0≤
→

zη

١٢

يج.              چون ر   ير  و
.نيست برقرار  هيچگاه آه  يا و است برقرار

yx ηη
0≥

→

zη
zη



آار مضاعف    

ف ضا گري۴-١ت ريخته ي هندسه

 صفحه روي صفحهنيميكمعرفPافقي غيرسطحهربنابراين

هندسه ي ريخته گري ١۴         همت  مضاعف

رويمريرحرر
z=1 ،معادل ها صفحه نيم اين مشترك تقاطع در نقطه هر آه است 
 اين .درآورد قالبش از را شئ توان مي آن با آه است جهتي بردار
كتقاط اندشت زتت نآهاشدن تند شئآها  شئ آه است معنيبدينآهباشدنيزتهي تواندميمشتركتقاطع
.باشد نمي قالبش از شدن خارج قابل
مشتركتقاطعدرنقطهيكيافتن:هندسيمسئلهيكبهمسئلهتبديل يل ن:ييبب  ر ع ر يي
 تقاطع اينكه گيري تصميم يا و ها صفحه نيم از شده داده مجموعه يك
.است تهي
 نيم n-1 حداآثر باشد،داشتهسطحnموردنظرچندوجهياگرگ

 و افقي سطوح حضور عدم دليل به حداآثر(.است بحث مورد صفحه
topحضورعدمدليلبه١منهاي facet(

١٣

topحضورعدمدليلبه١منهاي facet( 



آار مضاعف    

ف ضا گري۴-١ت ريخته ي هندسه

تمامبايدPگريريختهقابليتتستبرايشدگفتهآهآنجااز

هندسه ي ريخته گري ١۴         همت  مضاعف

ي جز يبر ي P ري ريب  م ب
top عنوان به سطوح facet بيان زير قضيه شوند، گرفته نظر در 
.مي شود
 مورد زمان درباشد سطح n با چندوجهيP اگر :۴-٢ قضيه
 مي سازي ذخيره براي O(n) نياز مورد حافظه و O(n2) انتظار

گلآگ  علاوه به .نه يا استگريريختهقابلPآيا آهگرفتتصميمتوان
 و قالب يك توان مي مشابهي زماندر باشد گري ريخته قابل P اگر
افتآنخاناتك .يافتآنخروج برايمناسبجهتيك

١٤



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع

خطيمعادلاتازايمجموعهH={h1,h2,..,hn}آهآنيدفرض

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

Hيرض {h1,h2,..,hn}و  ي  ز يج
aix+biyصورت به معادله هر آه باشد، دومتغيره ≤ ci است. ci

.باشند صفر توانند نمي همزمان ai وbi و هستند ثابت ai وbiو

 آه R2 در بسته صفحه نيم يك عنوان به معادله يك هندسي لحاظ از
اbطا ا شاشآ aix+biyخطبا = ciمي شودبيانشدهآراندار.

)R2قاط”ا“افل لآ( ا  صدق معادله n همهدرآهR2(x,y)نقاط”تمام“يافتن:مسئله
 نيم مشترك تقاطع در شده واقع نقاط تمام يافتن ديگر عبارت به آند،

)ميشودترآليقبلبهنسبتمسئلهقسمتايندر(Hهايصفحه
١٥

).مي شود تر آلي قبلبهنسبتمسئلهقسمت ايندر(.Hهايصفحه



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع

 :هاصفحهنيم مشتركناحيهشكلتعيين

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

يمرييين
oنيز محدب نواحي واشتراك است محدب ناحيه يك صفحه نيم هر  

.است محدب
oصفحه ازنيم يكي مرزرويبايدمشتركتقاطع مرزروينقطههر 

  خطهاي همان مشترك ناحيه سازنده يالهاي درنتيجه شود، واقع ها
باشندميهاصفحهنيمازبعضيمرزي .باشندميهاصفحه نيمازبعضيمرزي

oصفحه نيم يك مرزي خط هر است، محدب تقاطع ناحيه آه آنجا از 
   .باشد يال يك سازنده حداآثر تواند مي

oمشترك تقاطع :نتيجه n يك صفحه نيم
با حداآثر آه است محدب چندضلعي 

١٦

nاستشدهمحدوديال.



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

 تقاطع .دهد مي نشان را ها تقاطع اين از مورد چند )۴-٢( فوق شكل
يكصورتبهتواندميهم،)iiiوiiشكل(باشدنامحدودتواندميهم

١٧

 ي ور ب ويم)iiiوiiل(بوويم
.)v شكل(باشد تهي تواند مي هم و )ivشكل(باشد خط يا نقطه



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع

 صفحه نيم n مشترك تقاطع يافتنبرايdivide-and-conquer الگوريتم

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

م يqوري نر يمرعي
  براي عادي INTERSECTREGIONCONVEX يك پايه بر آه مي شود، ارائه

.است محدب ناحيه دو تقاطع محاسبه

  نقطه يا و خط توانند مي مشترك نواحي آه آرد توجه بايد اينجا در البته

١٨

 اندآي بايد الگوريتمپسباشند،نميچندضلعي لزومايعنيباشندهم
  .شود اصلاح



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

زماندرچندضلعيدواشتراكنقاطآهشدديده٢-٧نتيجهدر يور ييجر ن ر چ  ز
O(nlogn+klogn) آه است، محاسبه قابل n در رئوس تعداد مجموع  

  .باشد مي ناحيه دو بين اشتراك نقاط تعداد k و چندضلعي دو

  به توجه بدونباشد، C2 از e2 يال و C1 از e1 يال مشترك نقطه vاگر
نگ اكگ cايكبايدeevاشت ⋂cاش c1راسيكبايدe2،vوe1اشتراكچگونگي ⋂c2،باشد  

c1 كه آنجا از و ⋂c2اشتراك n است، صفحه نيم
داnالnداكث هادا دنت كهد كهدهدمينتيجهاين.دارد راسnويالnحداكثر

n ≤ k با است برابر اجرا زمان ،پس:O(nlogn).

١٩



آار مضاعف    

مضاعف ها۴-٢همت صفحه نيم تقاطع يم            همت  مضاعف ع 
:الگوريتم آل اجراي زمان

اين :بناب
⎩
⎨
⎧

>+
=

=
1)2/(2)log(
1)1(

)(
nnTnno
no

nT

:بنابراين

باشيمسريعترمالگوريتمدنبالبه
)log()( 2 nnonT =

.باشيمسريعترميالگوريتمدنبالبه

درآهاينواحيشد،خواهدارائهآهالگوريتميدر:توجه در آه اي نواحيشد،خواهدارائهآه الگوريتميدر:توجه
INTERSECTCONVEXREGIONS گرفته اشتراك آنها از 

 آنها هردوي يا يكي اگر شوند، مي گرفته درنظر بعدي دو مي شود
اآاقطاط ااگآ

٢٠

 رها تمرين عنوان بهوگرددميآسانترآار بودند،نقطهياخط
.مي شود



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع
 چپ مرز :C محدب چندضلعي يك معرفي براي تر جزئي مشخصات

هاصفحهنيشدهمرتبليستشاملآهجداگانه،طوربهCراستو

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

 ها صفحه نيم شده مرتبليستشاملآهجداگانه،طوربهCراستو
 مي شود، طي پايين به بالا از )راست يا چپ(مرز وقتي آه ترتيبي به

دادهنمايشLright(C)وLleft(C)بارامرزدواين.افتدمياتفاق  يش Lright(C)وLleft(C)بررز وين.يق
.مي شود

 يافتن با آه اند نشده مرتب اينجا در رئوس
.آيندميدستبهمتواليخطوطاشتراك يور .يي بو

٢١



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع
 وجود افقي يال آه مي شود فرض الگوريتم، توصيف سادگي براي
اگرگفتتوانمباشند،موجودنيزافقيالهاياينكهبراي(ندارد

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

 اگر گفت توان مي باشند،موجودنيزافقي يالهاياينكهبراي(.ندارد
 يا و باشد چپ مرز به متعلق آند محدود را C بالا از مذآور يال

).برعكس س ).بر
sweep يك است، sweep plane الگوريتم يك جديد، الگوريتم

lineاز يالهايي و دادهحرآتپايينسمت به صفحهرويرا C1 1يپي
.شوند مي نگهداري دارند تقاطع  آن با آه C2و
12 دارد، وجود متقاطع يال ۴ حداآثر C2و C1 بودن محدب به توجه با

  گر اشاره ۴ از پيچيده داده ساختمان از استفاده جاي به پس
left_edge_C1 و left_edge_C2 و right_edge_C1 و  

i ht d Cتفا )illتقاطت(شا
٢٢

right_edge_C2تقاطع عدمدرصورت(.مي شوداستفاده nill(



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

٣۴شكل
٢٣

۴-٣شكل                                 



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع
شوند؟ مي اوليه مقداردهي چگونه گرها اشاره :سؤال
خ نؤلفهاگا دالCاگ(اشدCاالات د داشتهالاازنا

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

 داشته بالا از نامحدودييالC1اگر(باشد،C1راس بالاترينمؤلفهy1اگر:پاسخ
ystart آنگاه باشد مشابه طور به y2و )=y1 ∞ باشد، = min(y1,y2). براي 

 آمتر y مؤلفه با صفحه از قسمتي روي تنها لازم توجه C2و C1 تقاطع محاسبه
تاا ها اآتهشازانت  و داده حرآت به شروع ystartازرا sweepدرنتيجه.استystartمساوييا

.مي شود داده y=ystart خط گرها اشاره تمامي اوليه مقدار
است؟ نيازي هاevent صف به اي صفحه sweep الگوريتم در :سؤال
 برخورد sweep با آه C2و C1 يالهاي انتهاي و ابتدا درواقع هاevent :پاسخ
 مي آن به آه است بعدي يال آننده مشخص آه بعدي event پس اند، داشته
endبالاتريندرواقعرسيم، pointدرآنيالآهاستيsweepدارد،قرار يم عر رينرو endب pointلي ر sweep رني  ر ر
 مي موجود گر اشاره ۴ از استفاده با ثابت زمان در را بعدي event درنتيجه
end(.باشد نمي صف به نيازي و آورد دست به توان point با yمساوي هاي 
endدروگرفتهدرنظرراستبهچپازرا pointقرارهمرويآههايي

٢٤

رربچپزر endرور ر pointر م روي  يي  ر
).گيريم مي درنظر اول را يال ترين چپ دارند،



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع
event هر در point جديد يال سري يك e ايجاد مرز روي 

ل

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

 متعلق e اولا آه مي شودبررسيابتداe رويآاربرايمي شود،
 راست مرز يا دارد قرار چپ مرز روي دوما و C2يا C1 به است

جهباپس ريتداينبهت بالگ اننا دفراخ ش .مي شود فراخوانيمناسبالگوريتم دو اينبهتوجهباسپسو
 بيان دارد قرار C1 چپ مرز روي بر e آه الگوريتمي اينجا در

شود، استمشابهطوربهبقيهم .استمشابهطوربهبقيهمي شود،
end بالاترين pآنيد فرض point،e،ممكن حالت سه با است e 

عنوانبهPباياليا:ميشودگرفتهدرنظرCازياليعنوانبه  عنوان به P با ياليا:مي شودگرفتهدرنظرCازياليعنوانبه
end بالاترين point، يا e∩ left_edge_C2 بالاترين عنوان به 

end point،ياe ∩ right_edge_C2يال، بالاترين عنوانبه 

٢٥

pg _ g _ 2
.مي شود بررسي زير صورت به آه



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع
 دارد؟ قرار right_edge_C2 و left_edge_C2 مابين p آيا
عااeالاشداگ آتCدpازش ندهش

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

 نيم سپس و دهيم ميشرآتCدرpازشروعباراeيالباشد،اگر
 Lleft(C) به را مي شود e شامل آن مرزي خط آه را اي صفحه
.آنيممياضافه يمي

g نقطه آنگاه داشت اگردارد؟تقاطعright_edge_C2باeآيا _ g _ ع2
 :داردممكنحالتدو و استCراسيكتقاطع

  ١. p راست سمت right_edge_C2 نقطه آنگاهگيرد، مي قرار 
تالشتقاط دآها اCدا دق گ .گيردقرارCدربايدآه استياليشروعتقاطع

    ٢. P چپ سمت right_edge_C2 نقطه آنگاه گيرد، مي قرار 
گيردقرارCدربايدآهاستياليپايانتقاطع

٢٦

.گيردقرارCدربايد آهاستياليپايانتقاطع
     



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع

درآندميتعريفراeآهايصفحهنيماولحالتدر

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

  در آند مي تعريفراeآهايصفحهنيماولحالتدر
Lleft(C) آه اي صفحه نيم و شده داده قرار  

right edge C2 درآندميتعريف راLright(C). حالت در g _ g )rightريرير_ ر(
 قرار بررسي مورد قبلا اين چون نمي شود، انجام آاري هيچ دوم

.اندشدهليستهاواردنياز صورتدرواندگرفته

٢٧



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع

leftباeآيا edge C2از راسي تقاطعنقطهداشت،اگردارد؟تقاطع C است 

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

_ي g _ يعررع 2 زر
 e از قسمتي يا دارد، ممكن حالت دو مي شود شروع تقاطع نقطه با آه C يال و

 ثابت زمان در دو اين بين گيري تصميم آه left_edge_C2از قسمتي يا است
leftچپسمتpاگرگيردمصورت edge Cازقسمتيالآنباشدe  e از قسمتي يال آن باشدleft_edge_C2چپسمتpاگر.گيردميصورت
  يا e يا حالت دو اين به توجه با پس .left_edge_C2از قسمتي وگرنه است

left_edge_C2 به C به متناظرش صفحه نيم و شده اضافه Lleft(C).

٢٨



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع
  متناظر صفحه نيم هم و e با متناظر صفحه نيم هم است ممكن :سؤال

lا ft d CL (C)اف تشا ات

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

  به دو اين ترتيبي چهبهشود،اضافهLleft(C)بهleft_edge_C2با
شوند؟ مي اضافه ليست
left:پاسخ edge Cشوداضافهوقتتنها Cياليكعنوانبهآهم   C يال يك عنوان بهآهمي شوداضافهوقتيتنها left_edge_C2:پاسخ
  آردن اضافه براي .باشد e وleft_edge_C2 تقاطع نقطه از شروع با

:باشد داشته وجود است ممكن دليل دو e صفحه
end بالاترين در شروع با C يال عنوان به e يا        point يعني (باشد آن 

  با تقاطعش از شروع با C يال عنوان به e يا )اول حالت همان
i ht d CااشL (C)اف شا right_edge_C2 ،صورتايندر باشدeبهLleft(C)مي شود اضافه  

  left_edge_C2و )دوم حالت طبق(Lright(C) به right_edge_C2و
eبايداولحالتهردودرپس.)سومحالتهمينطبق(Lleft(C)بههم

٢٩

ورپس.)ومينبق(Lleft(C)بم ي ول ر   e ب
. left_edge_C2 بعد شود اضافه
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آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع
  .است نياز مورد ثابت زمان C يال يک به رسيدن برای :نتيجه

ااتقاط٣۴ق )Oات ا(

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

 محاسبه O(n) زماندرتواندمیمحدبناحيهدوتقاطع:۴-٣قضيه
).داريم يال n درنتيجه و صفحه نيم nحداآثر چون(.شود

تت طالگ اشدناضافههن ات تاCال ت  صحيح ترتيب با Cيالهايتمامشدناضافه بهمنوطالگوريتمصحت
upper عنوان به p نقطه و C يال يک :باشد مي end point آن 
upperياpآنگاهکنيدفرضرا end point،ازياليکC1يا upper يا pآنگاه.کنيدفرضرا end point، از يال يک C1 يا  

C2 تقاطع نقطه يا و است e از C1وe′ از C2. وقتی اول مورد در 
مممp که وقتی دوم مورددروشودمیيافتهم C يالرسيممیpبهکه
upper به end point می اضافه يال رسيديم، اش تری پايين 

 ها صفحه نيم همه بنابراين .)دوم و اول حالتهای به توجه با (.شود
اف اشا افااث اشاشا

٣٢

.باشد می ساده همشدناضافهمناسبترتيب اثبات.شوندمیاضافه



آار مضاعف    

ف ضا ها۴-٢ت صفحه نيم تقاطع

الگوريتمبرای۴-٣قضيهبهتوجهبا

تقاطع نيم صفحه ها ٢۴         همت  مضاعف

یيبوجب م بر  وري
INTERSECTHALFPLANE داريم:

⎧ =1)1( no

⎩
⎨
⎧

>+
=

=
1)2/(2)(
1)1(

)(
nnTno
no

nT

تواندمیصفحهنيمnبامجموعهيکمشترکتقاطع:۴-۴نتيجه

)log()( nnonT =

 تواند می صفحه نيمnبامجموعهيکمشترکتقاطع:۴-۴نتيجه
.شود ذخيره O(n) با و محاسبه O(nlogn) زمان در

٣٣



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه
 از بسياری در درحاليکه شد يافت ها صفحه نيم مشترک نقاط تمام قبل قسمت در

 می احتمالا پس کافيست، جواب يک يافتن گری ريخته مسئله جمله از مسائل
الگالا

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

.بودسريعتریالگوريتمدنبالبهتوان
 شناخته مسئله  با نزديكي ارتباط معادلات، از مجموعه يك براي جواب يك يافتن
operationsدر شده research آه linear optimization يا و linear

اطاآتفااااشا programmingجواب خطي برنامه درآهتفاوتاينبا.داردمي شود،ناميده 
 مورد معادلات مجموعه از ).آند مي ماآسيمم را خطي تابع آه جوابي( خاصي
: يعني است، نياز

M i i + + +Maximize c1x1+ c2x2+…+ cdxd
Subject to a1,1x1+…+ a1,dxd ≤ b1

a2,1x1+…+ a2,dxd ≤ b2
.
.
.

٣٤

an,1x1+…+ an,dxd ≤ bn

.دهند مي شكل را مسئله ورودي آه هستند ثوابتي biو ciو ai,j آه



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

  تابع  همراه به معادلاتمجموعه،objectiveتابع مي شودماآسيممآهتابعي

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

عرjعيمي
obj متغيرهاي تعداد وخطي برنامه Lp مي شود ناميده آن بعد.

 اين تقاطع باشند، مي Rd در فضاهايي نيم عنوان به خطي معادلات آه آنجا از 
ا كاااآاآا )f(ا  )feasible(امكان ناحيهعنوانبهآندميصدقمعادلاتهمهدرآهفضاهانيم

 ناحيه اين از خارج نقاط و امكان نقاط ناحيه اين در موجود نقاط و خطي برنامه
۴-٢شكل(باشدتهيامكاننقاطاگر.شوندميناميده)infiseable(ناممكننقاط   ل (ب هي نر.ويي )infiseable(ن

.مي شود ناميده ناممكن v(( Lp( قسمت
  نقطه يافتن يعني آردن ماآسيمم و شده بيان فضاي در جهت يك با obj تابع

→
(x1,x2,…,xd)باشدماآسيمم    بردار جهتدرآه. 

آه امكان ناحيه در نقطه يك يافتن يعني Lp حل نتيجه در
اشاآ

→

→

c

٣٥

.باشدماآسيمم    جهتدر
.    بردار توسط شده تعريف obj تابع :       

→

c →
c

f
c



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

(.شودماآسيممو,p∈∩Hآهp∈R2نقطهيكيافتن:مسئله

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

→f ن: م     و,p∈Rp∈∩Hيي (.و ي
)                      و                       

H)باراخطيبرنامه نمايشبرايCازودهيم،مينمايش(

→
c

f

),( yx ccc =
→

yyxx
c

pcpcf +=→

→

c ,H) باراخطيبرنامه  نمايش براي C ازودهيم،مينمايش(
.دارد ممكن جواب چهار آه .مي شود استفاده امكان ناحيه

c
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آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه
.١LP وجود معادلات مجموعه براي جوابي هيچ⇐ است ناممكن  

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

.ندارد
 طور به آه دارد وجود ρ پرتوي يك ⇐ است بيكران امكان ناحيه٢.

ل اCاآا اگقاتاگق ل f  دلخواه بزرگ مقادير      تابعوگيردمي قرارCناحيهدرآامل
 پرتويي اينچنين توصيف مسئله حل اينجا در .گيرد مي ρ طول در

است

→
c

f

.است
⇐است    جهت در آن خارجي نرمال آه دارد e يال يك C ناحيه٣.

آندميماآسيممراآهايستنقطهeروينقطههر

→

c
)(pf→ .آند مي ماآسيممرا        آهايست نقطهeروينقطههر

 وجود v يگانه جواب ⇐ نيفتد اتفاق فوق حالت سه از آدام هيچ۴.
.استماآسيممجهتدرآهدارد،

→

c

)(pf
c
→

٣٧
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آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه
 شده اضافه يكي يكي معادلات آه مي شود فرض :اولا مسئله حل براي

گط

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

 اين آه است يگانه وتعريفخوشمياني،خطيبرنامههرجوابو
)iv شكل مطابق(.است يگانه نيز نهايي جواب دهد، مي نتيجه

لظ افLPا طاتاشا  خطي برنامه تا مي شود،اضافهLPبه معادلهدومنظوربدين
 M∈R يك بازاي آنگاه cy>0و cx>0 اگر مثلا شود، آراندار
pمعادلاتبزرگ، ≤ Mوp ≤ Mشوندماضافه)Mبايد pxمعادلاتبزرگ، ≤ Mوpy ≤ Mشوند مياضافه.) M بايد 
).باشد نداشته بهينه جواب روي اثري تا شود، انتخاب بزرگ
:ميشوداضافهمعادلاتمجموعهبهزيرمعادلهدودرنتيجه :مي شود اضافهمعادلاتمجموعهبه زيرمعادلهدودرنتيجه

⎩
⎨
⎧

≤−
>≤

=
woMp

cMp
m

x

xx

.
0

:1

٣٨
⎩
⎨
⎧

≤
>≤

=
woMp

cMp
m

y

yy

.
0
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آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

Hهايصفحهنيمازومستقلهستندتابعm2وm1:نكته

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 
→

c  H هاي صفحه نيمازومستقلهستند    تابعm2وm1:نكته
.است قائمه زاويه يك C0=m1∩m2 امكان ناحيه و

ا اي:د ينه)iii(دديگانهابدب كت آ

c

  آوچكترين هم )iii(مورددريگانهجوابوجودبراي:دوما
  است معادل آه مي شود، گرفته درنظر قاموسي لحاظ از نقطه
دچرخاندهاندآاينكهبا الازآداهيچباتاش نر

→

  نرمال از آدام هيچباتاشودچرخاندهاندآي   اينكهبا
.نباشد جهت هم صفحات

الات ااا ا اق

c

برنامههرقرارداد دوايناعمالبا:نتيجه
  ناحيه راس يك آه دارد يگانه جواب خطي

.مي شود ناميده بهينه راس و است ممكن٣٩



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

,H):فرض گذاريشمارهh1,h2,…,hnنظر،موردخطيبرنامه(

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 
→

c ,H):رض  ري ر h1,h2,…,hnروريبر(
 ناحيه Ci و m2وm1 معادلات همراه به اول معادله H،Hi i صفحات
  يگانه بهينه راس يكCiممكن ناحيه هرC0 انتخاب با ⇐ آنها ممكن

c

vi دارد Hi:={m1, m2, h1,.., hi}
Ci := m1 ∩ m2 ∩ h1∩ …∩ hi

گ    ⊇ C1⊇…⊇ Cn=CC0 اگرو=∅ Ci ⇐ ∀j≥i Cj=∅

نگ(۵۴ل )hشاضافهازنهاتغگ )hi شدن اضافه ازپسبهينهراستغييرچگونگيبررسي(:۴-۵لم
:داريم آنگاه ≥n 1≤iاگر

i) if h
٤٠

i) if vi-1∈ hi ⇒ vi= vi-1

ii) if vi-1∉ hi ⇒Ci=∅ or vi ∈ li li is the line bounding hi



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

مثال

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

ل

٤١



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه
  :اثبات   

i(اگرvi-1∈ hiبه توجهباآنگاهhiCi-1∩=Ciوvi-1∈ Ci-1 نتيجه در vi-1∈

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

(i 1 iii 1ii 1 i 1i 1
Ci ، آه آنجا از  Ci⊆ Ci-1 بهينه نقطه پس Ci بهينه نقطه از بهتر تواند نمي Ci-1 

.باشد مي Ci بهينه راس همانvi-1 نتيجه در باشد،
ii(v ∉hض اlيC≠∅v:خلفف دق vخطآنگانگي vا ii(vi-1∉hi،خلففرض:Ci≠∅وviرويliخط آنگاه .نگيردقرار vi-1vi را 

vi∈Ci چون .داریم ⊆ Ci-1 نتيجه در vi∈Ci-1 بودن محدب به توجه با و Ci-1 و 
 بهينه نقطه vi-1 چون حال .است Ci-1 داخل آاملا vi-1vi خط و vi-1∈Ci-1 اینكه

f Ci-1تابعواستobj،      باشد،ميخطي
.یابد مي افزایش vi-1 به vi از vi-1vi خط طول در پس    

نظqاlاذآخطتقاطنقطهال گد

→
c

f

.گيریمميدرنظرqرا li بامذآورخطتقاطعنقطهحال   
    )q چون دارد وجود: vi-1∉hi وvi∈Ci q عضو⇐

Ciاستهم(⇐)()( vfqf >

٤٢

Ciاستهم.(⇐
 Ci. ناحيه در vi بودن بهينه با است تناقض این و    

)()( i
cc

vfqf →→ >



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

.آندنميبيانراجديدراسيافتنچگونگي۴-۵لم

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

يم و نچ سي ير نرج .يبي
p محدوديت تحت را        آه li روي p نقطه يافتن :مسئله ∈ h 
hبراي ∈ Hi )لمدومدرحالت(.آندمي ماآسيمم1

)( pf
c
→

ي مi-1بر )مومر(يي
 x مؤلفه با آنگاه نيست، عموديli مي شود فرض سادگي براي

 :مي شودتعريفزيرتابعپس.مي شودپارامتري
RRf

ي يعپيپ

ix

c

lpforpfpf

RRf

∈=

→

→→

→

)()(

:

  مرزي خط و li تقاطع نقطه x مؤلفه h،б(h,li) صفحه نيم هر براي
hروينقطههر يا:تقاطععدم(.استliمعادلهدر h آند، مي صدق 

cc

٤٣

يiيعم(
 صدق h در li از اي نقطه هيچ يا و مي شود، گرفته ناديده h معادله آه
).مي شود گزارش ناممكن LP آه آند نمي



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

 تبديل مسئله راست بهيامي شودآراندارچپبه li∩hاينكهبهتوجهبا:مسئله

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

رچپiيو ور يريي
:به مي شود

Maximize )(xf
c
→

subject to x ≥ б(h,li) , h ∈ Hi-1 and li∩h is bounded to the left
  x ≤ б(h,li) , h ∈ Hi-1 and li∩h is bounded to the right

c

   
.باشد مي بعدي يك خطي برنامه يك آه 

٤٤



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

:آنيدفرض

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

      xleft=max h∈Hi-1{б(h,li): li∩h is bounded to the left}
and

xright=min h∈Hi-1{б(h,li): li∩h is bounded to the right}

له ]فا ه[ تكLPكنا <اگا xleftاگر پساست،بعديیكLPممكن ناحيه[xleft:xright]فاصله > xright 
LP, خط روي اي نقطه بهينه نقطه اینصورت درغير و ناممكن li نقطه در  
xleftیا xrightباشد مي. leftright
 یا ماآسيمم یافتن(.مي شود حل خطي زمان در بعدي یك خطي برنامه :۴-۶ لم

 حالت یعني( vi جدید بهينه راس محاسبه آنگاه بنابراین )صفحه نيم i مينمم
O(i)زماندرخطبرنامهبودنناممكنگيريتصميیاو)۵۴لدو

٤٥

 O(i) زمان در خطيبرنامهبودنناممكنگيري تصميمیاو)۴-۵لمدوم
.گيرد مي انجام



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

٤٦



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه
  متغير دو و معادلهn با آراندار خطي برنامه يك حل فوق الگوريتم :۴-٧ لم
.آندميمحاسبهخطيذخيرهوO(n2)زماندررا

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

نرر )ز يبييرو(
  اضافه hi جديد صفحه نيم هرگاه ۴-۵ لم به توجه با :الگوريتم صحت اثبات

  بعدي يك خطي اگربرنامه و است Ci بهينه نقطه همچنان vi نقطه مي شود،
lكن تتCآنگااشدنا ها نت C=Cد Cته C=CnدرنتيجهواستتهيCi آنگاهباشد،ناممكنliروي ⊆Ci تهي هم 
  .است ناممكن خطي برنامه پس است،
ن شوند، مي اضافه مرحلهnدريكييكيهاصفحهنيم:اجرازماناثبات ييمرز يي ويرري

  برابر امi مرحله در آه مي شود، سپري ام۶ خط در اجرا زمان بيشترين
O(i) با است برابر آل زمان پس باشد، مي:

)()( 2noio
n

=∑
  نقاط تمام آه قبل الگوريتم به نسبت ولي است خوب و ساده الگوريتم گرچه
باشد؟؟ميصحيحتحليلاين آيااست،آندتريافتميرا

1i
∑
=

٤٧

يحي



آار مضاعف    

مضاعف افزايشي۴-٣همت خطی های برنامه

viاگرميشود،آراندارO(i)باiمرحلههرهزينه 1∉hi.اگرولي

ي      همت  مضاعف ي ز ی  ی  بر 

رO(i)بiررزي ور ي ..vi-1∉hiري    ر و
vi-1∈hi مرحله i گردد مي انجام ثابت زمان در.
س اضافه ترتيب اگر وليآندتغييربارnتواند ميحداآثربهينهراس رويربهير يييرب يبرو ر
.يابد مي آاهش مقدار اين باشد، مناسب صفحات شدن

نينروبرو اجرازمانآه دهدمينشانروبروشكل جرز
.باشد مي O(n2) حالت بدترين در   

٤٨



آار مضاعف    

مضاعف تصادفي۴-۴همت خطي برنامه

اصلاآهآرداضافهترتيبيبهراهاصفحهنيمتوانميپس:سؤال

ي          همت  مضاعف ي  بر 

ل نيپس:ؤ يبيبر يمو    ر ر
vi از مجموعه هر براي اينكه .شود خطي اجرا زمان تا نكند تغييري 
 يافتن آيا ولي است صحيح دارد وجود مناسب ترتيب يك ها صفحه نيم
است؟ صرفه به مقرون يا و ممكن ترتيب اين
 از هيچ هنوز آه الگوريتم شروع از قبل بايد ترتيب اين چون :پاسخ
 مناسب ترتيب يافتنباشدموجودنيستدست درهاصفحهنيمتقاطع
.داريم برمي را H از تصادفي ترتيب يك اينجا در آه .نيست ساده
فالگ اRANDOM(k)ااا آشا  در آه مي شود استفادهRANDOM(k)تابع ازتصادفيدرالگوريتم
.دهد مي را k تا ١ بين تصادفي عدد يك ثابت زمان
ا از تا فانتخاا ا تشاختت اشالگ

٤٩

.ميباشد الگوريتم درشدهساختهتصادفيانتخاببهوابستهاجرازمان



آار مضاعف    

مضاعف تصادفي۴-۴همت خطي برنامه ي          همت  مضاعف ي  بر 

٥٠



آار مضاعف    

مضاعف تصادفي۴-۴همت خطي برنامه ي          همت  مضاعف ي  بر 

 را خود اجراي خاص زمان هرآدام آه است !n مختلف حالات تعداد
دارند،يكسانياحتمالاجراهايزماناينازهرآدامچونحالدارد مچونل.ر نينز ر ي لجريز  ر ي
 مختلف حالت !n تمام متوسط آه الگوريتم انتظار مورد اجراي زمان
.گيرد مي قرار بررسي مورد اجراست، زمان

  تصادفي متغير ميانگين يا و رياضي اميد :يادآوري

⎪
⎨
⎧∑ gosastexxf )(

٥١      f(x): احتمال چگالي تابع⎪⎩

⎪
⎨= ∫
∑

peyvastexxf
gf

xE
)(
)(

)(



آار مضاعف    

مضاعف تصادفي۴-۴همت خطي برنامه
 زمان در معادله n با دوبعدي خطي نويسي برنامه مسئله :۴-٨ لم

)Oانتظا شلخطازذخ(

ي          همت  مضاعف ي  بر 

.مي شودحلخطيسازيذخيرهوO(n)انتظارمورد
  با برابراست RANDOMPERMUTATION اجراي زمان :اثبات

O( اتآاضافا( فتغف ا اXت O(n).تصادفيمتغيرصفحات،آردناضافهبراي Xi بدين را 
:آنيم مي تعريف صورت

⎨
⎧ ∉

= − hv
X i

i

1 1

:با است برابر ۶ خط در صفحه n براي شده سپري زمان پس
⎩
⎨ woi .0

:رياضي اميد بودن خطي به بودن توجه با
∑
=

n

i
iXiO

1
)(

٥٢∑∑ ==
=

n

i i
n

i i XEiOXiOE
11

)().()).((



آار مضاعف    

مضاعف تصادفي۴-۴همت خطي برنامه
چيست؟ E(Xi) :سؤال
viاينكهاحتمال:پاسخ 1∉hi،مرحله اين در بهينه نقطهاينكهاحتماليعني  

ي          همت  مضاعف ي  بر 

خ ∌i-1يپ iي رينربهييي
  BackwardsAnalysis روند از احتمال اين تحليل براي .آند تغيير
  بهينه راس و گرفته انجام الگوريتم آه مي شود فرض يعني مي شود، استفاده

vnصفحهحالآمده،بدست hnآنيم،ميحذفرا nnمي
  آند؟ مي تغيير بهينه نقطه احتمالي چه با 

 باشد، مي Cn راس vn آه آنجا از
شوندميتعريفهاصفحه نيمازتادوتوسطحداقل ويرييمزوو

  نيم از يكي hn يعني نباشد، Cn-1 از راسي آه آند مي تغيير vn وقتي و 
  به ها صفحه نيم آه آنجا از و .آند مي تعريف را vn آه است هايي صفحه
هايصفحهنيمازيكيhاينكهاحتمالاند،شدهاضافهتصادفيطور

٥٣

يhnيل يور   ي  يم ز ي
.باشد مي n/2 حداآثر باشد vn آننده تعريف



آار مضاعف    

مضاعف تصادفي۴-۴همت خطي برنامه

o2حداآثرچرا:سؤال/n؟

ي          همت  مضاعف ي  بر 

رچرؤ
oاگر اولا :پاسخ vn حذف آنگاه باشد، يال دو از بيش آننده تعريف hn است ممكن 

 .باشد راس هم باز hn حذف از بعد vn است ممكن چون نشود، vn تغيير باعث
توانندميهمm2وm1معادله،nبرعلاوهدوما ويمm2وnm1بروو

داشته دخالت vn ساختن در 
پس .آند مي آمتر n/2 از را احتمال هم اين باشند،آه 

( ) /   E(xn) ≤ 2/ n

درنظرHاولمعادلهiبرايBackwardsروندهميناگرحال:پاسخادامه خ يBackwardsروينرل:پ ر H ول iبر  ر
:داريم  هم باز شود، گرفته

E(xi) ≤ 2/ i

٥٤

 برابر بعدي دو خطي هاي برنامه تمام حل براي انتظار مورد آل زمان نتيجه در
/O(i).2)∑  :با است i) = O(n)



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه

اضافيمحدوديتدواعمالبارانامحدودخطيبرنامهقبلقسمتدر

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 

ي ولبرويبربلر  ي و
 خطي برنامه گاهي حتي و نيست ممكن هميشه اين اما آرديم، آراندار
 بزرگ بسيار ممكن ناحيه مرز همان يا آران ولي مي شود محدود
.نيست شناخت قابل آه اي گونه به مي شود
,H) خطي برنامه غيرآرانداري تشخيص چگونگي : مسئله ؟(

→

c
→

,H) خطي برنامه يك :۴-٩ لم  اگريك فقط و اگر است غيرآراندار (
  تمام براي و         بطوريكه باشد داشته وجود   بردار
h Hطا(H’ اگاشك(

→

c →

d→ →→
0. >

→→

cd
h∈H           خطيبرنامه و(H’, اگر باشد مي ممكن(

}0).(|{ =∈=′
→

dhHhH η
c 0)(. ≥hd η

٥٥



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه
:  اثبات   

Only if:دن ان ك آه شد گفته لا تCق د ن هρه

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 

Only if:قبلا گفته شد آه بيكران بودنC به معني وجود پرتويρ  به
 ρدر طول  objگونه ايست آه آامل در ناحيه ممكن قرار بگيرد و تابع 

بگيرد دلخواه بزرگ يرمقادير و ب .ير بزر 
p : نقطه شروعρ      ، : بردار جهت آنρ={p+λ : λ>0 } ⇐

طولobjتابع اگرρدر فقط اگرو گيرد مي بزرگ مقادير

→

d
→

d
0>

→→

d .  مقادير بزرگ مي گيرد اگرو فقط اگر             ρدر طولobjتابع
hبردار نرمال نيم صفحه  از طرف ديگر اگر

داريم آنگاه باشد، ممكن ناحيه سمت :به

0. >cd
)( h

→

η

اريم ه  ن ب آ ي  :  ب  
0)(. ≥

→→

hd η

٥٦



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه

if:خطيبرنامه(H, لمدرشدهدادهشرايطبابردارو(

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 
→

c
→

d if:يبر(H, رو( يب    بر  م ر   ر
,’H) چون.است مفروض  p0∈∩h∈H’h نقطه پس است ممكن(
+ρ0:={p0 پرتوی کنيد فرض .دارد وجود λ : λ  که آنجا ،از {0<

c→

c→

d

d

hبرای ∈ H’،               پرتوی ρ0 از کدام هر در کامل طور به 
  تابع                که آنجا از بنابراين .گيرد می قرار ’H صفحات

bjل گقاط از گلخ

0)(. =
→→

hd η

→→
objطولدرρ0گيردمیدلخواهبزرگمقادير.

h صفحه هرنيم برای    ∈ H\H’ ، می نتيجه که                     داريم 
تدهد ا ددλا ااکهدا λ=>λpت + λ h

0. >cd

0)(
→→

hd +λh=>λ p0تمامبرایکهدارد،وجودیλhپارامتردهد λ ∈ h. 
’λh λفرض با :=maxh ∈ H\H’ و λ’ P:=P0+ پرتوی ρ0 به 

درنتيجهگيردمیقرارHعضوصفحاتازکدامهردرکاملطور
→

d

0)(. =hd η→

d

٥٧

رHو زمررلور يج .ير یر   ر
)H,( است بيکران.

→

c

d



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه
 چرخانيم، مي را مولفه سيستم خطي برنامه بودن بيكران تست براي
:داريپس

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 

:داريمپس
)1,0(=

→→→

→

c

0)()()(.

)1,(0.since
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→→

→→→

hhdhd

ddcd x

ηηη

 داراي فوق خطي معادله n بايد خطي برنامه بودن بيكران براي پس
تادلآهاشدا هلاا Ĥدكخطنا

0)()()(. ≥+ hhdhd yxx ηηη

.Ĥ بعدي يكخطيبرنامهحلبااستمعادلآهباشد،جواب
 فقط چون اينجا در آه است obj تابع به نياز خطي برنامه در :نكته
ي در دعدياج ابج د،بحثج ش گرفتهناديدهobjتابعم

٥٨

 گرفته ناديده obj تابعمي شود،بحثجواب وجودعدمياوجودروي
.مي شود



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه
dx :اول حالت

h براي حال .است Ĥ خطي برنامه از جوابي * ∈H'⊆H 
dا * + 0

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 

dx:داريم ηx+ηy = 0
.هستند عمود           بردار با 'Hداخل صفحات همه خارجي نرمال پس

آاااااشا
)1,( *

xdd =
→

 به آه .دارند برخوردهاxمحورباوهستند موازيهمباخودشانيعني
 قابل خطي زمان در آه مي شود، تبديل قبل مشابه بعدي يك خطي برنامه
شودناميده'Ĥآهبعدیيکخطبرنامهايناگرحالاستحل م  مي شود ناميده Ĥ آهبعدیيکخطيبرنامهايناگرحالاستحل

 ممكن از نوعي( است بيكران Ĥ ← است ممكن هم ‘H ← باشد، ممكن
ن در آن براي مي توانپس.داردبيكرانحالتخطيبرنامه←)بودن نيبر)بو ر نپسربي و يي رنبر
  .يافت ρ پرتوي يك O(n) زمان
  .است ناممكن H ←استناممكن‘H←باشدناممكن‘Ĥاگر

٥٩
(H'⊆H)



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه

خطيبرنامهلمطبق←باشدنداشتهممكنجوابĤ:دومحالت

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 

بĤ:وم  ي بر م بق←بن جو
.است آراندار
آورد؟بدستمي توانبيشترياطلاعاتآيا:سؤال رييؤ نبي و وربي
↔ است ناممكن Ĥ بعدي، يك خطي برنامه به دوباره توجه با :پاسخ
ĥ1وچپبهشدهمحدودمرزبيشترينباصفحهĥ2 2چپ1 مرز آمترين با

 باشد، بزرگتر آمترين از بيشترين آن و باشند راست به شده محدود
 h1 وh2 سازنده خطي برنامه ← است ناممكن ĥ1 وĥ2 تقاطع آنگاه

ا ا ا .آرانداراستآ
,h1}) بودن آراندار h2},c) آل آرانداري معني به (H,c) مي باشد 
ĥĥآلا

٦٠

.آنندميعمل m1و  m2 جايبهĥ1وĥ2چون



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه

h})خطيبرنامهآرانداريروشاينبا:توجه h } c)

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 

,h1}) خطيبرنامهآرانداري روشاينبا:توجه h2},c) 
 يعني .دارد بهينه يگانه جواب آه گفت نمي توان ولي مي شود ضمانت
يييري باشد دليل اي به بعدييكخطيبرنامه بودنناممكنآهوقتي
η(h1)=(0,-1):آه

ييم شد يافت ايh2 اگرآرده،بررسيرا صفحاتنيمبقيهآنگاه
 را بهينه يگانه جواب وجود ضمانتh2وh1 آنگاه 0 ηx<(h2)آه

 جواب ويا است ناممكن خطي برنامه يا اينصورت درغير .مي آنند
اآاقاگا اآكطااآ  با آه بعدي يك خطيبرنامهباآنراآه.نداردقاموسيبهينهيگانه

(h) خاصيت با h صفحات = 0 ηx و آرده حل را مي شود، ساخته 
1-)جهتدرراρپرتويبودممكناگر تمامآهبرگرداندهرا(0

٦١

 تمام آه برگردانده را(1,0-)جهتدررا ρ پرتويبودممكناگر
.است ممكن بهينه جواب ρ روي نقاط



٦٢



آار مضاعف    

مضاعف آراندار۴-۵همت غير خطي برنامه

مسئلهnبابعدي٢خطيبرنامهمسئلهيك:۴-١٠قضيه

ر          همت  مضاعف ر ير  ي  بر 

  مسئله n با بعدي٢خطيبرنامهمسئلهيك:١۴قضيه
 حالت بدترين و O(n) تصادفي انتظار مورد زمان در معادله
استحلقابلخطيسازيذخيره .استحلقابل  خطيسازيذخيره

ا ا پايان                         
٦٣



٦٤


