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پیشرفت‌های حیرت‌انگیز

این مقاله حاوی مطالب زیر است:
تاریخچه‌ي هندسه، هندسه در جهان اسلام، جایگاه هندسه در علوم، 

عصر ترجمه، هندسه و جبر، محاسبات هندسی، نظریه‌ي خطوط موازی

تاریخچه‌ي هندسه
در این مقاله تاریخچه‌ي هندس��ه، بین سده‌های 3-9 ق/ 15-9 
ميلادي؛ یعنی آن زمان که مرکز بالندگی این فن در شرق و در میان 

دانشمندان عرب‌زبان بوده است، بررسی می‌کنیم.
هیچ س��ند معتبری وجود ندارد که نخستین اندیشه‌های هندسی 
بش��ر را به قوم خاصی مربوط کند. شاید بتوان گفت که این اندیشه‌ها 
نخستین دریافت‌های بشر از محیط اطراف خویش بوده ‌است. توانایی 
تشخیص و مقایسه‌ي اشَکال هندسی، درک مفهوم مسافت و تخمین 
زمان لازم برای پیمودن مسافتی خاص را می‌توان نخستین یافته‌های 
انسان از داده‌های هندسی محیط اطرف خود دانست. نیاز به اندازه‌گیری 
زمین، انس��ان را با اشکال س��اده و هندسی هم‌چون مستطیل، دایره و 
مثلث آشنا کرد و ساختن بناهای مختلف و نیاز به تقسیم‌بندی زمین و 
استفاده از سیستم‌های آبیاری، مفاهیمی هم‌چون خطوط موازی، عمود 

و متقاطع را به آن‌ها آموخت.
با توجه به گفته‌های هرودوت1، مورخ یونانی، هندسه در مصر تکوین 
یافته ‌اس��ت. »پاپیروس ریند2«، که متعلق به 2000 س��ال پیش از میلاد 

اس��ت، مجموعه‌ای اس��ت از قوانین و فرمول‌هایی که نشان از پیشرفت 
مصریان در محاسبات هندسی دارد )دفاع3، ص 83؛ رنان، ص 38(.

با توجه به اس��ناد موجود شاید بتوان گفت که هندسه نیز در ذهن 
اس��تدلال‌گر یونانیان مدون شد. یونان کشوری متشکل از جزیره‌های 
بسی��ار کوچک با اقلیمی خاص ب��ود و در آن زندگی بر پایه‌ي تجارت 
قرار داشت و هم‌چون دیگر سرزمین‌های آن روزگار حکومتی مرکزی 
بر آن حکم نمی‌راند و هر شهر، خود نماد دولت بود و دولت متشکل از 
عم��وم مردم. این نوع نظم اجتماعی نوع جدیدی از تفکر ‌آفرید. آن‌ها 
ب��ا تیکه بر نیروی غ��یر یونانیان )بردگان( و ث��روت روزافزون خود از 
دغدغه‌ي کار دنیا و خستگی‌های آن فارغ بودند؛ در نتیجه، به تفکر و 

تعمق در جهان اطراف خویش پرداختند )استرویک، ص 46(.
نخس��تین شکل از تفکرات قیاس��ی و استفاده از روش برهانی در 
بیان مس��ائل هندس��ی را می‌توان در قضایایی که اثباتشان به تالس4 
منس��وب اس��ت، یافت که این مطلب متعلق به س��ده‌ي ششم پس از 

ميلاد می‌شود )بال5، ص 15؛ دفاع، ص 83(.
پس از آن بارزترین نش��انه‌ي تلاش بش��ر برای ابداع فلس��فه‌ي 
ریاض��ی را می‌ت��وان در محاورات افلاطون مش��اهده ‌کرد )هیث، ص 
164(. افلاطون در پی آن اس��ت که روح وحش��ی ریاضیات را رام کند 
و آن را در چارچوب تعاریف و قضایایی که با تعاریف اثبات ‌‌شدني ‌اند، 
درآورد. چنان‌ که تاریخچه‌ي ریاضیات پیش از افلاطون و پس از او را 
مقایسه کنیم، می‌توانیم برتری نگاه قیاسی و استفاده از استدلال‌های 

هنــدسه
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منطقی برای بیان قضایای ریاضی را دریابیم. این نگاه پس از افلاطون 
به صورت نگاه غالب به ریاضیات درآمد. تکوین اصول منطق و روشن 
ساختن چگونگی تعریف و استدلال‌های برهانیِ منوط به آن، به دست 
ارسطو، بزرگ‌ترین روشي بود که ریاضی‌دانان آن زمان را به ریاضیات 
اس��تدلالی رهنمون ساخت. این نگاه جدید بیش از همه، راه خود را به 

هندسه باز کرد.
دنیای جدید هندس��ه، علاوه بر دس��تی‌ابی به روشی برای بیان 
قضایای خود، از موهبتی دیگر نیز سود برد و آن محیط سیاسی جدید 
حاکم بر دنیای آن زمان بود. اسک��ندر تمامی دنیای ش��ناخته ‌شده‌ي 
آن زمان را تحت اس��تیلای خود درآورده ‌بود و جانشی��نان او با احداث 
ش��هرهای جدید در مراکز حس��اس دنیای قدیم و ساخت محیط‌های 
علم��ی بزرگ، فکر یونان��ی را با اطلاعات آماری ش��رقی پیوند زدند. 
ب��یش از همه این امر در اسک��ندریه و کتاب‌خانه‌ي عظیم آن محقق 
ش��د. تحقیق و تفحص در علوم یا به عبارتی دانشمند بودن، تبدیل به 

حرفه شد.
اقل��یدس، کس��ی که هندس��ه را با نام او می‌شناسی��م ن��ه با نام 
افلاطون، و ارس��طو در چنین محیط��ی آثار بزرگ خود را خلق کردند. 
هم‌چون سایر علمای دنیای باستان از زندگی دقیق اقلیدس اطلاعات 
مبهمی در دس��ت اس��ت، این اطلاعاتِ مبهم، زمان زندگی او را بین 

سال‌های 275 تا 330 پس از ميلاد گزارش مي‌دهند )بال، ص 52(.
آثار فراوانی به او نس��بت می‌دهن��د و در این میان، بزرگ‌ترین و 
ماندگارترین اثر او که طی س��الیان دراز بارها منتشر شده و در میانه‌ي 
قرون وس��طي پس از »کتاب مقدس« پُرشمارگان‌ترین کتاب منتشر 
شده بود، کتابی است با نام» اصول6« که با زبان تخصصی هندسی و 
مبتنی بر شیوه‌ي برهان به اثبات قضایای هندسی می‌پردازد. اقلیدس 
در ا��ین اثر با اس��تفاده از تعار��یف و اصول متع��ارف و موضوعی که 
در ابتدای هر بخش گفته می‌ش��ود، به اثبات منطقی قضایا می‌پردازد 

)استرویک، ص 63(.

هندسه در جهان اسلام
هندس��ه واژه‌ای است که دانش��مندان عرب‌زبان آن را در مقابل 
واژه‌ي یونانی »geometry« انتخاب کردند. این واژه متشک��ل از دو 
بخ��ش »geo« به معنای زمین و »meter« ب��ه معنای اندازه‌گیری 

اس��ت )دفاع، ص 82(. اعراب در ترجم��ه‌ي این واژه با در نظر گرفتن 
این موضوع، آن را به واژه‌ي پارس��ی »اندازه« برگرداندند )تهانوی، ج 
2، ص 1744( و از آن‌جا که در زبان عرب حرف »ز« پس از »د« واقع 
نمی‌ش��ود، قلب به »س« شده ‌اس��ت )خوارزمی، ص 217(. خوارزمی 
اش��اره ‌می‌کند که برخی این واژه را معرب اندیشه می‌دانند که درست 

نیست )همان‌جا(.
هندس��ه در رده‌بندی علوم از علوم ریاضی به حس��اب می‌آید و از 
آن با عنوان علم شناخت مقادیر و نسبت‌ها یاد می‌شود. فارابی هندسه 
را به دو بخش عملی و نظری تقسی��م می‌کند. وی اضافه می‌کند که 
در هندس��ه‌ي عملی در باره‌ي خطوط و س��طوحی بحث مي‌ش��ود که 
با آن‌ها س��روکار داریم و در هندس��ه‌ي نظ��ری مباحث کلی و مطلق 
مطرح می‌شود )فارابی، ص 77(. ابن‌سینا هندسه را علم شناخت وضع 
خطوط، اشکال، سطوح و نسبت‌ها می‌داند. وی این مقادیر را مشخص 
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کننده‌ي وضع اشک��ال نسبت به یک‌دیگر مي‌داند )ابن‌سینا، ص 88(. 
بیرونی )ص 3( هندس��ه را دانس��تن اندازه‌ه��ا و خاصیت صورت‌ها و 
شک��ل‌ها که در جسم موجود اس��ت، تعریف می‌کند. فخرالدین رازی 
)ص 145( تقسی��م کمیت چیزها و اقسام آن‌ها، معرفت اشکال و زوایا 

را به هندسه تعبیر می‌کند.
در »درة‌الت��اج« ریاضیات جزو علوم حکم��ی نظری؛ یعنی آن‌چه 
که مخالطت ماده ش��رط وجود آن نباش��د، به حس��اب آمده و هندسه 
اول معرفت ریاضی نام گرفته ‌اس��ت و آن مش��تمل بر مقادیر و احکام 
لواحق اس��ت )قطب‌الدین شی��رازی، ص 73-74(. ابن ‌خلدون هم در 
تقسیم‌بندی خود از علوم، هندسه را يكي از علوم تعلیمی می‌داند و آن 
را اندیشیدن در مقادیر، منفصل یا متصل، بر مي‌شمارد )ابن ‌خلدون، ج 
2، ص 100(. تهانوی از آن با عنوان علم شناخت مقادیر مطرح می‌کند 
)تهانوی، ج 2، ص 1744(. کپری‌زاده در »مفتاح السعادة« علم هندسه 
را علم شناخت مقادیر و ملحقاتشان می‌داند و هم‌چنین وضع و نسبت 
آن‌ها به یک‌دیگر. وی مقادیر مطلقه چون خط، سطح و جسم تعلیمی 
)حجم( را موضوع هندسه و زاویه، نقطه و شکل را ملحقات آن می‌داند 

)کپری‌زاده، ج 1، ص 347(.

مسیر تکامل هندسه در عالم اسلام را به دو دوره مي‌توان تقسيم كرد:
الف( عصر ترجمه و ورود در قرن سوم

ب( عصر خلاقیت؛ يعني قرن چهارم به بعد )سویسی7، ص 411(.

الف( عصر ترجمه
آثار هندس��ی که از طریق ترجمه وارد زبان عربی شده‌اند، به سه 

گروه عمده تقسیم می‌شوند )یوشکویچ و روزنفلد8، ص 448(.
1- نوشته‌های نظری در هندسه 

مهم‌ترین اثری ک��ه در این گروه قرار می‌گیرد، کتاب »اصول« 
اقلیدس اس��ت. نخس��تین بار حجاج بن یوس��ف اين كتاب را ترجمه 
��كرد. حجاج دو ترجمه از کتاب »اصول« عرضه کرده که نخس��تین 
آن‌ها به هارونی9 و دیگری به مأمونی معروف ش��ده که دومی معتبر 
دانسته شده ‌است. ترجمه‌ي حنین بن اسحاق را ثابت بن قره اصلاح 
کرده ‌است. نیریزی هم ش��رحی بر این کتاب نوشته ‌است، هم‌چنین 
ابوعثمان دمش��قی و کرابیسی هم آن را ترجمه کرده‌اند. جوهری بر 
تمام كتاب ش��رحی نوشته ‌اس��ت. علاوه بر آن، شرحی از ماهانی در 
ب��اره‌ي مقاله‌ي پنجم، ش��رحی از ابوجعفر خازن و ش��رح ناتمامی از 
ابوالوفای بوزجانی هم نگاش��ته ش��ده‌اند. کن��دی در »اغراض کتاب 
اقلیدس« در باره‌ي اقلیدس و علت نوش��ته ‌ش��دن کتاب توضیحاتی 
داده و آن را مشتمل بر سیزده مقاله دانسته که ابسقلاوس10، شاگرد 
اقلیدس، دو مقاله‌ي چهاردهم و پانزدهم را به آن افزوده ‌اس��ت )ابن‌ 

ند��یم، ص 325 - 326(.
کتاب دیگری که آن هم از آثار اقلیدس اس��ت، »معطیات11« نام 
دارد که اس��حاق ب��ن حنین آن را ترجمه کرده و ثاب��ت بن قره آن را 

اصلاح کرده است )سویسی، ص 412(.
»قط��وع مخروط��ی12« آپولون��یوس13 کتاب دیگری اس��ت که 
ترجمه‌ي آن تأثير مهمی در انتقال هندسه به عالم اسلام داشته ‌است. 
بنوموسی این کتاب را مشتمل بر هشت مقاله معرفی کرده‌اند که هفت 
مقاله‌ي آن و بخش��ی از مقاله‌ي هش��تم در دسترس آن‌ها بوده ‌است. 
چهار مقاله‌ي نخست را هلال بن ابی‌ هلال حمصی زیر نظر احمد بن 
موس��ی ترجمه کرده ‌است و س��ه مقاله‌ي دیگر را ثابت بن قره ترجمه 

کرده ‌است )ابن ‌ندیم، ص 326(.
در ادام��ه می‌توان از کتاب »اصول هندس��ه14«، »منلائوس15« و 
کارهای پاپوس و هرون اسک��ندرانی نام ب��رد که در این دوران، یعنی 

عصر ترجمه، به جهان اسلام وارد شدند )سویسی، ص 412(.
از جمله آخرین کتاب‌هایی که از این گروه ترجمه شده‌اند، می‌توان 
به آثار هندس��ی ارشمیدس اشاره کرد. کتاب‌هایی هم‌چون »در باره‌ي 
کره و اس��توانه16« که ثابت بن قره و اسحاق بن حنین ترجمه کردند، 
کتاب »در باره‌ي اندازه‌گیری دایره17« که آن نیز به همت ثابت بن قره 
و حنین بن اسحاق ترجمه شد و این ترجمه در قرن هفت مورد بازبینی 
نصیرالدین طوس��ی قرار گرفت، کتاب »لم18« که آن نیز ترجمه‌ای از 
ثابت بن قره اس��ت و هم‌چنین کت��اب »اندازه‌گیری ضلع هفت‌ضلعی 

پیشرفت‌های حیرت‌انگیز
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منتظم محاط در دایره19« که الهام‌بخش کارهای ابوسهل کوهی بوده 
‌است )همان‌جا(.

2- کتاب‌هایی که به کاربرد هندس�ه در علوم دیگری چون 
جبر، نجوم، استاتکی و نورشناسی مربوط اند

نمونه‌ي بارز این دسته از کتاب‌ها »مجسطی20« بطلمیوس است 
که الهام‌بخش بس��ياري از کارهای نجومی در جهان اسلام است. این 
کتاب را نخس��تین بار یحیی ب��ن خالد برمکی به عرب��ی برگرداند. از 
مهم‌تر��ین ترجمه‌های آن می‌ت��وان به ترجمه‌های حج��اج بن مطر، 
نیر��یزی و اصلاح��ی که ثابت بن قره بر آن صورت داده، اش��اره‌ کرد 

)ابن ‌ندیم، ص 327(.

3- کتاب‌هایی که می‌توان آن‌ها را هندسه‌ي عملی نامید 
موضوع کتاب‌هایی که در این گروه قرار می‌گیرند بیش��تر شامل 
روش‌هایی است که در مساحی زمین، انتقال آب، ساختمان‌ها و صنعت 

از آن‌ها استفاده مي‌شده ‌است. 

ب( عصر خلاقیت
س��هم بزرگ دانش��مندان عرب‌زبان در تكوين علم هندسه بعد از 
ترجمه‌ي آثار عمده‌ي هندس��ی یونان مشخص می‌ش��ود؛ زیرا از این 
پس آنان فقط تکرار ‌کننده‌ي گفته‌های پیشی��نیان نبودند. اس��تفاده از 
روش‌های اثبات جدید برای قضایای هندس��ی، تلفیق هندسه با سایر 
ش��اخه‌های علم نظیر اخترشناسی، نورشناس��ی و جبر، تدوین قوانین 
مثلثات و استفاده‌ي بهینه از دانش هندسه در ساخت ابنیه و سازه‌های 
گوناگون، نش��ان‌ دهنده‌ي این س��هم بزرگ است. این تغییر نگرش را 
حتی از میان گفته‌های خود ایش��ان نیز می‌ت��وان دریافت. ابراهیم بن 
س��نان، کیی از علمای مسلمان هندسه در س��ده‌ي چهارم، در باره‌ي 
اس��تفاده‌ي بیشتر از روش‌های تحلیلی به جای روش ترکیب21 در بین 

علمای مسلمان، چنین اظهار نظر می‌کند:
»من دیده‌ام که علمای هندس��ه‌ي این عصر در مورد روش‌های 
تحلیلی و ترکیبی آپولونیوس اهمال می‌کنند و تنها به تحلیلی بس��نده 
کرده‌اند و آن‌ها در پی آن هس��تند که مردم را بدان سمت سوق دهند 
که تحلیل هیچ رابطه‌ای با ترکیب ندارد« )راشد22، ابراهیم بن سنان23، 

ص 3(.
در این قسمت سعی ما بر آن است که ضمن بررسی ویژگی‌های 
هندس��ه‌ي این عصر به معرفی چهره‌های برجسته‌ي آن و آثار ایشان 
بپردازیم. البته نمی‌توان برای آغاز این دوران زمان مشخصی را تعیین 
کرد؛ زیرا برخی از چهره‌های ش��ناخته ‌ش��ده‌ي هندسه در عالم اسلام 
آثار ارزش��مند و بدیع��ی به یادگار گذاش��ته‌اند، از آن جمله می‌توان به 
بنوموس��ی و ثابت بن قره اشاره کرد که در همان عصری می‌زیسته‌اند 

که ما آن را عصر ترجمه می‌نامیم.

هندسه و جبر
محمد بن موس��ی خوارزمی که او را مب��دع مباحث جبر می‌دانند 
در بخش��ی از کتاب »جبر و مقابله« به توجیه هندسی دستورهای حل 
معادلات صنف چهارم تا ششم24 می‌پردازد. این توجیهات را نمی‌توان 
اثباتي برای این صورت‌ها دانس��ت، اما کوشش��ی اس��ت برای آن که 
الگوریتم از راه رسم یک شکل هندسی تأیید شود )دانش‌نامه‌ي جهان 

اسلام، ذيل»جبر و مقابله«(.
خوارزمی در باره‌ي شک��لی که در حل معادله‌ي صنف چهارم در 
نظر گرفته، می‌گوید: »صورت آن، س��طح مرب��ع مجهول ‌الاضلاعی 
است و این شکل همان مالی است که تو می‌خواهی اندازه‌اش را بدانی 
و مقدار جذرش را بشناس��ی؛ این شک��ل عبارت است از سطح آب که 
هر ضلعی از اضلاعش به منزله‌ي جذر آن اس��ت. اگر کیی از اضلاع 
آن را در عددی از اعداد ضرب کنی، عددی که به دس��ت می‌آید برابر 
مقدار جذرهاست و هر جذر، مانند یک جذر )= ضلع( آن سطح است« 

)خوارزمی، ص 22؛ همو، ترجمه‌ي خدیوجم، ص 48(.
شکلی که وی برای این کار در نظر می‌گیرد بدین صورت است:

شش و یک چهارمحشش و یک چهارم

ک

1

مال

ب

ج

شش و یک چهارمطشش و یک چهارم

معادله‌ای که خوارزمی در این بخش می‌خواهد حل کند، معادله‌ي 
x2 + 10x = 39 است و از این شيوه برای نشان دادن دلیل نصف کردن 
ضریب مجهول استفاده کرده ‌است )خوارزمی، ترجمه‌ي خدیوجم، ص 

48؛ نیز دانش‌نامه‌ي جهان اسلام، ذيل »جبر و مقابله«(.
خوارزمی در بخش دیگری از کتاب »جبر و مقابله« با عنوان »باب 
المس��احه« از روش‌های جبری برای حل مسائل هندسی سود جسته 
‌است. خوارزمی در این بخش به بیان مساحت اشکال مختلف هندسی 
می‌پردازد. در بیان مساحت دایره، وی ابتدا طریقه‌ي محاسبه‌ي محیط 
 بیان می‌کند و این 

7
13 دا��یره را به صورت حاصل‌ضرب قطر در عدد 

را اصطلاحی می‌داند که در بین مردم بدون چون ‌و چرا پذیرفته ش��ده 
‌اس��ت )خوارزمی، ص 55-57؛ نیز خوارزمی، ترجمه‌ي خدیوجم، ص 
106(. پس از بیان نظریات موجود در باره‌ي این نس��بت، وی مساحت 
دایره را به صورت حاصل‌ضرب نصف قطر در نصف دور می‌نویس��د و 

در توجیه این امر می‌گوید:
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»زیرا اگر در تمام سطح‌هایی که دارای اضلاع و زوایای متساوی 
ان��د، از قبیل مثلث، چهار ضلع��ی، پنج ضلعی و بیش از آن، اگر نصف 
مجموع اضلاع پیرامون آن‌ها، در نصف قطر وسی��ع‌ترین دایره‌ای که 
در آن‌ها واقع می‌ش��ود- یعنی دایره‌ي محاطی- ضرب شود، مساحت 

آن‌ها به دست می‌آید«.
خ��ود او در این موضوع فرمولی به صورت ز��یر ارائه می‌کند که 
»d« در آن قطر دایره است و آن را موافق بیان قبل می‌داند )خوارزمی، 
ترجمه‌ي خدیوجم، همان‌ جا؛ یوشک��ویچ و روزنفلد، »هندس��ه«، ص 

.)449
222

7
1

2
1

7
1 dddS −−=

در ادام��ه‌ي ا��ین بخش وی به ب��یان فرمول‌ه��ای تعیین حجم 
مکعب، اس��توانه، مخروط و هرم می‌پردازد، اما اظهار نظری در باره‌ي 

حجم کره نکرده‌ است.
اس��تفاده از روش‌های ساده‌ي هندس��ی برای تبیین روش جبری 
ح��ل معادل��ه‌ي درج��ه‌ي دوم در یک قالب هندس��ی و هم‌چنین حل 
عددی آن‌ها را می‌توان پُلی بین هندس��ه و جبر تصور کرد که این پُل 

را دانشمندان عرب‌زبان، برای نخستین بار ساختند.
اوج ا��ین پد��یده یا به عبارت دیگر، اوج هندس��ی ش��دن جبر را 
می‌ت��وان در آثار خیام مش��اهده ‌کرد. خیام در رس��اله‌ای، که با عنوان 
»رس��الة فی الجبر و المقابله« شناخته می‌ش��ود، به دسته‌بندی و حل 
معادلات تا درجه‌ي س��وم پرداخته ‌اس��ت. تاریخچه‌ي حل معادلات با 
درجه‌ي بیش��تر از دو نش��ان می‌دهد که ریاضی‌دانان پیش از خیام در 
جهان اسال�م، برای حل برخی از مسائل هندسی، به این نتیجه دست 
یافته بودند که این مس��ائل به معادلاتی با درجه‌ي بیشتر از دو منتهی 
می‌ش��وند و تنها از طریق قطوع مخروطی حل ‌ش��دني اند. از جمله‌ي 
اين مس��ائل، يكي مسأله‌ي ارشميدس در تقسيم کره‌ای به دو قسمت 
اس��ت به طوری‌ که حجم قس��مت بزرگ‌تر »n« برابر حجم قسمت 
کوچک‌تر باش��د. علاوه بر این مطلب در مس��ائل هندس��ی، در برخی 
از مس��ائل عددی نیز به چنین نتايجي می‌رسیدند )دانش‌نامه‌ي جهان 

اسلام، ذيل »جبر و مقابله«(.
خیام در این رساله معادلات شناخته شده در زمان خود تا درجه‌ي 
سوم را در 25 صنف طبقه‌بندی می‌کند. خیام در روش حل خود برای 
این معادلات از ش��يوه‌ي برهانی استفاده می‌کند. علم برهانی در زمان 
خيام از روش‌های هندس��ی بهره می‌گرفته؛ از این ‌رو، خیام برای حل 

همه‌ي اصنافی که ذکر کرده از هندسه استفاده كرده ‌است.
در این‌ج��ا برای نمونه، روش خیام در حل صنف س��وم از اصناف 

شش‌گانه‌ي مقترنات سه‌تایی درجه‌ي سوم را بیان می‌کنیم.
این معادله عبارت اس��ت از آن که مکعبی معادل اضلاع و عددی 
 را ضلع مربعی مساوی عده‌ي اضلاع 
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باش��د 
قرار می‌دهیم و مکعب مربعی می‌س��ازیم ک��ه مربع »AB« قاعده و 
»BC« ارتفاع آن باشد و حجم آن مساوی عدد مفروض خواهد بود.

س��همی )قطع مکاف��ی( »DBE« به رأس »B« را چنان رس��م 
می‌کنیم که »AB« ضلع قائمش باش��د، هم‌چنین هذلولی )قطع زاید( 
متساوی‌ القطرین »ZBE« را چنان رسم می‌کنیم که اندازه‌ي اضلاع 
قائم و مایل آن برابر »BC« باش��ند. ا��ین هذلولی بر »AB« مماس 

است.
ف��رض می‌کنیم این دو منحنی در نقطه‌ي »E« هم‌دیگر را قطع 
کنند. از نقطه‌ي »E« عمودهای »ET« و »EH« را رس��م می‌کنیم. 

در هذلولی داریم که
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در سهمی نیز داریم
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 »HB« با »ET« در این‌ج��ا هم با در نظر گرفتن این مطلب که
برابر است، به نسبت زیر خواهیم رسید:

7
13  

222

7
1

2
1

7
1 dddS   

)( 3 abxxAB   

HB
BT

BT
CHBHCHEH BTEH   2

 

BTABET 
2

 

BT
BH

BH
AB

  

   BCABBHABBHCHABBH
CH
BH

BH
AB BHCBCH    22323

2

2

 

aBHbBH 
3

 

BC
EF

BC

EF

BC

GK
ABC
KT



2
1
2
1

2
1  

7
13

71
103    

14.3  

)(
b
y

y
x

x
a

  

2
)2( ADAGrr   

2  

 

sin2AG  

)
24

sin(2 
AD  

با استفاده از این دو نامساوی خواهیم داشت
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 یا به عبارت دیگر
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و در نتیجه »BH« همان مقدار مطلوب است25.
اختصاص کمیتي هندسی مانند اندازه‌ي یک خط به مقدار مجهول 
و همگن‌س��ازی معادله در محیطي کاملًا هندسی، روش هندسی خیام 
برای حل این ‌گونه معادلات را به‌خوبی نش��ان می‌دهد )مصاحب، ص 

.)200-198 ،29 ،28

محاسبات هندسی
هم��ان‌ گون��ه که از مفهوم واژه‌ي هندس��ه برمی‌آید، این رش��ته 
رابط��ه‌ي تنگاتنگی با محاس��بات دارد. تلاش ب��رای اندازه‌گیری‌های 
دقیق و بدون خطا و محاس��به‌ي کمیات وابسته به موجودات هندسی 
از جمل��ه مواردی اند که در میان آث��ار پیش‌گامان یونانی نیز به‌خوبی 

پیشرفت‌های حیرت‌انگیز
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مشهود است.
کیی از این محاس��بات که تاریخچه‌ي طولانی دارد، تلاش برای 
به دس��ت آوردن نس��بت محیط به قطر دایره است، همان مقداری که 
ما امروزه آن را نسبت p می‌ناميم. فارغ از مجموعه‌ي تلاش‌هایی که 
یونانیان در این موضوع انجام دادند، در این قس��مت برای بیان میزان 
پیشرفت مسلمانان در انجام محاسبات هندسی قصد داریم تاریخچه‌ي 
مختصری از تلاش‌های ایش��ان برای محاسبه‌ي این مقدار را عرضه 

کنیم.
دانشمندان عرب‌زبان در این بخش بسیار سریع دست به نوآوری 
و تدو��ین کتاب زدن��د. در این میان، می‌توان به عنوان نخس��تین اثر 
ارزش��مند ب��ه کتاب »معرفة مس��احة الاشک��ال البس��يطة و الکرية« 
بنوموسی اشاره کرد. بنوموسی عنوانی است که به سه برادر با نام‌های 
محمد )متوفی ‍259 ق(، حسن و احمد داده شده ‌است. ابن ندیم ایشان 
را بنوموس��ی بن ش��اکر می‌نامد و در توصیف ایشان، آن‌ها را جماعتی 
طالب علم و مش��تاق به آن توصیف می‌کند )ابن ندیم، ص331(. ابن 
ندیم این کتاب را با نام »مس��احة الاکر و قس��مة الزوايا بثلاثه اقسام 
متس��اوية و وضع مقدارين لتتوالی علی نسبة« معرفی می‌کند )همان( 
و این احتمالًا نامی اس��ت که خود ابن ندیم یا مأخذ او از روی مطالب 
موجود در این کتاب بر آن نهاده‌ اس��ت )دائرة‌المعارف بزرگ اسلامي، 
ذيل »بني موس��ي«(. این رساله در تحریر نصیرالدین طوسی با همان 

عنوانی که در ابتدا گفته شد، شناخته می‌شود.
هدف ایش��ان در این رساله بیان مساحت چندضلعی‌های محیط و 
محاط در دایره و نتیجه‌گیری مس��احت دایره از این طریق و هم‌چنین 
محاس��به‌ي حجم اجس��امی چون کره، اس��توانه و مخروط اس��ت. در 
قضیه‌ي چهارمِ کتاب، چگونگی اندازه‌گیری مس��احت دایره ثابت شده 
‌اس��ت )طوسی، ص 5(. نکته‌ي بدیعی که در این قضیه دیده می‌شود، 
بیان مساحت یک شکل به صورت حاصل‌ضرب دو مقدار از آن است، 
حال آن که در هندس��ه‌ي یونانی این حالت فقط موقعي مجاز بوده که 
مقدارهای داده شده به‌ صورت عددی مشخص شده باشند و در حالت 
برهانی معمولًا مس��احت هر شکل بر اساس مساحت شکل دیگر بیان 
می‌شود. این طرز بیان در این رساله می‌تواند مبین تصور گسترده‌تری 
از عدد نزد دانش��مندان عرب‌زبان آن عصر باش��د و این امر را می‌توان 
تأثیر مس��تقیم علم جبر دانس��ت )دائرة‌المعارف بزرگ اسال�مي، ذيل 

»بني‌موسي«(.
ایش��ان در قضیه‌ي پنجم کتاب به اثبات این قضیه می‌پردازند که 
نس��بت قطر هر دایره‌ای به محیطش مقداری ثابت است. روش اثبات 

ایشان در این قضیه به‌ صورت زیر است.
دو دا��یره‌ي »ABC« و »DEF« را چنان در نظر می‌گیریم که 
»BC« و »EF« به ترتیب قطرهای آن‌ها باش��ند. فرض می‌کنیم که 
نس��بت قطر به محیط در این دو دایره با یک‌دیگر برابر نباشد و نسبت 
»BC« و »ABC« برابر نس��بت »EF« به »GH« باش��د. حال دو 

حالت می‌توان در نظر گرفت.

11 )GH<DEF
22 )GH>DEF

حال��ت اول را در نظر می‌گیریم و نش��ان می‌دهیم که به تناقض 
خواهیم رسید.

 »GK« در نظر می‌گیریم و عمود »GH« را وسط »T« نقطه‌ي
را بر »GH« رسم می‌کنیم که این عمود مساوی نصف »EF« است، 
بدین ترتیب س��طح »KT« را کامل می‌کنیم. پس س��طح »KT« از 

مساحت دایره‌ي »DEF« کمتر است.
 »KT« برابر سطح »GK« در »GT« می‌دانیم که حاصل‌ضرب
اس��ت و حاصل‌‌ضرب نص��ف س��طح »2BC( »BC( در نصف محیط 
دا��یره‌ي »ABC« مس��احت دایره‌ي »ABC« اس��ت، در نتیجه در 

مقایسه‌ي دو مساحت داریم:
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مطاب��ق قضیه‌ای در کتاب »اصول«، نس��بت دو قطر در دو دایره 
برابر است با نسبت محیط دو دایره، در نتیجه سطح »KT« با دایره‌ي 
»DEF« برابر خواهد ش��د که تناقض است. به همین ترتیب می‌توان 
حالت دوم را نیز رد کرد و در نتیجه در هر دایره‌ای چنین اس��ت و این 
همان اس��ت که می‌خواستیم )خواجه نصير‌الدين طوسی، تحرير معرفة 

مساحة الاشكال، ص 5 -6؛ نیز راشد26، ص 73-72(.
در ادامه‌ي این مطلب و در قضیه‌ي بعد ایشان در صدد محاسبه‌ي 
این مقدار بر‌می‌آیند و این کار را به روش ارش��میدس انجام می‌دهند؛ 
یعن��ی محیط و محاط کردن 2π × 6 ضلعی‌ه��ای منتظم در دایره که 
 منتهی می‌شود و مقدار تقریبی 
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این روش به نامساوی 
 را خواه��د داد )خواج��ه نصير‌الدي��ن طوس��ی، ص 9؛ نیز 
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دائرة‌المعارف بزرگ اسلامي، ذيل »بني‌موسي«(.
در ا��ین کتاب علاوه بر این مباحث دو مس��أله‌ي مهم دیگر هم 
مورد بررس��ی قرار گرفته ‌اس��ت: کیی چگونگی ایجاد کمیات متوسط 
 )(

b
y

y
x

x
a

==  »b« و »a« بین دو مقدار معلوم »y« و »x« متناسب
و دیگری مس��أله‌ي معروف تثلیث زاویه. هر دوی این مس��ائل از آن 
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دس��ت مسائلی اند که به معادلاتی از درجه‌ي سوم منتهی خواهند شد 
)یوشکویچ و روزنفلد، »هندسه«، ص 579(.

ریاض��ی‌دان دیگری که در ا��ین زمینه باید از او ن��ام برد، غیاث 
الدین جمشی��د کاشانی )متوفی 832 ق( اس��ت. کاشانی آثار ارزشمند 
بسی��اری در موضوعات ریاضی و نجوم به یادگار گذاش��ته‌ است. کیی 
از این آثار رساله‌ای با نام »رساله‌ي محیطیه« است. نام این رساله در 
منابع به‌ صورت »فی نس��بة قطر الی المحيط« ثبت شده ‌است )حاجی 
خلیفه، ج 5، ص 213؛ نیز افش��ار و دانش‌پ��ژوه، ج 9، ص 196(. این 
کتاب از جمله مهم‌ترین آثار کاش��انی اس��ت و به مسأله‌ي محاسبه‌ي 
محیط دایره )و عدد π( به روش کلاسی��ک می‌پ��ردازد. تاریخ‌نگاران 
ریاضیات در اروپا این اثر را ش��اهکار فن محاس��به خوانده‌اند )باقری، 
ص 22(. از مهم‌ترین ویژگی‌های این اثر استفاده از ابزارهای مقدماتی 
در محاس��بات اس��ت که از مرز جذر گرفتن تج��اوز نمی‌کند و روش 
محاس��باتی او به حداقل محاس��به نیاز دارد و دقت محاسبات او حدود 

17-10 × 0/5 است )یوشکویچ و روزنفلد، »الکاشی27«، ص 258(.

کاش��انی در فصل‌های س��وم تا نه��م کتاب خود به این مس��أله 
می‌پردازد و در هر مرحله بخشی از کار را انجام می‌دهد. در فصل سوم 
کتاب، کاش��انی در پی محاسبه‌ي محیط دایره است به طوری که آن 
را به چند ضلع )= جزو متساوی( تقسیم می‌کند و عمل را تا آن مرتبه 
)ش��صت‌گانی( ادامه می‌دهد که )طول( محیط قسمی برای ما حاصل 
ش��ود که در دایره‌ي مذکور )تفاوت( به مویی نرسد و در فصل چهارم 
به ش��رح این اعمال می‌پردازد. فصل پنجم، در اس��تخراج )طول( یک 
ضل��ع از کثیرالاضلاع )منتظم( مح��اط در دایره که عده‌ي اضلاع آن 
48، 12، 16، 8، 2 و 1 باش��د. فصل شش��م، مشتمل است بر استخراج 
مح��یط کثیرالاضلاع )منتظم( محاط در دایره و )محیط( کثیرالاضلاع 
مشابه با آن و محیط بر دایره که عده‌ي اضلاع هر یک 805306368 
باشد. فصل هفتم، مي‌پردازد به آن‌چه از فرو گذاشتن کسرهای زائد یا 
باقی )ناقص( در آخرین رقم‌های اعمال پیش حاصل می‌ش��ود. فصل 
هشتم، در تبدیل اندازه‌ي محیط )دایره( است به ارقام هندی به فرض 

آن که شعاع دایره معلوم باشد )قربانی، ص 133-132(.
کاش��انی در فص��ل اول قض��یه‌ای را ثاب��ت می‌کند که اس��اس 
محاس��بات وی در این رساله به حس��اب می‌آید. صورت این قضیه به 

بیان امروزی چنین است:
 ،»O« و به مرکز AB = 2r قضیه: اگر روی نیم دایره‌ای به قطر
قوس دل‌خواه »AG« را در نظر بگیریم و وس��ط قوس »GB« را که 
مکمل قوس »AG« اس��ت، نقطه‌ي »D« بنامیم و »AD« را رسم 

کنیم، رابطه‌ي زیر برقرار است:
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و نتیجه گرفته است که اگر شعاع دایره و طول وتر »AG« معلوم 
و نقطه‌ي »D« وس��ط قوس »BG« باش��د، می‌توان وتر »AD« را 
حس��اب کرد )همان، ص 143(. حال اگر اندازه‌ي کمان »AG« برابر

 و 

7
13  

222

7
1

2
1

7
1 dddS   

)( 3 abxxAB   

HB
BT

BT
CHBHCHEH BTEH   2

 

BTABET 
2

 

BT
BH

BH
AB

  

   BCABBHABBHCHABBH
CH
BH

BH
AB BHCBCH    22323

2

2

 

aBHbBH 
3

 

BC
EF

BC

EF

BC

GK
ABC
KT



2
1
2
1

2
1  

7
13

71
103    

14.3  

)(
b
y

y
x

x
a

  

2
)2( ADAGrr   

2  

 

sin2AG  

)
24

sin(2 
AD  

 باش��د و r= 1  باش��د، خواهیم داشت: 
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. آن‌گاه رابطه‌ي )1( به صورت زیر در می‌آید:
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شکل 1

هدف کاش��انی در فصل سوم این اس��ت که »n« )تعداد اضلاع 
کثیرالاضال�ع منتظ��م محیطی و محاط��ی( را ط��وری تعیین کند تا 
اختلاف مح��یط کثیرالاضلاع و محیط دایره‌ای که قطرش 600 هزار 
برابر قطر کره‌ي زمین اس��ت، کمتر از یک مو28 باش��د. به این منظور 
وی نتیج��ه می‌گیرد که تعداد اضال�ع کثیرالاضلاع منتظم محیطی و 
محاط��ی را باید به قدری بزرگ انتخ��اب کند تا اختلاف دو محیط به 
یک ثامنه29 نرس��د. کاشانی با محاسبات تقریبی ماهرانه، تعداد اضلاع 

را 805306368 = 228 × 3 در نظر گرفته است.
کاش��انی در فصل چهارم »محیط��یه« طول ضلع 228 × 3 ضلعی 
منتظ��م محاط در دا��یره‌ای به ش��عاع 60 واحد را حس��اب می‌کند و 
برای این که محاس��باتش به اندازه‌ي کافی دقیق باش��د، هر عمل را 
 ادامه می‌دهد. وی با اس��تفاده از 
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ت��ا مرتبه‌ي ثامنه عش��ر 
 که از آن 
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رابطه‌ي 
در فصل دوم س��ود برده است، C28 را در دستگاه شصت‌گانی به دست 
می‌آورد که اگر r = 1 باشد آن‌گاه C28 در دستگاه ده‌گانی برابر است با: 
  )تعداد رادکیال‌ها 28 عدد است(.
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کاش��انی در فصل پنج��م »محیطیه« ب��ا اس��تفاده از رابطه‌ي 
ط��ول ضل��ع 228 × 3 ضلعی منتظ��م محاطی را به دس��ت می‌آورد 
 a28 = 0،0،0،0،6،4،1،14،59،36،14،33،36،19،25 که براب��ر مق��دار
اس��ت و اگر r = 1 باشد آن‌گاه a28 در دس��تگاه ده‌گانی برابر است با:

 )تعداد رادکیال‌ها 28 عدد 
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است(.
کاش��انی در فصل ششم »محیطیه« با اس��تفاده از a28 محیط 
228 × 3 ضلعی منتظم محاطی و محیطی را به دست می‌آورد و نصف 

مجموع این دو مقدار را برابر با محیط دایره می‌گیرد که برابر است با: 
.6،16،59،28،1،34،51،46،14،50

در فصل هشتم با فرض r = 1 محیط دایره، در واقع مقدار 2π، را 
در دستگاه دهگانی محاسبه کرده ‌است:  2π = 6/2831853071795865 که 
تمام ارقام آن تا رتبه‌ای که وی محاس��به کرده، درست است )قربانی، 

پیشرفت‌های حیرت‌انگیز
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.)152-143
کاش��انی علاوه بر محاسبه‌ي مقدار π، در رساله‌ي دیگری که با 
 )sin=( عنوان »رس��اله‌ي وتر و جیب« شناخته می‌ش��ود مقدار جیب
زاویه‌ي یک درجه را هم با دقتی بالا محاس��به کرده‌ اس��ت. اصل این 
رس��اله باقی نمان��ده و اطلاعات ما از مطلب این کتاب از ش��رح‌هایی 
اس��ت که قاضی‌زاده، ملا عبدالعلی بیرجن��دی و میرم چلبی در باره‌ي 
این کتاب نوشته‌اند )قربانی، ص 157-158(. او این مقدار را در جواب 
معادله‌ي 2700x = 900sin)3( + x3 به‌ دست می‌آورد. وی برای حل 
این معادله از یک روش تکرار همگن بهره می‌برد )س��وادی، ص 25؛ 

نیز یوشکویچ و روزنفلد، »هندسه«، ص 454(.
نگاه��ی اجمالی به مس��أله‌ي مق��دار ع��دد π و تلاش‌هایی که 
دانشمندان عرب‌زبان برای دقيق شدن آن انجام دادند و مسائلی دیگر 
از این دس��ت، پیشرفت ایشان در حل محاس��باتیِ این‌ گونه مسائل را 
به‌خوبی نشان می‌دهد. تلاش برای فهم دقیق روش‌های پیشینیان در 
نخس��تین گام و سپس استفاده از ابتکارات خاصی که در محیط علمی 
خودی شک��ل گرفته ‌اس��ت، نیز نکته‌ي دیگری است که از میان این 

بررسی برخواهد آمد.

نظریه‌ي خطوط موازی
همان گونه که پیش از این اش��اره ش��د، کتاب اقلیدس از اسلوب 
اصول موضوعی برخوردار اس��ت؛ یعنی در ابتدا به بیان یک مجموعه 
تعاریف و اصول اولیه می‌پردازد و در ادامه با اس��تفاده از آن‌ها گزاره‌‌ها 
و قضایا را ثابت می‌کند. اصولی که اقلیدس در کتاب خود بیان می‌دارد 

به شرح زیرند:
بین هر دو نقطه می‌توان یک خط راست رسم کرد. 11.
می‌توان یک خط مستقیم را از هر سویی امتداد داد. 22.

هر دایره که مرکز و شعاع آن مشخص باشد، داده شده است. 33.
تمام زوایای قائمه با هم برابرند. 44.

اگر خط مس��تقیمی دو خط مس��تقیم دیگر را به صورتی قطع  55.
کند که مجمع دو زاویه‌ي داخلی در یک سمت کمتر از دو قائمه باشد، 
دو خط مس��تقیم یک‌دیگر را در همان س��و قطع می‌کنند )موردش30، 

»اقلیدس31«، ص 416 و 417(.

تحقیق��ات صورت گرفت��ه در نظریه‌ي خطوط م��وازی به همراه 
تال�ش برای کش��ف رابطه‌ای ب��ین اصل پنجم اقلیدس و مس��أله‌ي 
خط��وط موازی اهميت بس��ياري در تاريخ هندس��ه دارد. ابهام موجود 
در این اصل در مقایس��ه با اصول قبلی و اس��تفاده نكردن اقلیدس از 
این اصل برای اثبات گزاره‌های خود تا گزاره‌ي 29 کتاب »اصول« را 

می‌توان علت این تلاش‌ها دانست.
نخستین اقدامات برای تبیین این اصل را یونانیان پس از اقلیدس 
انجام دادند. در این میان می‌توان از رس��اله‌ای مفقود از ارشمیدس به 
نام کت��اب »الخطوط المتوازي��ة32« نام برد که گویا مس��لمانان آن را 
می‌ش��ناخته‌اند؛ زیرا ابن ندیم و قفطی هر دو از این کتاب در فهرست 
آثار ارشمیدس نام برده‌اند )ابن‌ ندیم، ص 326؛ قفطی، ص 67(. عنوان 
این رس��اله خود نش��ان ‌دهنده‌ي تلاش ارشمیدس در زمینه‌ي خطوط 
متوازی است. هم‌چنین افرادی چون پوسیدینیوس33 )نیمه‌ي اول قرن 
نخست پ م(، بطلمیوس )قرن دوم میلادی( و پروکلس34 )قرن پنجم 
میلادی( ازِ کس��انی بودند که تال�ش کردند تا این اصل را به صورت 
یک قضیه به اثبات برس��انند )یوشک��ویچ و روزنفلد، »هندس��ه«، ص 
464(. پروکلس در انتقادی که از این اصل می‌کند، آن را با نام قضیه 
می‌نام��د و از این رو آن را نیازمند به اثبات تلقی می‌کند. وی برای رد 
اصل ب��ودن این مطلب از مثال هذلولی و مجانبش اس��تفاده می‌کند؛ 
از آن‌جا ک��ه فاصله‌ي بین هذلولی و مجانبش مدام کم می‌ش��ود، اما 
یک‌دیگ��ر را ه��یچ ‌گاه قطع نمی‌کنن��د. او این مطل��ب را علتی برای 
اقامه‌ي برهان برای اصل پنجم می‌داند؛ از این رو، آن را فاقد ش��رایط 

اصل بودن بر‌می‌شمرد )حسینی، ص 97-96(.
چن��ان که در عصر ترجمه و در ب��یان ترجمه‌های کتاب اقلیدس 
دیده ش��د، از ابتدا عده‌ای از دانشمندان مسلمان اقدام به تدوین کتبی 
با عنوان شرح اصول کردند. در این میان می‌توان از نیریزی، جوهری، 
ثابت بن قره و ابوجعفر خازن نام برد که ابن ندیم از آن‌ها نام برده ‌است 
)ابن ندیم، ص 325-326(. افزون بر اش��خاص ذکر شده، دانشمندان 
ن��ام‌آوری چون ابن هیثم در کتاب »حل شک��وک اقلیدس«، خیام در 
»شرح ما اشکل من کتاب اقلیدس« و خواجه نصير طوسی در »رسالة 
الش��افية« به بیان براهینی برای توجیه این اصل پرداخته‌اند. در ادامه 
به روش‌هایی که ایشان برای حل این مسأله در نظر گرفته‌اند اشاره‌ي 

كوتاهي خواهيم كرد.
نخس��تین کتاب��ی ک��ه در این موضوع از دانش��مندان مس��لمان 
می‌شناسیم کتابی است با عنوان »اصلاح لکتاب الاصول« )ابن ندیم، 
ص 331( که به قلم جوهری نوش��ته ش��ده ‌اس��ت. جوهری در کتاب 
خ��ود پنج قضیه به کتاب »اص��ول« می‌افزاید. وی این قضایا را بعد از 
قض��یه‌ي 27 »اصول« قرار می‌دهد و در قض��یه‌ي 33 از کتاب خود، 
اص��ل پنجم اقلیدس را به ‌مثابه‌ي ��یک قضیه ثابت می‌کند. قضایایی 

که جوهری از آن‌ها استفاده می‌کند، عبارت ‌اند از:
ال��ف( اگر خ��ط »ح‌ط« دو خ��ط »ا‌ب« و »ج‌د« را قطع کند، به 
طوری که زوایای »ا‌ح‌ط« و »ح‌ط‌د« با هم برابر باشند، دو خط »اب« 
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و »ج‌د« با هم موازی ‌اند و نقاط آن‌ها با یک‌دیگر متناظرند.

ب( اگر خطی دو ضلع مثلت را نصف کند، با ضلع سوم متناسب است. 
ج( دو ضلع هر زاویه را می‌توان با قاعده‌های بی‌ش��ماری به هم 

متصل کرد1.
د( اگر خط »ب‌د« نیم‌س��از زوایه‌ي »ا‌ب‌ج« باشد و دو ضلع زاویه 

را به هم متصل کنیم، »س‌ت« با »س‌ب« متناسب است.

ه‍( هر زاویه نیم‌سازی دارد، نقطه‌ای بر این نیم‌ساز وجود دارد که 
از آن خطی به دو ضلع زاویه متصل خواهد ش��د که قاعده‌ي آن است 

)طوسی، رسالة الشافية، ص 24-18(.
پ��س از بیان و اثبات این قضایا، جوهری اصل پنجم را به عنوان 

قضیه‌ي 33 از کتاب خود ثابت می‌کند.
پ��س از جوهری، ثابت بن ق��ره دو روش اثبات برای اصل پنجم 
آورده است. کیی از آن‌ها در کتابی با عنوان کتاب »فی أنهّ إذا وقع خط 
مستقيم علی خطين مستقيمين فسيری الزاويتين التين فی جهة واحدة 
اقل من قائمتين فإن الخطين اذا اخُرجا فی تلک الجهة التقيا« )قفطی، 
ص 116؛ نیز یوشک��ویچ و روزنفلد، »هندس��ه«، ص 465( و دیگری 
در »مقال��ة فی أن الخطين إذا اخُرجا ال��ی الزاويتين اقل من القائمتين 

التقيا« است )یوشکویچ و روزنفلد، همان‌ جا(.
نخس��تین فرضی که وی برای اثب��ات این قضیه در نظر می‌گیرد 
آن است که اگر دو خط در یک جهت از هم دور شوند )به هم نزدیک 
شوند( و آن‌ها را با خط سومی قطع کنیم در طرف دیگر به هم نزدیک 
می‌شوند )از هم دور می‌شوند(. وی با استفاده از این فرض، وجود یک 
متوازی‌ الاضلاع را برای اثبات اصل پنجم نش��ان می‌دهد35. در روش 
دوم وی با فرضِ متفاوتی عمل می‌کند که مبتنی بر حرکت اس��ت. او 
در این اثبات، حرکتی پیوسته را در مسیر یک خط راست فرض می‌کند 
و چن��ین تبیین می‌کند كه آن‌چه از این حرکت ایجاد می‌ش��ود، خطی 
موازی خط اول است. در این باره نیز باید گفت که این فرض تنها در 

هندسه‌ي اقلیدسی صحیح است )یوشکویچ و روزنفلد، همان ‌جا(.

ابن هیثم در کتاب »حل شک��وک اقلیدس« به جای اصل پنجم 
از اص��ل دیگری اس��تفاده می‌کند و آن را روش��ن‌تر نزد حس و ذهن 
می‌داند. آن اصل از این قرار اس��ت که هر دو خط مس��تقیمِ متقاطع، 

ممکن نیست موازی باشند )طوسی، رسالة الشافية، ص 5(.
وی در کتاب دیگری با عنوان »ش��رح المصادرات36« از روش��ی 
اس��تفاده می‌کند که نزدیک ب��ه روش ثابت بن قره در اثبات دوم خود 
است. ابن هیثم نشان می‌دهد پای عمودی که روی یک خط مستقیم 
حرکت می‌کند، خطی مس��تقیم را می‌س��ازد که موازی خط اول است. 
وی در این‌ج��ا وجود چهارگوش��ی با یک زاویه‌ي تند ��یا باز را منتفی 

می‌داند37 )شکل الف(.

شکل الف

)یوشکویچ و روزنفلد، »هندسه«، ص 466(.

خ��یام در کت��اب خود، »ش��رح ما اشک��ل من کت��اب اقلیدس«، 
نخست از روش ابن هیثم انتقاد می‌کند و از هندسه‌ي حرکتی استفاده 
نمی‌کن��د. خیام حرکت را از عوارض جس��م طبیعی برمی‌ش��مرد و آن 
را شایس��ته‌ي ورود به عالم کمیات و مقادیر، که عالم هندس��ه است، 
نمی‌داند )حسی��نی، ص 100(. وی هم‌چنین اقلیدس و پیشینیان خود 
را برای بهره نگرفتن از اصول فلس��فی سرزنش می‌کند و اشتباه آن‌ها 
را در نظ��ر نگرفتن مبادی مأخوذ از فلس��فه می‌داند. منظور وی از این 

مبادی، آن‌هایی است که ارسطو برمی‌شمرد که عبارت ‌اند از:
کم��یات را می‌توان تا بی‌نهایت تقسی��م ک��رد، یعنی آن‌ها از  11)

تقسیم ناپذیرها نیستند.
یک خط مستقیم را می‌توان به بی‌نهایت تعریف کرد. 22)

اگر هر دو خطِ مس��تقیمِ متقاطع را از محل تقاطع ادامه دهیم،  33)
از هم دور می‌شوند.

دو خط که به هم نزدیک می‌شوند، هم‌دیگر را قطع می‌کنند و  44)
برای دو خطی که از هم دور می‌شوند، در طرفی که فاصله‌ي آن‌ها از 

هم زیاد می‌شود، نقطه‌ي تلاقی وجود ندارد.
اگر دو کمیت محدود نامساوی داشته باشیم، می‌توان ضریبی  55)

یافت که کمیت کوچک‌تر از بزرگ‌تر، بیشتر شود.
خیام در بیان خویش از اصل چهارم اس��تفاده می‌کند و در نتیجه 
اش��تباه منطقی پیشی��نیان خود را تکرار نمی‌کند )یوشکویچ و روزنفلد، 

»هندسه«، ص 467(.
خ��یام در روش خود از یک چهارگوش ب��ا دو زاویه‌ي قائمه بهره 
می‌ب��رد و ثابت می‌کند که دو زاو��یه‌ي دیگر این چهارگوش نیز حتماً 
قائمه‌اند و برای این کار از هشت قضیه استفاده می‌کند که آن‌ها را بعد 

پیشرفت‌های حیرت‌انگیز
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از قضیه‌ي بیست و هشتم کتاب »اصول« قرار می‌دهد.
قضایایی که خیام آن‌ها را ثابت می‌کند عبارت ‌اند از:

الف( خط »ا‌ب« مفروض اس��ت. اگر دو خ��ط »اج« و »ب‌د« را 
ب��ر »ا‌ب« عمود کن��یم و آن‌ها را به یک اندازه امت��داد دهیم )مطابق 
قضیه‌ي بیس��ت و هفتم مقال��ه‌ي اول اقلیدس این دو خط موازی اند( 

آن‌گاه زوایای »اج‌د« و »ب‌ج‌د« با هم برابرند.

ب( شک��ل »ا‌ب‌ج‌د« مفروض است. نقطه‌ي ه را وسط »ا‌ب« در 
نظ��ر می‌گیریم و عم��ود »ه‌ز« را بر »ا‌ب« رس��م می‌کنیم. می‌گوییم 

»ج‌ز« مثل »زد« است و »ه‌ز« بر »ج‌د« عمود است.

ج( در شک��ل بالا دو زاویه‌ي »ا‌ج‌د« و »ب‌ج‌د« قائمه‌‌اند. در واقع 
در این قسمت خیام وجود چهارگوش دارای دو قائمه‌ای با دو زاویه‌ي 

تند یا باز دیگر را منتفی می‌کند )شکل ب(.

شکل ب

د( در ��یک چهارضلعی با زوایای قائم��ه اضلاع روبه‌رو، دو به‌ دو 
با هم برابرند.

در این‌جا خیام از واژه‌ي متحاذی به جای متوازی استفاده می‌کند. 
وی خط��وط متحاذی را خطوط عمود بین دو خطی تعریف می‌کند که 
این دو خط هیچ گاه به هم نمی‌رسند )این واژه پیش از خیام برای بیان 

چنین مفهومی و به چنین معنایی استفاده نمي‌شده ‌است(.

خطوط متحاذي

ه‍( دو خط متحاذی را فرض می‌کنیم. هر خط که بر کیی از آن‌ها 
عمود شود بر دیگری هم عمود است.

و( هر دو خط متوازی با تعریف اقلیدس، متحاذی اند.
ز( اگر خط مس��تقیمی بر دو خط متوازی فرود آید، زوایای متبادل 
داخل��ی با هم برابرن��د و زاویه‌ي خارجی مثل زاویه‌ي داخلی اس��ت و 

مجموع دو زاویه‌ي داخلی دو قائمه است.
و سرانجام در بند »ح« خیام اصل پنجم را به ‌مثابه‌ي یک قضیه 
ثابت می‌کند )طوس��ی، رس��الة الش��افية، ص 8-13؛ نیز حسینی، ص 

.)123-116
آخرین کسی که به اثبات اصل پنجم پرداخته، نصیرالدین طوسی است. 
طوسي رساله‌ای با عنوان »رسالة الشافية عن الشک فی الخطوط المتوازية« 
در اين باره نوشته ‌است. وي در این رساله ابتدا به شرح این اصل بر اساس 
گفته‌ي اقلیدس می‌پردازد و س��پس روش‌های گفته شده‌ي جوهری، ابن‌ 
هیثم و خیام را بیان می‌کند و کمبود یا مشکلات ایشان را برمی‌شمرد. پس از 

این قسمت، وی روش خود را برای اثبات این اصل شرح می‌دهد.
روشی که وی در پیش می‌گیرد، بسیار مشابه روش خیام است با 
این تفاوت که وی اصول فلس��فی را که خیام در ابتدا در نظر می‌گیرد، 

منظور نمی‌کند )یوشکویچ و روزنفلد، »هندسه«، ص 469(.
طوس��ی برای اثبات این قضیه از هفت قضیه استفاده می‌کند که 

هفتمین آن‌ها اصل مذکور است. این قضایا عبارت ‌اند از:
ال��ف( کوتاه‌ترین فاصله بین ��یک نقطه و یک خط، خط عمودی 

است که از آن نقطه بر آن خط رسم می‌شود.
ب( اگر دو خط مساویِ عمود بر یک خط را با خط دیگری به هم 

وصل کنیم، زوایای ایجاد شده با هم برابرند )قضیه‌ي اول خیام(.
ج( دو زاویه‌ي ایجاد ش��ده در حالت قبل حتماً قائمه‌اند )قضیه‌ي 

سوم خیام(.
د( ه��ر دو ضلع متقابل از س��طح چهارضلع��ی قائم‌الزاویه با هم 

برابرند )قضیه‌ي چهارم خیام(.
ه‍) اگر خط مس��تقیمی بر دو عمود قائم بر خط دیگر رس��م شود، 
دو زاویه‌ي متبادل داخلی با هم برابرند و زاویه‌ي خارجی مثل زاویه‌ي 
داخلی اس��ت و مجم��وع دو زاویه‌ي داخلی دو قائمه اس��ت )قضیه‌ي 

هفتم خیام(.
و( دو خط نامحدود )غیر محدودی الطرفین( هم‌دیگر را قطع کنند 
و زاویه‌ای غیر قائم مي‌س��ازند، اگر خطی بر کیی از آن‌ها عمود کنیم، 

زاویه‌ي داخلی که با خط دیگر می‌سازد، تند است.
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ز( اصل پنجم اقلیدس )نصيرالدين طوس��ی، رس��الة الشافية، ص 
.)34-26

وی برای بیان دو قضیه‌ي آخر خود از بیان دیگری هم اس��تفاده 
کرده‌ که برگرفته از روش جوهری اس��ت )طوسی، رسالة الشافية، ص 

.)36-34
تلاش‌ه��ای دیگری هم پس از طوس��ی برای اثب��ات این اصل 
به همت ش��اگردان او صورت گرفت، اما اش��تباه مشترک همه‌ي این 
تلاش‌ه��ا، ک��ه در قرن نوزدهم میلادی برطرف ش��د، آن اس��ت که 
اصل پنجم، اصلي اس��ت برای هندس��ه‌ي اقلیدس��ی و با تغییر آن در 
��یک چهارچوب جدید، می‌توان محیط هندس��ی جدیدی را خلق کرد؛ 
آن‌چنان که هندس��ه‌های هذلولی و بیض��وی در میانه‌ي قرن نوزدهم 

پای به عرصه‌ي وجود نهادند.
عال�وه بر مس��ائلی که گفته ش��د، می‌توان به مس��ائلی دیگر از 
جمله تبدیلات هندس��ی و هندس��ه‌ي کروی اش��اره کرد که در میان 
دانش��مندان دوره‌ي اسلامی، پیشرفت‌های چش��م‌گيري كردند. شاید 
بتوان ادعا کرد که نخستین نمونه از تدوین تبدیلات هندسی در کتاب 
»فی المعلومات« ابن هیثم آمده ‌اس��ت. وی در آن‌جا اشاره می‌کند که 
مس��ائل مطرح ش��ده در این کتاب پ��یش از وی در جایی مورد بحث 
ق��رار نگرفته‌اند. آن‌چه می‌توان از محتوای این کتاب دریافت، بسی��ار 
ش��بیه به مباحث تبدیلات هندسی است. پیشرفت هندسه‌ي کروی در 
میان ایشان نیز منجر به ظهور مثلثات کروی و بیان نسبت‌های جدید 
مثلثاتی و بهره‌گیری از آن‌ها در حل مس��ائل شد. اوج این پیشرفت‌ها 
در سال‌های پایانی س��ده‌ي چهارم قمري است که ابوالوفای بوزجانی 
با اس��تفاده از توابع ظلی )تانژانت و کتانژانت( موفق به حل مس��أله‌ي 

شکل قطاع از طریقی ساده‌تر شد.
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